
4. Stalislic€: il metodo dsi minimi quadrati

4. Dalla retta di regressione ad alcune leggi sperimentali
Itr questo pamgrafo vedremo la retta di regessione all'opera nello studio di vari

fenomeni reali; scopriremo così che il campo di applicaziotre di questo strumento statistico è
molto più ampio del previsto.

A) La retta di regressione e Ia legge lineare
Nello studio dei circuiti elettrici è impottante conoscere le carattefistiche dei genetato-

ri di corente; le due caratte stiche pdncipali di una pila, che è un semplice generatore di
cotente continua, sono le seguenti:

- la forza elettrcmotrice, che è la tensione massima che Ia pila può ercgare;
- la resistenza intema che la pila oIfte al passaggio della collente.

Vediamo ora come si possono determinarc queste caratteristiche di ùna pila. Si
rcalizza ùn circuito come quello mostrato nelle figg. 18 e 19.

Fig. 18 Fig. 19

Il voltmetro y misura la tensione ) erogata dalla pila, mentle I'amperometro ,4 indica
l'intensita .r della coffente, che attraversa il circuito al vadare della resistenza À inserita.
Durante un espedmeflto si sono ottenute le misure indicate nella tabella seguente:
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(io Ampère)
v

(io Volt)

0

0,4
0,6
0,8
I

4,8
4,5
4.2
4
3,7
3,4

I dati sono mppresentati nella fig. 20: si
ottiene una nuvola di punti che sembra
"addensaNi" intorno ad una retta /. non
passante per o.

I1 procedimento esposto alla fine del
paragrafo precedente permette di determinare
Épidamente la rctta / di rcgressione, che ha
equaaone

y:mt+p.
Si procede così.

l) Si calcola la media M. dei dati Ì e la media M, dei dati yl si ottiene:

\.-
M.= 1_:0.5 e

L"YrM"= | 6 =4.1

Fig. 19
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2) La pendenza n- della retta è allora dala (la:

Lk ek- M,)O/k- Mr\

4. Shlisùca il motodo doi minimi qusdGÙ

lr Gr- u')'
I

3) Il termine noto, è dato da

f,:M,-nM,=4.8
La retta di regressione, che "raccorda" i
punti sperimentali, basandosi sul metodo
dei minimi quadrati (fig. 21), ha dunque
l'equazione seguente:

Y = '1 .4Ì +4 '8.
Fig. 21

Troviamo così che Ia pila eroga la teosione massima (di 4,8 Volt). se nel circuito passa una
corrente nulla; quando poi la cofiente aumenta, si rilevano delle perdite di energia all'interno
del generatore: la tcnsione diminuisce di 1,4 Volt ogni volta che la corente aumenta di 1
Ampère. Il valore 1.4 Volt/Ampère indica, appunto, la resistenza intetna che la pila offre al
passaggio della corrente.

Da questo esempio si capisce che la retta di regressione permette di individuare in
modo semplice una legge lineare che collega due grandèzze r ed ya la legge assume sempre la
forlna

!:nx+p.
B) La legge esponeuiale e la sc.la semilogarltmlca.

Si legge spesso che conviene captare la luce del Sole fuori dell'atmosfera e qùesto
perché anche dei mezzi trasparenti come l'aria o l'acqua assorbono la luce. Del resto è noto
che, a grandi profondita marine, ci si trova quasi al buio. E facile avere un'idea intuitiva
dell'assorbimento della lucc da parte dell'acqua: immaginiamo (fig. 22) I'acqua del mare
suddivisa in tanti strAti e seguiamo la luce che attraversa ivari strati d'acqua.

Fig. 22

Per ragionare in modo semplice, possiamo pensare che ogni strato assolba la metà
dell'intensita della luce che gli arriva. Così si capisce che, dopo aver attrave$ato il 1' strato,
l'intensità luminosa è dimezrata, dopo il 2'stralo è diventata la metà della metà...; si intuisce
che I'intensità della luce diminuisce con una legge esponenziale.

Per verificare e precisare quest'intuizione, si può organizzare l'esperimento mostmto
in fig. 23. Si espone al sble una vàschetla piena d'acqual nella vaschelta è inserita una-riga
grad-uata lungo ia quale può scorrele uno specchietto. ln questo modo, Ia luce del Sole, dopo
àver attraveÀato l'àcqua, colpisce Io specchio e torna indietrc. Un esposimetro, tenuto fuori
dell'acqua rtel punto in cui "iiemerge" il raggio di luce. permette di misurare l'intensità della
luce, dopo che ha attraversato l'acqua.
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Fiq. 23

Nella tabella seguente si trovano i dati che abbiamo ottenuto in un esperimento di
questo tipo: abbiamo indlcato con a l'intensità della luce espressa nelle unità dell'esposimetro
usato e còn jr la misura in decimetri dello "spessore d'acqua attraversato dalla luce nel viaggio
di andata e torno".

0
5

10
15
20
25
30
35
40

Fig. 24

Rappresentando i dati su un grafico cartesiano (fig. 24), si "intÌavede" una culva decrescente''' Ora. Der verificare se si tratta effettivamente di una curva esponenziale, basta
rappresentare i dali con una scala semilogaÌitmica, riportando sull'asse delte ascisse la profondi-
tà , e sull'asse delle ordinate la grandezza

Y=ln L
Sappiamo infattì (cap. 3, Parte terza, paragrafo 6) che se i dati così rappresentati si dispongono
lun[o una retta, ie àue grandezze,v éd l, sono legate da una legge espoflenziale-

45
36
30
23
20
15
12
11
9
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Con i

)c

dati a disposizione,

Y:ln L
3,81
3,58
3,40
3,t4
2,99

2,48
2,N
2,20

Fis. 25

Questa volta i pùnti sembrano disporsi nelle vicinanze di una rctta che, certamente, non passa
per l'origine O ed ha dunque un'equazione del tipo

Y='ìtl'+P'
I risultati esposti alla fìne del paragrafo precedelte consentono, anche in questo caso, di
scrivere rapidamente l'equazione della retta di regressione.
Si ottiene:
1) M,=20 e Mr=2,98,
2) fr=-0,041, F=t,e
In definitiva, l'equazione della retta / che più si awicina ai punti (fig. 26) è

/=-0,041-I+3,8.

F'g.26

Ricordiamo ora che avevamo rappresentato i dati in fig. 25, valendoci di una scala semilogari-
tmica, cioè I'intensità luminosa L è legata alla variabile, dalla relazione

Y=lt L'
Perciò la rclazione che lega l'intensità luminosa I alla profondità r dell'acqua è la seguente:

lo L=-0.041r+3.8.
da cui si ottiene

L=e(-0,Mlx+3,8),

0
5

10
15
2A
25
30
35
40

ossra
L:é,*e-o.o1tx

da cui si ricavar
L=45e-0 'Mr' . (1)
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Si conclude così che l'assorbimeflto della luce
buona approssimazione, come un fenomeno
esponenziale in base e (fig. 27).
Si può ancora osseruare che sulta

e-0.0aL= (e-0,0a1):=0,96x,
così la legge (1) si esprime nella forma
seguente:

L=45'090
.=4s(1-0,04».

In questo modo si evidenziano meglio due
caratteristiche della legge trovata:
l) 45 indica l'intensirà della luce "fuori

dall'acqua", dato che si ottiene
L=45 per x=0;

2\ 0,04:4Ea indica il tasso di diminuzione
dell'intensità delÌa luce per ogni decimetro
d'acqua attraversato (vedi anche cap. 3,
Pa e seconda, paragrafo 5).

Fig. 27

L'esempio ora sviluppato conduce anche ad una conclusione di carattere più generale:
la retta di regressione permette di individuarc una legge esponenziale che collega due grandez-
ze , ed )] rappresentate in una scala semiloga tmica. Con qÈesto tipo di scala si indicano infatti
sull'asse delle ascisse le misure relative alla r, mentre sull'asse delle ordinate si rappresenta il
logaÉtmo (per esempio in base e) dei dati relativi alla,. Così la retta di regrcssione conduce a
legaft le grandezze t ed , con un'equazione del tipo

br y=rro1O.
Da questa relazione si cava

y=e(N+p)=ep.eN.
indicando poi

si ariva a trovare una legge esponenziale del tipo
y=Aen,.

C) Legei del lipo y=,1'r- e scala logaritmica
Esarniniamo infine un altro modo di rappresentare i dati, per cercare leggi sperimenta-

lii la scala logarirhica, in cui viene mppresentato sia sull'asse delle ascisse che sull'asse delle
ordinate il logaritmo (in base 10 o in base e) delle misure.

Vediamo subito come siprocede, considerando ancora una volta un problema difisica: si
è misumta l'accelerazione di gravitàg alla stessa latitudine, ma a quote differcnti e si è rilevata una
diminuzione di I all'aumentare della distanza R dal centro della Terra. Ecco i dati ottenuti:
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da parte dell'acqua può essele descritto, cori
di decrescita continua rcgolato da una legge

À
(in met )
6,370.106
6,378 106
6,386.106
6,402.1V
6,470.IU
6,870.106
7 ,370.lff

I
(in m/sec2)

9,806
9,782

9,71
9,60
8,53
7,4L
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Il p mo valore di À è quello del raggio della Terra e, dunque, la corrispondente a@elerazione
di gravità è misurata sulla superficie della Terra; l'ultimo dato, invece, si riferisc€ ad un'altezza
di 106 metri, cioè di 1000 chilometri, raggiunta molto spesso dai satelliti artificiali.

Rappresentando i dati su un grafico (fig. 28) si "intravede" una curva decrescente ma,
ill questo caso. non abbiamo motivi di pensare ad una legge esponenziale.

Flg. 28

Proviamo allora a calcolare il logaritmo dei dati, osservando che Ia presenza petuta
di potenze di 10 suggerisce di valersi dei logaritmi decimali. Si ottienei

.t=log R y=log g

6,841
6,8047
6,8052
6,8063
6,811
6,837
6,867

Rappresentiamo i nuovi dati su un piano cartesialo (fig.29): i punti sembrano addensarsi
intomo ad una retta che Don passa per O e che ha, dunque, un'equazione del tipo

y=mt+p:

0,992
0,9q)
0,989
0,987
0,98
0,93
0,87

Fìs. 29
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possiamo ora determinare la pendenza m e il termine noto p, valendoci ancora una volta dei
risultati esposti alla fine del paragrafo precedente.
Si procede così:

1) Si calcolano le medie dei dati; si ottiene:
M, =6.819 e Mr=0.963.

2) Si determina la pendenza n, che vale

ii= 2l
3) Si determina il termine noto p. che è

F =14'
Si ha dunque, per la retta di regrcssione, la seguente equazione:

Y=-2x+1'4'
fucordando poi che sulta

]:logÀ e ,:log 8,
si trova una prima relazione che collega le drìe variabili R e g; si ha:

log g:-21or 4*'0,
ossia

log g+21o9 R:14.
Valendosi ora delle proprietà dei loga tmi esPoste nel cap. 3, Parte 1, paragrafo 8, si scrive

log (s À'z)=14,
da cui

g À2= 1014

e, infine

-: 10,0ò R2'
Si ottiene duflque che Ì'accelerazione di gravità è legata alla distanza dal centro della Terra
dalla "legge deil'inverso del quadrato", una delle leggi fisiche più imPortanti, che ricone sia
nello studio della gravitazione che in quello dell'elettromagnetismo.

Anche da questo esempio possiamo trarre delle conclusioni più generali. Per esamifla-
re più misure di duè grandezze-* ed y ci si può valere della scala logarilmjca, considerando i
logàritmi (per esempiA in base 10) déIe misure. In tal caso la retta di regressione conduce a
collegare le gta:r,dezze, ed y con un'equazione del tiPo

log y=m log x+p,
ossia,

P: log Y-m log x.
Valendosi poi delle proprietà dei logaritmi (Cap. 3, Parte 1, paragrafo 8), si ottiene:

P=log !-log x-,
o. anche

/ v\p=tocl-1,
\ r''t

da cui si dcava:

,*=*
Ponendo ora

A=70p.
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si afiva a collegare le due grandezze x ed y con una legge del tipo

Y=A'^ '

confrontandoiprocedimenti§voltiinque§tiultimiduecasiBec,sitraggonoalcÙne
conclusioni di camtterc generale:

- la scala semilogadtmica è particolarmente indicata per e§aminare fenomeni in cui si intuisce

una lesge esDonenziale;
- ;#:TJiJffi-dJià-scda togaritmica per cercare leggi sperimentali in cui una vadabile §ia

collegata ad una Potenza dell'alta'
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4. E!€dzi

I seguenti dati approssimativi si riferiscono alla popolazione p rilevata nei censimenti ed €spressa
in milioni:

anno lStil l87l I88l I90l lgtl I92l lg3l 1916 l95I 196I I9?l I98I
p 22.',t8 27.10 28.95 32.96 35.84 18.15 41.65 42.q 47.52 50,62 s4.t4 56.24

Rappresentare i dali in scala semilogaritmica, riportando sull asse delle ascisse il tempo , e
sull'asse delle ordinale ):ln p. A partire dai dati così elaborati, trovare la retla di regressione con
i minimi quadrati. Infine scrivere la legge che lega p ad r.
Qual è il tasso di aumento annuo della popolazione?
Quale popolazione si prevede per il 2000 in ltalia?

Si studia il d€cadimento radioattivo dell'uranio (Urre), misurando in grammi la massa M di un
campione di questa sostanza al variare del tempo r, misurato ill minùti. Si ottiene la tabella
seguente:

r0102030 40 50 6t)
M 5 4.,14 3.93 3,49 3.10 2.76 2-44

Rappres€ntare i dati in scala semilogaritmica, riportando sull'asse delle ascisse il tempo r e
§ull asse delle ordinale )=ln M.
A partire dai dati così elaborati. trovare la retta di regressione con i minimi quadrari- Sc vere
infine la legge che lega M ad .r.
Qual è il tasso di diminuzione della massa ogni minuto?
Dopo quanto tempo la massa dimezza?

In un laboratorio si studia la clescita di cellule cancerogene. mantenute ìn una cokura sperimenta-
Ie; si rileva ogni giorno il numero N di cellule presenti nella coltura ottenendo i seguenti dati (il
numero N di cellule è dato in migliaia ed il tempo, è misuralo in giomi):

l 0_10 20 1 30 40 10 :j0
N 3 3.11 3.21 3,33 3.45 3.58 3,71

Rappresentare i dati in scala semilogariÌmica, riportando sull asse delle ascisse il Ì€mpo .r e
sull'asse delle ordinate }=ln ?v.
A partire dai dati così elaborati. trovare la retta di regressione con i minimi quadrati. Scrivere
infine la legge che lega N ad .r.
Qual è il tasso giornaliero di crescila dei batteri?
Dopo quanto tempo raddoppierà il numero di batteri?

Si studia la scarica di un condensatorc, misuraldo la corrente i al passare del tempo r; si oniene la
s€guente rabeua, dove i è misurata in milliampère c r in millisecondi:

r !)r 1 ? 3 ) 4 
' ,i 8 4.85 2,9s 1.79 1,09 0,66

Rappresentare i dati in scala semilogaritmica, riportando sull'asse delle ascisse il tempo i e
sull'asse delle ordinate )=ln i.
A partire dai dati così elaborari. trovare la retta di regressione cofl i minimi quadrati. Scrivere
infine la legge che lcga i ad r.
Qual è il tasso di diminuzione deila corrente ogni millisecondo?
L amperom€tro non rileva correnii più piccol€ di 0.1 milliampere; dopo quànto tempo l ampero-
melro segna una corrente 0?

La sensibilità dellc pellicole fotografiche è misurata sia in unità ASA (American Standard
Association) che in unità DIN (Deutsche Induslri€ Normen). In un manuale di fotografia si trova
la seguente tavola di corrispondenze:

ASA 1.0 t.2 1.6 2 2.5 3 4 5 6 8 l0 12 16 20 25 32 10 50 64 801100
DtN 1 2 3 4 5 6 718 9 10 11ì12 13 14 t5 16 r'7 \ t8 19'tz0 2lt,

Rappresentare i dati in scala semilogaritmica, riportando sull'asse delle ascisse la sensibililà , in
DIN e sull'asse delle ordinate il logaritmo y della sensibilita in ASA.
A partire dai dati così elaborati, trovar€ la rella di regressione con i minimi quadrati. Scrivere
infine la lcgge che lega la misura della sensibilità in ASA a quella in DIN.
Verificare i'attendibilità della legge ottenuta. calcolando in ASA la sensibilità di una pellicola
valutata 30 DIN (i nonuuli tiportano 800 ASA).

43.

u.

45.

6.
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47. Per studiare la memoria dell uomo, lo psicologo Strong ha ripetuto piir volte un esperimenro di

questo tipo: leggeva ad una persona una lista di 20 paroie; lasciava passare del tempo, poi
chiedeva alla persona di riconoscere le parcle precedenti, che erano mescolate a 20 nuove pamle.
In ogni situazione Strong calcolava il numero N di parole riconosciute, il numero M di parole
riconosciute in modo errato e calcolava il punteggio R. daro da

R=loo M::oN 
.

In un esperimento di questo tipo si sono ottenuti i seguenti dati (R è il punteggio e / è jl tempo in
minuti che trascorre fra la lettura e Ia prova di memoria):

1 I 5 15 l0 b0 l2O 24u 4R0

RRÀ71 hl 5Ò54 a7 45 38

i140 2880

Rappresentare i dati in scala semilogaritmica, riportando sùll asse delle ascisse -y=log l e sull asse
delle ordinate ):R.A partire dai dat; così ejaborati, trovare la reila di regressione con i minimi quadrati. Scrivere
infine la legge che lega R a l.

20

Leggi sperimentali scoperte con la scala logaritmica

44.

Gli esercizi dal 48 al 53 conducono a ricercare leggi sperimentali rappresentando i dati in scala
logarilmica e valendosi della relta di regressione.

Per srolgerc Bli esercizi è apportùno tenere presenti le considerazioni svohe net patugrulo 4. È
eon,iqliabil? vdl?^i del culcolurcre M,cabtle.
Si studia il movimento di una pallina, misurando lo spostamenio r al variare del tempo r; si
ottengono i dati presentali nella tabella seguente (il tempo r è misurato in secondi e lo spostamen-
to r in centimetri):

0,06 0,r 0,13 0,r7 0.1 - 0,?1 lgq
13.09 14,18 15,22

0.03

49.

Rappresentare i dati in scala logaritmica. indicando sull'asse delle ascisse n=Ìog I e sull'asse delle

A partire dai dati così elaborati. trovate la reÌta di regressione con i minimi quadrati. Scrivere
infine la legge che lega r a ,.
Quale sposlamento si può prevedere dopo 1 secondo di movimento?
Studiando il movimento dei pianeti del sislema solare. si esamina la tabella seguente, dove R
indica il raggio dell'orbita del pianeta (misurato in unità astronomiche, cioè assumendo il raggio
dell'orbita della Terra come unità di tunghezza) e f il periodo (cioè il tempo impiegato a
compiere una rotazione completa jntomo al Sole), misurato in giornì:

r 1,70 8,75
.rr-ran, ,-ù ]

Pianeta R T
Mercurio

Terra
Marte
Giove
Saturno
Urano
Nettuno
Plutone

0,387
0.723
1

t.521
5.203
9,555

19,218
30.11
38,518

88.0

365,26
686.96

4332.66
10759,54
30689.24
60182,94
90741.58

Rapprssentare i dati in scala logaritmica. indicando sull asse delle ascisse r-log Ie sull'asse deue
ordinate )=log À.
A partne dai dati elaboraai, trovare la retta di regressione con i minimi quadrati. Scrivere infine la
legge che lega À a I: si troverà la 3'legge di Neplero.

0,3
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50. In un laboralorio si studia il comportamento di una lenle convergente: si dispone una sorgente di

luce s a distanza .x da uno dei fuoihi e se ne riccrca ì'immagine reale S' con un piccolo schermo; si
misura quindi la distanza r' di .§' dall'altro fuoco F' d€lla lenle. In un esperimento di questo tipo
si sono ottenuti i dati segùenti (., ed.r' sono misurate in centimetri).

.Ì 100 50 30 20 15 10 7.3 4.5 2,4
r' 2.4 4.s;.j ir.s rs zr.s :z ,rs os

Rappresertàre i dati in scala logaritmica, indicando sull'asse delle ascisse X:log , e sùll'asse delle
ordinate f=log.r'.
A partire dai dati così elaborati. lrovare la retta di regressione con i minimi quadrali. Scrivele
infine la legge che lega n ad .r'.
Dove si prevede di tròvare l'immagire s', se la sorgente S viene disposta ad una distanza.r= 150?

In un laboratorio si studiano le trasformazioni adiabatiche di un gas, cioè le trasformazioni che
awengono mentre il gas non può scambiare calore con l esterno.
Per questo si racchiude il gas in un recipiente (tipo thermos) che limiti il più possibile le
dipsersioni di calore; il recipiente è chiuso da un pistone a tenuta perfe(a. ma con attrito
trascurabile.
Il gas, inizialmente a temperatura ambiente. viene lentamenle compresso; dutantc la compressio_
ne si misura in cm3 il volume y occupalo dal gas ed in gradi Kelvin la corrispondente temperatura
I. Durante un esperimento di questo tipo il gas racchiìlso nella provetta era I'aria e si sono
ottenuti i seguenti dati:

T 294 312.7 336.3 367,8 412.6 485.3 640.3

5t.

lemperatura
7o 60 50 40 30 zo 1oI

52.

Rappresenlare i dati in scala logaritmica, indicando sull'asse delle ascisse .l=Ìog y e sull'asse delle
ordinale y=log f.
A partire dai dati così elaborati, trovare la retta di regressiofle con i minimi quadrati Scrivere
infine la legge che lega f a V-
Ouale temperatura si prevede se risuha y=5?

Sempre studian.lo lc trasformazioni adiabatiche di un gas come nell esercizio plecedente, §i
comirime lentamente un gas. misurandone in cmr il volume y cd in atmosfere la relaliva
presiione P Durantc un esperimenlo di questo lipo il gas racchiùso nella provetta €ra l'zria e si
sono ottenuti i seguenti dati:

PI9!19!1P i 1 t.24 t.6J ,2,r9 V7 ,5.!8.
10 r 6o-fso-r-a tÌr-

53-

Rappresentare i dati in scala logaritmi€a. indicando sull'asse delle ascisse r=log y e sull'asse delle

A partiré dai -dati cosi claborati, trovare la retta di regressione con i minimi qùadrati- scrivere
infine la legge che lega P a Y.
Quale pressione si prevede se .isulta y=10?

Asli inizi del noslro secolo. l economisra ilaliano V. Pareto osservò nei paesi ad economia
.uipitatista una cerr, r.golarrtà nella distribuzione dei rcdditi Una delle serie di dati esaminati da
Pa'rero è presentata neiia labella seAuente: r indica il reddito (in dollari) ed N indica il numero di
persone cie hanno un reddrto non inferiore a r (N è espr€sso in migliaia); i dati si riferiscono agli
Srati Uniti nel 1919.
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Rappresentare i dati in scala logaritmica. indicando sull'asse dclle a§cissc r=log I e sull'asse delle

e oartirÉ aai -rlati cosi elaborati. trovarc la retta di regressione con i minimi quadrati Scrivere
intine la lesee che l(sa N ad /: \i avrà lequazione dr una delle curve di Perelo
Qual è il nir_mero N Àhe si può pretcdere rn corri\ponLlenza rd /=7000:


