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Si capisce che si può affidare a un computer grafico la rcalizzazione di programmi su confiSura-
zioni frattali. Sul video compaiono allora le figure più varie ma che rivelano un processo iterativo (fig.
l2). Si rimane affascinati da queste configurazioni che si sviluppano u8ìrali e diverse. mostrando la stessa
dinamicità, la stessa armonia di un motivo musicale. Anche l arte. dunque, lroverà forse nella geomctria
dei frattali una nuova corente.

Fig. 12. L,n disegno di
geom€tda lrallale
eseguito con il

Qualche idea sulla struttura dì gruppo

Abbiamo vislo nel testo (in particolare nei paragrafi {ì e 9) comc sia proprio la corrispondenza
fra la moltiplicazione di numeri e l'addizione dei logaritmi dei numeri stessi ad aver sugger;to di svolg€re
i calcoli con i logaritmi. Si soslituis€€ in tal modo ad un'operazione spcsso complicala c'ome la mokiplica_
zione I operazione più semplice di addizione.

In questo complemento vogliamo studiare più a fondo questa corrispondenz:l fra numen e
logaritmi.

Sappiamo che se d e ò sono due numeri reali positivì. si ha
loEa:m. log D=r.

dove m e fl sono numeri reali.
Valgono le seguenti proprietài
t) toe @'b)=m+
2) ìog 1=0
3r r."ll:--.'\al
La dimostrazione di queste proprietà non è difficile. ma molto spesso non è facile talersi delle

proprielà con disinvoltura quaido si ivolgono ì calcoli. La difficolta è dovuta al faÌto che nel passag8io
ilalla mokipìicazione all addizione occorré tener presenti le "nuove' Proprietà dei logaritmi assieme alle
"v€cchi€" proprielà della moltiplicazione e dell addizione Vogliàmo orr vedcre com-e
chie" propìictà possono fondersi quando vcngono considcrate da un drvcrso punto di vista.' 'Comin'ciamo cot rifletter; sulle prop;eli piiì significarive dcll rddizione e della moltiplicazionei
si ha:

addizione
l) commutativa: m+ = +tn
ll) associativa: m+(n+p)=(n+ )+p
III) esisre un numero 0 tale che m+0:m

molliplicazione
I') comrr.utativa a-b-b a
II') associativa: a'(b c\=(a t) c
Ill') esiste un numero 1 tale che d 1-4.

Si nota subiro una stretta analogia fra le ploprieia I c II dell aJdizione e Ie corrispondenti propdetà I' e
ll' della mohiDlicazionc. Si è pòi condolii ail 'uniftcare anche le proprielà lll e lll'. e ciò in base alla
seeuente osseiuazione: la III à_fferma che. se si aggiunge 0 ad un qualunque numero m. il numero resta
in;kerato. cioè 0 e I etemenb neuru nell'addiiiòne; la III' afferma che' se si moltiplica per I un
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qualunque numero a, il numero resta inalterato. cioè I è I'eleme ro neuto nelta moltiplicazio e. Sj
trovano poi quesle aìlre propdetà:

IV) si può ottenere 0 addizionando un numero (n) col suo opposto ( ,r. ossia ,l+(-a):o;
IV') si può ottenere 1 moltiplicando un numero (r) per il \uo rnverso fL),.ioC o.J=r.' \,r /

È imporrante osservare che queste proprietà che sembrano tanto evidenti non sono seBpr€
valide. Ecco qualche esempio:

- se si esegue ia moltiplicazione fra numeri interi, non e.iste, per ogni intero, il suo
inverso; per esempio, non esiste linverso dr I perche + non anpartrene cll in.ieme degli interi;

- se si esegue Ìa moltiplicazione fra numeri pari. non esiste l'elemento neutro perché l non appartiene
all'jnsieme dei parii

- se si esegue I'addizione di due nume dispari. sj ottiene uD numero pad; perciò. se ci si limita
all'insieme dei dispari. non è possibile esegujre I'addizione. perché. in questo insieme. non si trova il
risultato dell addizione.

Si capisce quindi che per esaminare in modo chìaro le proprietà che abbiamo elencato si deve
PrcCiSarei

I'insieme dei numeri su cui si opera.
- l'operazione che associa ad ogni coppia di numeri dell insieme un terzo numero (il risultato dell'opera-

zione).

Torniamo ora aua corrispondenza fra numeri e logaritmi.
Da un lato, si opera con la moltiplicazione sull'insieme R- dei reali positivi (in cui si scelgono i

nrmeri a. b...). dall'altro si opera con l addizione suìl'insieme R dei reali (ir cui si trovano i numeri
m=log a. n:loq b. ...). ln quesio caso valgoro le seguentì 4 proprietà:

li+ con la moltìplicazione
I') commulativa: a-6=ò a
II') associatival a.(b.c):(u.b) c
III') esiste 1 tale che a 1=a
lv') esiste l'in!erso lr) di Òsni/. tale che

a-l-=l

R con l'addizione
commurativa: m+n=n+m
associativa:,i+(,r+p):(m+,)+p
esiste 0 lale che m+o=m
esiste l'opposto ( ,x) di ogni fl. tale
che,x+( ,r:0

Lanalogia fra le due sitìrazioni è. ora, meglio precisata: l'insieme R ispetto all'addizione e
l insieme À+ rispetlo aìla moltiplicazione hanno la stessa struttura. A questa struttura caratteizzata dalle
4 proprietà sopra etencate si dà il nome di g,'rppo; si dice cioè che l'insieme R forma gnrppo rispetto
all'addizione e che l'insieme R+ forma gruppo rispetto alla moitiplicazione.

Per quanto si è vis1o. questi due gruppi possono essere collegali fra loro associando ad ogni
numero reale pìsitivo il suo logarilmo (per esempio a bàse 10); la situazione è visualizzata nello schema

D
II)
IID
IV)

Fig. 13

La figura mostra come il logaritmo slabilisca una coùispondenza biùnivoca fra I'insieme R+ e
l'insieme R: adlgni numero rcale pos;tivo corrisponde il suo logaritmo. e viceversa. Tale corispond€nza
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biunivoca, che "conserva Ic operazio ", da un esempio di isomorfismo. I'insieme dei numeri reali
positivi e I'insieme dei logariÌmi di Ìali numeri sono gruppi isomorfi, cioè di "ugùal forma", di uguale
struttura.

Da quanto si è visto, la struttura di gruppo sembra troval§i solo quando si considerano
operazioni, come l'addizione e la moltiplicazione, fra numeri rcali. Faremo ora vedele che, invece. si può
trovare questa struttura negli "ambienti" pitr diversi. Ecco qualche esempio:
1) risolviamo I'equazione

.ra= 1;
si hanno le 4 soluzioni:

1 -1 i -i.
,.)uesti quattro numeri, chiamati

relazionr:
i7=-1. i,=i'i=-1, f=ir.ir-1.
Se si opera con Ia moltiplicaziooe nell'insieme delle quattro radici dell'unilà, si ottiene s€mprc

un isuhato che appartiene allo stesso insieme; nella labella seguente. da leggersi come una tavola
pitagorica, sono indicali tu(i i prodorti:

radici quarte dell'unità, sono legati fra loro dalle seguenti

quattro proprietà seguenti: commutati\ra. associativa. esi-
l). esistenza dell'inrerso (l inverso di i è r. e viceversa.
Ouesto insieme ha perciò. rispetlo alla moltiplicazione, la

.l -t
I

-1
i

-i

I
-1

-l i -i1 -i i
-i -1 1

i 1 -t
È facile v€rificare che valgono le

stenza dell'elemento neulro (è il num€ro
l'inverso di 1 è 1. l inverso di -1 è -1).
strurtura di gruPpo.

Si nola tutravia una differenza rispetto ai
infinito. come quello dei reali, ma è rniro. dalo che

2) consideriamo le seguenti quattro rotazioni del piano attorno al punto O:
!: rotazione di 0'
a: rolazione di quo in senso anliorario
br » » 180'" "» 2'70" " "
Proviamo a comporre due di queste rotazioni: ruotando prima di 90' e poi di 18(F si ottiene una

rotazione di 270", --. Scriviamo brevemente questi risukati al modo scguente

dove con il simbolo
una lab€lla analoga

"1"u:u
aa
bh

due gruppi esaminari prima: ora l insieme non è
si compone solo di quattro elementi.

o abbiamo indicato l'operazione di composizione di due rotazioni- Si può comPilare
a qùella di pdma:

b
b

b

Anche in questo caso valgono le quatlro proprietà seguenti: commulativa. assoliatila, esisted_
za dell'elemeoro neitro (è u. cioÈ ta roraiione 0i), ésistenzalelt rnverso (come si rileva leggendo la
tabella). Si conclude che anche l'insieme di queste qualtro rotazioni ha la siruttìlra di gruppo. se. come
operazione, si considera la composizione di due rotazioni.' Si tratta di un esempio del tutlo diverso dai precedenti: non si opera più su numeri ma su
trasformazioni geometriche, le rotazioni.

Si capisce come, una volta verificaÌa I'identità stru$urale fra due gruPpi. sia possibile. trasferire lutte le
prcprietà, che sono slate scoperte Per un gruppo. a un aìtro gruppo ad esso lsomortoi la rlcerca vlene. In
ial inodo, ridotta a un solo èaso. È propiio qìesta possibilirà Ai limitarsi all xnali§i di un solo caso per
illuminar; to studio di srrutturc uguaji. ànche se quésre riguardano cnti ed operazionr del lulto diverse.
che costituisce la grande scoperta'dell'algebru asrrirra, uno der rami piu fecondi delh matematìca d'oggi


