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I risultati ottenuti suggeriscono delle osservazioni:
- quando il punto O è di minimo relativo, la prima derivata diversa da 0 è

la derivara quarta e risulra /Iv(0)>01- quando il punro O(0. 0) è di massimo relarivo..la prima derivara diversa
da 0 è ancora la derivata quarta. ma risulta /r"(0)<0.E come se si "decidesse il verso della concavità" mediante il

segDo di /Iv(o), cioè a partire da ùna derivata di ordine pari come la f(r).E così, quando il punto O(0,0) è di flesso, la prima derivata
diversa da 0 è la derivata teEa e risulta /"'(0)>0. Ora è come se "si
leggesse la crescenza o decrescenza della curva" mediante il segno di
/"'(0), cioè a partire da una de.ivata di ordine dispari, come /'(r).

Queste considerazioni di carattere geometrico-intuitivo possono
essere confermate da uno studio più rigoroso effettuato negli esercizi 209-
214 e conducono ad un risultato di carattere più generale:

Quando per una fùnzione J=fr), definitr in un intomo I del valore a c
derivabile ,t volte in l(a), risulta

lt (a\=o, Ii'(o')=o, ..,, .ft'-')(a)=o . I'i@)+o,
si ha ch€i
- se ', è dispari, il punto A[a,l(a)l non è né di massimo, né di minimo;

. . ,,se fto\ta)>o, il punloAl4,Ia)l è di minimo rclati\o
-serepafl<\ se /'')ta1<0, il punto Ala. /a)l è di massimo relstivo,

L Gli asintoti di una curva
In questo paragrafo completiamo lo studio dell'andamento di una curva,
esaminando una caratteristica gia osservata nel cap. 2 paragrafi 2 e 5: un
ramo della cu a si awicina indefinitamente ad una retta che prende il
nome di s§intoto.
Un esempio di curva che presenta questa calatteristica è dato dal grafico
della seguente funzioDe

y:x+2++.x'
Per tracciare la curva, ci si può basare sulla somma grafica' (fig. 43),
rappresentando sullo stesso riferimento carte§iano

- la retta d'equazione y1=,r+2 (in nero),

- la curva d'equazione yr=] (in erigio).x"
In corrispondenza ad un valore di .I si indica il punto che ha l'ordinata y,
data dalla somma delle ordinate rl e )r2 "lette" su ciascuna curya; ripeten-
do questo procedimento si ottengono tanti punti (in colore). Raccordando
questi punti, si ottiene la curva richiesta (fig. 44).

I Vedi anche cap. 1, paragralo 6.
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Il procedimento grafico sugge sce due osseflazioni:

I) Il valore 0 è escluso dal campo di esistenza della funzionei inoltre.
quando x assume valori prossimi a 0, l'ordinata

I

diventa semprc più grande, mentle l'ordinata
yFx+2

as§ume valo semPre Più vicini a 2.
In corispondenza (fig. 45), l'ordinata

Y=YÉY2
diventa sempre più grande, mentre la curva si awicina sempre di più
all'asse delle y.
In questo caso si dice che la curya ha un a§intoto verticale d'equazione
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2) Quando, assume valo sempre più grandi in modùlo, l'ordinata
1

divenra sempre più piccola, perciò, calcolando l'ordinata di un punto P
della curva, data da

t=YÉY2,
"si aggiunge sempre di meno" all'ordinata yl di un punto O che percor-
re la retta (fig. 46).
Si capisce così che, quando r--+o, la cùrya "tende ad adagiarsi" sulla
retta / d'equazione

Y=x+2'
La retta / è dùnqùe un asiltoto per la curva. Per mettele in evideaza
che r non è parallela agli assi cartesiani, si parla di asintoto obliquo. Se
invece I'asintoto e parallelo all'asse delle x, si dice che è asfortoto oÌlz-
zonlgle.

Fì9, 46

Ora è chiaro che queste considerazioni grafico-intuitive oon sono sempre
possibili nel caso di curve dall'espressione analitica complicata. Eppure, è
proprio in questi casi più complicati che la conoscenza degli asintoti di una
curva è indispensabile per desc vele in modo preciso "il comportamento
all'iDfinito" e il "comportamento nelle vicinanze dei punti singolari"r.

Occorre dunque un procedimento di carattere più strettamente
algebrico, che indichi i calcoli da svolgere per delerminare gli asintoti. E
proprio di questo che ora ci occuperemo.

I vedi anch. cap. 2, parasrali I e 4.
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Prima di tutto si tiene presente che l'equazione di una relta si
plesenta sempre in una di queste due forme:

u=a che descrive le rette parallele all'asse delle y;y=fix+n che descrive sia le rette oblique, sia le parallele
all'asse delle ,t nel caso m=0.

Divideremo perciò il lavoro in due parti:
A) relativa agli asintoti d'equazione r=d,
B) relativa alla ficerca degli asintoti d'eqÙazione y=41a2.

A) Asintoti d'equazione ,=o
Basta riprendere le nozioni esposte nel cap. 2 (paragrafi5 e 6) per arriva,
re alle seguenti conclusioni (fig. 47):
Utra curva d'equazione J:l(.r) aùmette ùn asintoto d'equazione .r=a se si
v€rificano le seguenti condizioni:l) il nùmero a è escluso dal campo d'esistenza,
2) lim,/(-r):o.
Un'osservazione importante. Il fatto che il numero a deve essere escluso
dal campo di esistenza della funzione ha un'intuitiva interpretazione geo-
metdca: sul grafico della funzione non si può trovare un punto che ha per
ascissa il numero a, e questo vuol dire che una curva non può mai incon-
trare un suo asintoto verlicale.

Fig- 47

Applichiamo ora le condizioni indicate a qualche esempio numedco.

1) Determinare gli asintoti verticali della funzione
.,_x,-l,- \

I valori da escludere dal campo d'esistenza di questa funzione lazionale
sono solo quelli per cui risulta

.c r=0. ossia .((.r - 1) =0i
si tratta dunque dei valori

l=0 e r=1.
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Risulta poi
.. -t'-lllm-:-=@.r-o x:-x

e perciò la retta d'equazione r:0 è un asintoto verticale della curva,
Calcolando poi

.. xl-1llm-
'.t i-x

si tova invece una forma indeteiminatat det ripo $. Tuttavia si arriva
facilmelte a calcolare il ,isùlraro del limite, applicando la regola di de
l'Hòpital'; si trova:

,. x3-1 .. 3-t2 -tlm=-=llm_=J.r+r xz -x ,^t 'r(-l
NoIl si verifica dunque la ] condizione, e perciò la reita d'equazione
r=1 non è un asintoto della curva.

2) Determinate gli eventuali asintoti verticali di un polinomio del tipo:
Y=an+a1 x+a2 x2+ ,.. +a,'t

È immediato verificare che nessun numero reale è escluso dal campo di
esisteDza di questa funzione; vieoe dulque a mancare la 1" condizione,
e perciò la curva non ammette asintoti verticali.

3) Detelminare gli asintoti verticali della funzione
y=tg x.

Dato che la tuDzione è periodica con periodo; (fig.48), basta esami-
narla in un periodo, per esempio l'interyallo [0, z]. Ricordando che
risùlta:

sen -r e cos.t=0 per

si trova che il valore x=* è escluso dal campo di esistenza /l risuha
inoltre:

.. sen xllm 

-=@.
,-i -' '

r Vcdi up. 3, parasraio 5.
2 Vcdi clp. ,1, parasrafo 8.

Fig. 4a
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Si conclude dunque che Ia retta d'equazione r=f è un asinroto verti-
cale della curya. Se ora si considera la lunzione in tutto il suo campo di
esistenza, ci si rende conto che il grafico ha infmiti asintotl verticrli.

Quest'ultimo esempio fa capire che utla curva gralico di una funzione
può avere molti asinioti verticali.

B) Ashtoti d'eqùazione J:rr.r+r,
Riprendiamo (fig. 49) il grafico della tunzione

y=x+2+ +r

Y,=r-zt)

Fig. 49

per tladurre in termini analitici le coDsiderazioni geometriche svolte prima
a proposito degli asintoti obliqui.

Cominciamo dall'affermazione più significativa: «la retta / d'e-
qùaÉjone y:x+2 è un asintoto della curva, dato che la curva si awicina
sempre di più alla rctta, quando x+@».

P ma di tutto, si può esprimere algeb camente il fatto che «la
curva si awicina allÀ retta» dicendo che la distanza fra la retta e la curva
tende a 0.
Si è condotti allora a valutare la distanza rctta-curva, che può essere
calcolata così: si considera un punto P che percorre la cu a e un punto
O, di uguale ascissa, che percore la retta r; si valuta quindi la distanza
retta-curva medi.rnte la distaDza PQ. Si ha:

PQ =YP-Yo=x+2++-(r+2)
)c'

e quindi

17'l

r



172
Si ottiene dunque che la distanza PO è una funzione di .r che presenta ùna
cantteristica notevole:

1
lim +=0

Cosl la frase «la retta r è un asintoto della curva, dato che Ia curva si
awicina sempre di piùL aua retta /, qualdo x+o» può es§ere espre§sa
mediante il li-nguaggio dei limiti: r è un asintoto della curva perché risulta

lm FP=6'

Qùeste considerazioni possono essere facilmente geneializzate (fig. 50):
una rctta r d'equazione

y=na+n
è un asintoto per una curva d'equazione

v=flr)'
se risulta

[m @=s'

Fig.50

5. Alcuné applicazionidi llmili€ dodvaiè

In queslo modo §i ha una coodizione algebrica per determinare !n even-_
tualè asintoto obliquo di urla data funzione f=ftfi^ condizione può
essere megiio scritta, indicaldo con à(r) la di§tanza PO, che è una funzio-
ne di ,; si hai

FO=h(x):flt)-Q,*+n)' (1)
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e si può dire che la retta r è asintoto della curva se isulta
Ig r,«,1=0, ossia 113 ll@)-nx-nl=0.

Ora si capisce che quest'unica coldiziole Iloo può deteminare i dùe
coellicienti m ed n che compaiono nell'equazione della retta /.
Al più si può scrivere che deve risultare

lg1 [flr)-nr]=z (2)

si osserya @sl che, per deteminare il termine noto n, bisogna conoscere
la pendenza m.

Occorre dunque un'altra condizione che permetta di determinare
m; per ricavare questa condizione si può ragionare così: se deve risultare

lS rr(r)=o
a maggior ragiooe deve esserer.

hG\lim -- -::o

Qùindi, oltrc alla (1), si considera la funzione seguente

(4)

Ricordando poi che per questa funzione (4) deve valere la relazione (3), si
dcava appuoto ta secooda condizione cercata; si ha:

,;. [Q---rl=o,_, L .r x)
infiDe, dato che risulta

tim 4=0,

la condizione (5) diventa
.. f(x)ltm 

-=m
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(3)

h(x) lU) n
xx

(s)

(6)

Consideraado insieme la (2) e la (6) si arriva alla seguente conclusione:
uns retta d'equadone !=rnx+n è un qsi oto della curva d'equazioDe
y=flr), sc risolta

/Ir)-=lE T e tr=14 Lflr)-,"r|.

I V.di Ép. 3, paragrafo s.
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Due osservazioni importanti:
- il gralico di un! fuozione non può avene più di un asitrtoto obliqùo, e

qùesto per il teorema dell'unicita del limite'. D'altra parte è facile capi-
re che una culva come quella di fig. 51, che ammelte due diversi asinto-
ti obliqui, non può essere il grafico di una funzione, dato che ad una,
corrispondono due valo di ).- il Brahco di una funaotle può i ersecare anche plh volte un suo asintoto
obliquo, dato che non è stabilita alcuna condizione che impedisca que-
sto. La fig. 52 mostra appunto uDa curva che si awicina asintoticamente
ad una retta obliqua, dopo averla inteNecata piÌr volte.

Fig. 51. Una curva con due asinioti obliqui non può
ess€re il gralìco di una funzione.

Fig, 52, Una curua può atlraversare il §uo a§intolo
obliquo.

vediamo ora qualche applicazione dei risultati ottenuti.

l) Determinare gli asintoti d'equazione y=r?rx+z della funzione
,rl- 1,- )x'-x

Si comincia col calcolare la peDdenza r,'r, data da

.. tG)m= llm 
-,+. l

nel Dosffo caso si ottie[e'::
_tr

m =lim 4----r =1.t.a f_t

Si calcola successivamente il termine noto h, dato da
n=im A(t)-nt'l

si ha:
J I -3-r--l--2,l=llm --i-- -.r: llm --;--'-' r-x l.-x

t Vcdi @p. 2. paragraro E-
, vcdi @p. 3, p.rsgtaro 6-
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ossia

,,=tim l--1= rt_- )tz _t
Si conclude che la curva ha l'asintoto obliquo d'equazione r=n+l.

È importunte osse*are che avevamo studiato a pag. 169 la fun-
zione ora esaminata, trovando che aveva un asintoto ve{icale d'equa-
zione x=0. Quest'esempio conduce dunque a fissare l'attenzione su un
fatto: una curva pùò avere piìl asintoti verticali e uD asintoto obliquo.

2) Calcolarc gli eventuali asintoti d'equazione y=rfir+rl della curva che
ha l'equazione seguente

2xa)= r{+t'+5
In questo caso si ottiene:

.. 2.x' 2 ttm= lrm -ì ----i -- =ll, n= ltm 

- 

- 'r', ,r'r-,r'ì) ,-, ,rr+xr t-5 -'
Si conclude che la curva ha un asintoto orizzontale d'equazionc )=2.

Questo esempio conduce a fissare I'attenzione sugli asintoti oriz-
zontali. Una curva d'equazione y=/(.x) ha un asintoto orizzontale d'e-
quazione ,:n, se si verificano le seguenti condizioni:

f(x )(l) Iim'--:-=6 e (ll) lim/(x)=r.
Ora è chiaro che dalla prima condizione non segue necessaria-

mente la secondai invecel, se sulta
lim [/(r)]=r,

risulta anche
fG\lìm'-:=0-

Arriviamo dunque alla seguente conclusione:
una cùrva d'equ uione J=/(r) allrmette un asintoto orizzontale d'equa-
zione ,=n, se risulta

Jgq lt'l="'
3) Determinare gli eventuali asintoti d'equazione y=mr+/i di un polino-

mio del tipo:
y=ao+at x+a2 x2+ ... +a,, 1'

Quando si prova a calcolare la pendenza m si ottiene:

t"" ,\lrm l- +4r+4..r+... +aÀ" )-ù.
Si conclude così che questo tipo di curve, che, come abbiamo visto
piima, non ha asintoti verticali, non ha neanche asintoti d'equazione

I vcdi.ap L para8r.fo 5


