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1. Problemi che conducono al calcolo integralè

Il calcolo integrale è il risultato di un lavoro dutato molti secoli e comin-
ciato all'epoca degli antichi Greci: Democrito (IV secolo a.C.) e soprat-
tutto Archimede (Ill secolo a.C.) trovarono metodi geniali per determina-
re le aree delle superfici piane a contorno curvilineo (in particolare il
cerchio).

GIi studi degli antichi Greci furono dpresi nel Rinascimento da
G. Galilei (1564-1642) e dai suoi allievi B. Cavalie (1598-1647) e E.
Torricelli (1606-1fl7), mentre si sviluppavano le ricerche sulla tangente ad
una curva e sulla velocità di un corpo.

Nei capp. 4 e 5 abbiamo visto come queste ricerche hanno con-
dotto al concetto di derivara di una funzione:
- la pendenza della tangente alla cuNa grafico della funzione )=f(r) è

data, per ogni valore di .x, dalla derivata )'=/'(.x);- Ia velocità di un corpo, che si muove al variare del tempo r secondo la
legge oraria )=/(Ì) è data. istante per istante. dalla de vata y'=/'(r).

Ora, nelle applicazioni si presentano i segucnti due problemi:
- di una curva piana si conosce, per ogni valore di i, la pendenza della

tangente e si vuole ricosffuire l'equazione della curva;
- di un corpo si conosce, in ogni istante, la velocità e si vuole risalire alla

legge ora a del moto.
I due problemi, apparentemcnte molto diversi, si conducono facilmente
ad uno solo: determirare una funzione ,=/(.x), di cui è data la derivata.

È questo il problema fondamentàle del calcolo integrale.
Così, nel XVII secolo, si sviluppano, in modo indipendente, le

indagini su due tipi di problemi, apparentemente molto lontani:
- il calcolo di aree a contorno curvilineo,
- la ricerca di una funzione di cui è data Ia derivata.
Finalmente E. Torricelli (1608-i647) e, poco più tardi J. Barrow (1630-
1677), conobbero che la soluzione dei due problemi era basata sullo
stesso procedimento. Questa scoperta ha stabilito un formidabilc collega-
mento fra due correnti di indagini rimaste per secoli separate e ha fornito
un impulso notevolissimo allo sviluppo di un nuovo ramo dell'analisi: il
calcolo integrale, di cui ci occuperemo in questo capitolo.

L Newton (1642-1727) e G. Leibniz (1646-1716) hanno dato i
contributi più innovativi al calcolo integrale, che ha continuato a svilup-
parsi nel xlX secolo. fino a ricevere una sistemazione rigorosa sopraltullo
da parte di A.L. Cauchy (1798-1857) e B. Riemann (1826-1866).

ln questo capitolo veranno esposti alcuni sultati fondamentali
del calcolo integrale, seguendo, in linea di massima, lo sviluppo storico.

6. lnregrali

2. Dal calcolo di aree all'integrale definito
In questo paragrafo esaminiamo uno dei problemi che hanno determinato
la nascita e lo sviluppo del calcolo integrale: determinare I'area di una
supcrfìcie piana, limitata da un contorno curvilineo.

Cominciamo a cercare un procedimento valido nel caso seguente
(fig. 1): data una funzione )=flr), continua in un intervallo_ [d, 6], si
òoisidera l'arco ?48 compreso fra i due punti Ala, f(a)l e B[4,/(ò)]; si
vuole determinare l'area della superficie delimitata dalla poligonale
AA'B'B e dall'arco -48. Ouesta superficie prende il nome di trapezoide
relativo alla funzione y=f(x) nell'intervallo [a, b].
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Consideriamo il caso in cui l'arco AB si trovi tutto al disopm
dell'asse delle .x e cioè dsulti

a<b e /(x)>0;
l'airea cercata, che indichiamo con f, è un numero reale positivo che
esprime quante volte l'unità di misura è contenuta nella superficie consi-
derata (fig. 2).
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II procedimento per calcolare l'area 7 Prende origine dal pensie-
ro di -Archimede e si basa su un'idea semplice, ma geniale: approssimare
la superficie data con un'altm, di cui sia facile calcolare I'arca.- Ora, la superficie più semplice da calcolare è certamente quella
del rettangolo; ecco allora due valori approssimati dell'area f:
- l'area Sr del rettangolo (fig. 3) che ha la base lunga (A-a) e come

altezza il massimo M della funzione;
- l'area s1 del rettangolo (fig. 4) che ha la base lunga (A-a) e come

altezza il minimo della funzione.
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Abbiamo così indicato due valori approssimati che è sempre
possibile trovare, perché la funzione,=/("r), che è continùa nell'intervallo
lrl, ,], ammette certamente un massimo ed un miuimo'.
E chiaro che risulta

§1<7<St
e perciò Sr fornisce un'approssimazione per eccesso dell'area I, mentre Jl
fornìsce un'approssimazione per difetto. Ci si rende subito conto chc I'ap"
prossinrazione ottenuta è molto grossolana.

Ecco allora come si può procedere per migliorare l'approssima-
zione (figg. 5 q 6): si divide I'iÌrtervallo [a, 6] in due parti, per semplicità
uguali fra loro, e quindi lunghe

. b-a''2
si costruiscono, in ogni intervallo, il rettangolo che ha per altezza il nassi-
mo (fig. 5) e il retlangolo che ha per altezza il minimo (fig. 6).

Si approssima così il trapezoide con una somma di rettangoli, che
possiamo costruirc iù due modi differenti:
- si considera la somma dei due rettangoli che hanno per altezza i massi-

mi, Mr e M, ottenendo lo scaloide circoscritto al trapezoide (fig. 5),
- si considera la somma dei due rettangoli che hanno per ahezza i minimi,

nt, e rnz, ottenendo lo scaloide inscritto nel trapezoide (fig. 6).

Fig.6

6. lnl€glali

Fig. 5

È facile calcolare l'area di questi scaloidi: lo scaloide circoscritto ha un'a-
rea ,t2 data da:

52= Mth+M2h,
lo scaloide inscritto ha un'area J2, data da

s7=mth+mzh.

I Vcdi il lcoreha di WeieBlras. cap. 3, paragrato 8.
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È chiaro che 52 fornisce un altro valore approssimato per eccesso dell'area
7 del trapezoide, mentre.s2 approssima ancora per difetto I'area T.

Ma ci si rende anche conto (fig. 7) che l'area 52 dello scaloide
circoscritto è piir piccola di Sl e fomisce dunque una migliore approssima-
zione dell'area 7i analogamente (fig. 8), l'arca s2 dello scaloide inscritto
apprcssima meglio l'area 7, dato che è più grande di sr.

Ora si può continùare ad infittire la suddivisione dell'intervallo
[a, ò]; si ha allora che:

- aumenta sempre più il numero n di parti,
- ognuna delle/| parti ha un'ampiezza l, sempre più piccola, data da

, b-a
n'

- l'area §, degli scaloidi circoscritti approssima per eccesso l'area f del
trapezoide,

- I'area J, degli scaloidi inscritti approssima per difetto l'area 7.
Esaminiamo ora l'andamento delle aree degli scaloidi, quando

n+- e, quindi, lr-+0; si ha che:

- gli scaloidi circoscritti hanno un'area.§, che va decrescendo, tuttavia S,
non può diventare più piccola di f;

- gli scaloidi insc tti hanno un'area s, che va crescendo, ma.t, non può
superare il valore f.

'199

Fig. I
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Si è cosl condotti ad affermare che, p€r valutùe l'ùea I del

tapezoide relativo alla tunzione y=flr) nel'intervallo [4, ò] (fig. 9), basta
calcolare:

lh s"=EE s,=?.
Il numero ?, valorc comuDe dei due limiti, pretrde il trome di ltrt4grrle
defiDlto della ftDzioue y=fl.t) nsU'lDtervallo [a, ù].

La funziotre ,=J(r) è la flldmc i[tcgra[dr, I'intervallo [4, ,] è
l'intervalo di iotegadoDe; i nurtreli a e , sono gli clireDl dl itrùcgradoDe,
più Fecisamente z è I'c$amo blerioÌe e, è I'cstrcoo oupedore.

L'integale defrnito f viene indicato con un apposito simbolo; si scrive:

6. lntlodr

t
r=l*w.

A prima vista, sembra che il simbolo Do! abbia alc'utra relaziooe coo il sùo
significato; infatti, per capire corre è [ato questo simbolo di integnle,
occorle c$siderare un altto Detodo per apptossimarc I'arca 6otto la cut-
va; si ptoccde cosl (fr9. 10):
- si divide I'irtervatlo [a, A] in a piccoli intervalli ugùali, ciascuno lungo

. b-d
" nt

- si fssa, all'intemo del primo intervalho un valore.xl dell'ascisa e si
cslcola il cordspondente valor€ 

^rJ;- si costruisce il rèttangolo che ha la base lurga ,r, t'alteza lunga 

^') 
e

quhdi I'area .41 data da
A;flx)h

Fls g Flg. l0
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Ora, dato che risulta (fig. 11)
nÉf(x1)=M1,

risulta anche
mt h<f(rq)h<M| h.

Un'analoga costruzione si può ripetere su tutti gli intervallini, fino ad
ottenere ; rettangoli (fig. 12) che hanno ùn'alea complessiva, data da

A"=flx )h-f\x,)h- ... +f(x,)h.
È chiaro che risulta

s,=,4,<S, (1)

e perciò anche.4, fornisce un valore approssimato dell'area f del trape-
zoide.

Fig. 11 Fig. 12

Se ora -si inlilli.ce la suddi\t5ione dell inlervallo [a b]' facendo
tendere a zero l ampiezza h degli inlervallini. rimangono ancora valide le
limitazioni ( l). Periiò,4,, tendè al valore I. daro che tendono a questo
lalore sia S, che r,, ; possiamo dunque dire che risuha

Si arriva così a capire che:

- il simbolo ./ è la lettera S (iniziale di "somma"), scritta secondo una
grafia antica::

- i iii.ir" /tx lrlx ricorda che si sommano le aree di infiniti -reltangolini
cosl sollili da avere alleTTa /(l) e base Lr".

bt-.

I védi reoiema dcl coniionro. cap. 3. paragralo 7.
, ilii,"t"rii i ".",pii". r*,e pci ta pr-imaìotra, in uno scrirto di Lcibni2 der 1675'
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[ , *=r,
J
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IEpadrodamoci ora del luovo 6iEbolo, o6s€rva[do le figg. L3, L4, L5-

Flc. ts

Fls. 15

6. I'tgral

Un'ultima ossewazioDe: ls variabile, oel simbolo di integrale non compa-
re lel dsultato finalc, che è un numero; perciò si pùò usalc al posto di.x
una quslur$re lettera, scf,ivendo, pcr e§€EÉo

lx*=N ww. [»a,-utt.

Flg. 14
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3. Proprietà dell'integrale definito. Teorema della media

Nei due oaraprali Dlecedenli è slata introdotla la nozione di inlegrale
definiro dì unà funiione y=flr1 fra due eslremi a e b: in particolare si è
detto che l'area 7 (fig. 16) sotto la curva d'equazione

v:!@)
è data da:

r= I t,u,=ti^)"' r'.o I f?)h+ f(x)h +... + f(x,)h\

Fig. 16

È facile ora scoDrire delle proprietà dell inlegrale delinitol si lratta di
proprietà che valÀono per qualunque valore di a e b (purche risullia<òl e

ier'qualunque linzioie y 11x1. che sia continua e si mantenga positiva
nell'intervallo [4. 6].

l'. proprietà
Ci si basa su un'osservazione immediata: se i due estremi di integrazione a
; à coincidono, il trapezoide sotto la curva ha la base di lunghezza nulla e,
quindi, l'area che vale 0. Risulta dunquel

In*=o

ossra
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2' proprietà
ouesta seconda oroDrielà è basala su una semplice coslruTione (fig 17): il
tìapezoide sotto la iurva d equazione )'=l(.t) è stato di\iso in due trape-
zoidi. tracciando la reLta d'equazione x=c Così si ha:

b

ftl
I RxVx=t, I l\,)dx=Tt. I f(x)dx-T'.J" J J

Ora- dato che risulta
T=Ti.TZ,

si arriva alla seguente PrcPdetà:
,.
I n"*= f n'vr+ I n,n,)" J" J'

6. lnt€grali

(2)

Fig. 17

3'propdeta
La terza proprietà si ricava confrontando i due seguenti integrali definiti:

bbrl
I n:tfix=T e I m.l(xldx-T'.J" ,J

È facile verificare che dsulta
T'=rnT.

ossla
bbtl
I m.flx)dx=n l flx\dx)J

(3)
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Plr veri§carc ò€ è yalida questa EoÉeta (3), balta vdeEi èlle mzioni
richiaEate all'iEizio del paragrafo; si ha:

J.fl,1*= gg tfl,)n*... *fl,Jul

e quiadi
òr

J n flx)dx=lig ln. 
^x) 

h + ... + n. flx")hl.

Cosl si arriva subito al risultato cercato, dato che risùlta:

§, [m. flrr)h+...+m.J1rJnl=n.m U(rJh+...+f(t")hl.
h Eopricia ota stabilits h8 ùn'iDtuitiya intceretaziorc geoactrica
(fig. 18): quando si passa dalla tuDziorc

v=flx)
slla fuEziooe

Y=mflr\'
§i opera uÀs rrasformaziooe del piaao chc moltiplics l9 sol€ ordinate pel
zr! la tradormazioae è ur'afEtritÀ c.he alt€ra co! lo stcsso fattor€ aoche
le aree.

N5

FlS. 18

+ pro!ù{rtl
Questa propdeta si ricava coDfrontaodo i sèguetrti integrdi

hb

lx,t** [x*t*=, , I lnx)+c@)].t .=T)
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dove y:/(r) e )=g(r) sono due funzioni continue e
inte allo [a, A]. Si trova che sulta:

ossia

positive nello stesso

frf
I lxtdx+ | gtÌ)dr= l[ .r)+srr)ldrJJ)

Questa proprietà si può verificare analiticamente con un procedimento
analogo a quello seguito per la prop età (3) e si plesta ad una suggestiva
interpretazioDe geometrica (fig. l9).
La curva d'equazione

y=flr)+ s(x\
si può ottenere, a partire dalle curve d'equazione

y=-(r) e y=B(.r)
mediante la somma grafica, che, per ogni ascissa, addiziona le ordinate
"lette" sulle due curve. In questo modo, l'area sotto la curva d'equazione

), =/(r) +s(,r)
è proprio uguale alla somma delle aree sotto le singole cùrve.

Fig. 1S

5' proprietà: il teorema della media
Data ona funzione J=^r), defmfta e continua itr un ioteNollo [d, ,], si può
sempre trovare, all'inlerno dell'inaervallo [a, ,1, almeno utr valore c per cùl
dsulti:

6. lnleorali

r
| fix).l,=(b-o) l(c\
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Per dimo8trare il teorema, §i riprende dal pa-
ragrafo 2 il più s€mplice meiodo appro6§imato
per valutare I'atea I del trapezoide sotto rma
c1lfva: l'arca T del trapezoide (fg- 20) è con-
presa fta l'area di due rettangoli con la base
hnga (A-a), uoo che ha pcr altezza il massi-
mo -ùl (fu. 21) e I'altro che ha per altezza il
miDimo n (fg.22). Risulta duoque:

(b-a)m<T=(b-a)M,
oesia

bf(b-o)m< | flx)tu<(b- a'1M.
J

FE. A)

Ora, pùtetrdo dal rettaDgolo qr atteB'a. fi, si fa crescera cotr coDtitruità
l'alteza, fino a raggiungcre il valore M (fi9- B); ad u! certo moEeDto,
l'altezza dorra assuEere un valore &, tale che risulti proprio

T=(b_o)k.
La base supedorÉ di que§to rcttatrgolo di arca
T inco[tra I'arco .48 di curva almeno itr utr
puDto C; indicaldo cotr c l'ascissa del punto
C, si ha:

*=.,(c) c quindi 7:=(b-at.flc).
Si crrclude così [a dimostlszione, dsto che si
è hovato il valore c per cui risùlta

I
| flx)dx=(b-a).flc)J

fle. 21

207

F'g. n fi9. n
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Un' ossepazione importante: la dimostraziooe di questo teorema è basata
sul fatto che la funzione ):/(,r) è continua in un intervallo chiuso e perciò
si possono applicare i teoremi sulle funzioni continue. Più precisamente
sono essenziali i teoremi di Weiersffass e di Bolzano:
- il teorema di Weierstrass garantisce che la funzione ammette nell'inter-

vallo [a, b] un massimo assoluto M ed un minimo assoluto n;
- il teorema di Bolzano garantisce che la funzione assume tutti i valori

compresi fra ,n ed M.

4, ll teorema tondamentale del calcolo integrale
Lo studio condotto finora sugli integrali definiti non ha affrontato un
problema fondamentale: il calcolo effetrivo dell'inregrale defioito di una
data funzione.

Ci occuperemo ora di questo problema, cominciando ad esami-
nare il teorema piir importante del calcolo integrale - il teorema di Tolri-
celli-Barrow - che fu enunciato indipendentemente da due grandi mate-
matici: l'italiano E. Torricelli nel 1646 e I'inglese J. Barow una ventina
d'anni dopo.Il teorema ha un significato non immediato da cogliere ed è
basato su un'idea molto originale, che si capisce meglio esaminando qual-
che sìtuazione particolare. Perciò, prima di enunciare il teorema, riprcn-
diamo un esempio trattato nel paragÌafo 2.

Consideriamo la funzione y=.r e calcoliamo I'area
sotto la curva nell'intervallo [0,4] (fig. 24); si ha:

Consideriamo ora degli alrri casi: riferendoci sempre alla
funzione y=j, teniamo fisso il primo estremo di integrazio-
ne e va amo il secondo. Si ha, per esempio (fig. 25):

6. lntegrali

[' a=! +'

51f t -. f 1-.I l dl=- \' I t dl= .l'.JZJ2
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Si osserya che, nei vari casi esaminati, l'area
risulta dala dal quadrato dell e\tremo superio_

Ire mottrplrcato per ,.
Si arriva c6sì ad una conclusione di

carattere generale: lasciando variare l'estremo
superiore di integrazione (fig. 26), si ottiene

si crea così una nuova funzione. che indichia-
mo con

-, l ,
'=j'

Quesra lunzione (fig. 27) acsocia. ad ogni va-
lore di r, larea solro la retla d'equazione
y=r! calcolata dall'estremo fisso 0 all'estremo
va abile r.

Fig. 27

Ora, ecco un fatto dawero imprevedibile: se si calcola Ia de va-
ta della funzione "area variabile sotto la cufla", ossia di

y=i ,, -

si ottiene

e cioè DroDrio la funzlone y=x da cui si è parliti per calcolare larca:' Il teorema di Toiricelli-Barrow Parantisce che que<lo risultato
non è dovuto ad una fortunata scetta della funzione di partenza, ma ha
catattere generale.

| 1,

Fig. 26
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Teoremo dl Torricelli.Barrow
Integrando una fùìzlone conalnùa l,=l(r) da un estremo inferiore fisso ad
ur estremo superiore variabile, si ottiene un'altra funzione y=F(.r), che ha
p€r derivaar la futrzione J=J(.r), calcolata nell'€stremo $rperiore varisbile.
Si vuole dunque dimostrÀre che, data la funzione

f
I f(r)dFF(x).

sulta
r,(r)=flr).

Per dimostrare il teorema, occore derivare la fùozione Y=F(r), calco-
lando

-.. . .. F(r+rr)-F(r)r (r,=irlB ----7-.
Cominciamo allora col detelminare il valore del rapporto incrementale.
Tenendo presente che risulta (figg. 28 e 29)

6. lnt€gÉli

) f(t)dt=F(xl e I Rt)dt=F(x+ h\

e valefldosi della 2 proprietà esposta nel pamgrafo 3, si ottiene (fig. 30):
,+hrF(x+h\- F(x)= | 

^t)dt.
J

Fig. 29 Fig. 30
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Ora, per il teorema della media, esiste certamente llell'intervallo [.t, ]+lr]
almeno un valorc z, lale che risulti (fig. 31)

(I f(r\d!=h.f(z)
J

si ha quindi
F(r+h)-F(x)=h f(z):

e perciò
F(r+n)-F(r) " .n =!t' t'

dove z è un valore intemo all'intervallo [x,.r+à].

Valutiamo infine il limite di questo rapporto
incrementale per à-+0: dato che z+r, risulta

F(x+h)-F(7) :/(r),
ossta

lim

F'(x):f(x).
Si conclude così la dimostrazione, trovando che "l'area variabile sotto la
cu a" d'equMione /=f(r) è una tunzione Y=F(,r), la cui derivata I'(x)
coincide con la funzione flr) di partenza.

Non è lacile cogliere la portata di queslo teorema. lorse proprio
perche _gelta un ponte lra due problemi che qembrano molto lontani:
èalcolarel'area sotìo una cu a e studiare una funzione di cui si conosce la
de vata.

5. Dall'integrale definito all'integrale indefinito
Nel paragrafo precedente siamo passati dalla considerazione dell'area sot-
to una curva, fia due estremi fissi, all'area va abile al variare dell'estremo
supe ore: abbiamo così oltenuto, invece di un numero, una funzione. In
quisto paragrafo estenderemo ancora il concelro di integrale. lasciando
r'ariare anchè lestremo inferiore di integrazione. Per rende.e più agevolc
lesposizione cominciamo ad esaminare un caso parlicolare: il calcolo del_
l'arèa sotto Ia curva d'equazione y=x al variare dell'estremo in{eriore'
Si ha, per esempio (tieg. 32 e 33)l

ù:+f,
e (fis. 34)

f r,1,
I t .tt=,x' ; a'.

do dunque I'estremo infe ore, si
_, r , .. 1 , 1^,l=; x', f =-x'-;J-,.,,.

Fig. 3'1

f 1 , 1^,
I t 4t=; x'-;3'

l),
e, in general

Va an ottengoDo le funzioni seguenti:

r=f,r-l*
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Fiq. 32 Fig. 33

Esaminiamo ora le prop età che caratterizzano queste funziooi; si ha per
tutte:
1) Y'=t.
Ciò corrisponde al fatto che, in base al teorema di Torricelli, tutte Ie
funzioni ottenute hanno per derivata la funzione iltegranda ),=x; proprio
per questo diffe scono fra loro solo per una costante, che "scompare" nel
procedimento di derivazione.
2) v(a)=o,
dove a indica l estremo inferiore scelto.
Questa è una nota proprieta de['integrale defi,lito': quando I'estremo
superiore coincide con quello inferiore, l'area sotto la cuùa vale 0.

Si arriva cosi ad una prima, importante conclusione: a partire dal
problema di calcolare l'area solto la curva d'equazione y=r, si introduco-
no tre simboli:

6. lniegrali

\ [t at=z.
0

zr I t at=!].'J z
0

che indica un numelo, dato che sono fissi i due
estremi;

che indica una funzione, perché varia I'estremo
superiore;

^. f l,l, ..3) | r dt=;x'z-+a!. che indica un insieme di funzioni. perché variano i- due estreml.

F"r.iu.o"i ad esaminare meglio l'ultimo simbolo introdotto.
L'insiehe di funzioni si può descrivere anche nel modo seguente:

1Y=*X+k,
dove k indica un valore costante, legato alla scelta dell'estremo inferio-
fe o.

Inoltre, nel simbolo di integrale si possono omettere gli estremi,
dato che va ano entrambi. Si arriva così a scrivere:

L ar-!*'+* o anche [, ax=!x'-r)2Jz
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Il simbolo

lxdx)
prende il nome di integnle indefinilo. proprio perché non sono deliniti gli
eslremi d'integrazione. mentre le funTioni

t-Y=1x'+k,I
che hanno tutte come de vata )=r, prendono il nome di primitive deìla
funzione y:a.

Si arriva così alla seguente conclusione:
l'integrale indefinito indica l'insieme di tutte le primitive della funzione
integranda.

Sembra di essere molto lontani dal problema di calcolaÌe l'area
sotto la curva, eppure è facile "risalire" dalf insieme delle primitive al
calcolo di quest'area. Vediamo, per esempio, come si ativa a calcolarc il
seguente integmle defi nito

t,a,)
a partire all'integrale indefinito e cioè da

l, a.:\'+tl2
Si procede così:
I) Si fissa I'estremo inferiore di integrazione, scegliendo il valore della

costante k.
Questo valore viene scelto a pattire dalla seguente prop età: l'integrale
deve valere 0, quando I'estremo superiore d'integrazione (indicato con Ì)
coincide con Ì'estremo inferiore, che vale 5. Perciò, fta tutte le funzioni

1y=;x, +k.
si sceglie lunlca per cui risulta y(5)=0.
Nel caso esaminato si ha:

1-
Y(51= i5'+k,,2

e, quindi
r I -,y(5)-0. se risuha ;5'+k-0. da cui o=- 2t'.

Si trova così

t 1 , 1-,
I x or= 1x'-;)'

5

ll) Si firra l'esrremo superiore di integrozione.
Sostituendo ad ,r il valore 9, si ottiene:

fl
I t dx=19'- 15'=28t)2i
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Il ragionamento che abbiamo seguito, a partire dalla funzione y:x può
essere ripetuto a partire da qùalunque funzione r=/(Ì). Si introducono
così i trc simboli:

l) | 
^x)dx=f, 

che indica un numero,)

f2) | flx)dx=F(x), che indica una funzione
J

3) lflx)&=F(.r)+k, che indica un insieme di funzioni

Nell'ultima scrittura
Y=F(t)+ k

indica l'insieme di tutte le funzioni che hanno come dedvata y:l(r), ossia
l'insieme delle prlmitlve della tunzione y=/(r); il simbolo

(
I IG\d,

prende il nome di integlde indelbito della funzione y=/(r).
Per passare dall'integrale indefinito all'integrale definito, ossia a

r
I f@)dx

.i p.o""J" 
"o.lI) Si fisso l'estemo infe ore d'integozione (a), scegliehdo fia le pfimitive

della funzione quella pet cui risuka Y(a):O.
Ora, si ha

Y(a): F(a)+ k,
perciò risulta

Y(a)--0, se F(a)+k=0, da cui k=-F(a).

Si ottiene dunque:

(
I fv)dx= F(t) - F(a).

II) Si fisso anche l'estremo superiore d'integrazione, scegliendo x=b.
si ottiene:

t
I Axflr=F(b)- F(a).

siamo cJsì arrirati ad una conclusione fondamenrale: per calcolare I'area
sotto una curva d'equazione y=flr), fra gli estremi a e b, basta eseguire la
differenza

F(b)-F(a),
dove

y= F(r)
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è una delle primitive della funzione data, cioè è una funzione tale che
I'(x) =/(x).

Dunque, I'rrea solto una curva si può calcolare a partire drlle primitive
della funzione che descrive la cu a.

Per cogliere l'importanza di questo risultato, basta una semplice
osservazione: il calcolo diretto dell'integrale definito, descritto nel para-
grafo 2, è molto laborioso e si riesce ad effettuare solo in pochissimi casi
molto semplici.

Ma ora abbiamo scoperto che, pet calcolare un integrale defini-
to, non è necessario ricorrere al calcolo di limiti, se si fiesce a conoscere
una primitiva della funzione integranda.

Nel paragrafo successivo tratteremo, appùnto, il problema di
determinare le primitive di una funzione assegnata; ariveremo così ad
indicare una serie di regole e procedimenti che permettono di calcolare
I'integale indefinito delle funzioni che comùnemente si incontrano nelle
più semplici applicazioni.

6. Calcolo di integrali indefiniti: integrali immediati
Cominciamo con qualche osservazione semplice, ma cca diconseguenze.
Nel cap.4 siamo arrivati a calcolare le derivate di una vasta classe di
funzioni; i principali risultati ottenuti sono assunti nella tabella. Ora, è
chiarc che ognuna delle delivate ottenute ammette come primitiva la
funzione di partenza.

Possiamo quindi indicare un metodo per calcolare integrali inde-
finiti: "leggere al contra o" una tabella che elenca le derivate di varie
funzioni. Gli integrali indefiniti individuati in questo modo prendono il
nome di integrsli immediali.

La tabella seguente fomisce un elenco di integrali immediati,
ottenuti a partire dalla tabella delle derivate.

TABELLA DEGLI INTEGRALI IMMEDTATI
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y.-( +1\r"

.1, =;.

y'=l+tq'z r,
,1

V(l x')
,1

I e a.=-.L,*,*r,I n+l

I'=^ 'to
[n *-n*o

f*" '''=-""*o
J(r+re' .r)dr=te '+i.
I rL,

[frr=*""'*r
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Fermiamoci ola a riflettere su alcuni risultati esposti nella tabella.

I) Esaminiamo la prima formula e cioè

[,, 6=-J-,,*,*1,.) n+I
La formula non è valida per rr=-1; infatti I'esprcssione

| , f"+k,t+l
perde significato per n:-1, dato che condurebbe a calcolare una divisio-
ne, in cui il divisore è uguale a 0.
Del resto, se si calcola la potenza ri per n=-1, si ha:

-,_-L
e per ottenere

IL*)x
è prcvista la seconda formùla della tabella.

La formula è invece valida per qualunque altro valore reale
!r+-1. Ecco qualche esempio:
per n=2, r 1 lr'a*=!ì+t)x'zdx=fixz-t-k ossia J r

r 1 f, a,=!,'+*lx dx=fixt.l+k ossia J t
per z=0, /=1

r 1 ft a'=x+tll dx- OAx'.t+* ossia 
J

per n=-2, y'=\
t'

11 1 ' rssia l!*=-!,r)?al=-=|x-'rK. , ,* x
i!

per a=j, x,:Vr
f- r 1-,
I t/i a,:lr;-'+*, ossia l\/x dx=ilx'+k
' ,*'
l-llper ,=-;, x '= -;- v.r

I J=a*=-)-r' 'r'' * o. ossia I l=ar=zt/;-*),,/i _i*, r tlx
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II) Esaminiamo oÉ la seconda riga della tabella e cioè

| :iò risulta lldx-ln x +k.)=ln x ha y'=- " O"r, ) x
Comiociamo col considerare il grafico delle funzioni che vi compaiolo:

u=1 . u=lnx.

La funzione

è definita per,>0 (fig. 35). Perciò anche la sua derivata, che è data da
.t

sara definita solo per -x>0; il corispondente grafico è dunque un solo
ramo di iperbole equilatera (fig. 36).

Considedamo ora il procedimento
inverso: è data la funzione
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1y=;,

definita su tutto I'asse reale. escluso
il valore Ì=0, (fig. 37) e se ne deb-
bono indicare le primitive.
È chiaro che occorre dislinguere due
casi (figg. 38 e 39):

oer l>o I ! ax=n x+*, JX
f1

Der r<0 l ldr=ln (_t)+k' lr

Qo".ti drr" "u.i ,ono ,iassunti nell'u_
nica formula indicata nella tabella.

Fig. 37
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e.. 'èo |LxÒ,-r x+k

pq x<o |ld!Irt(-ùdx

Flg. 39

La retazione fra intcgrati indefiniti e i egrali defioiti coDducc
poi ad un'o$ervaziono che non è certo immcdiatai si ha:

I !a,=v ,.txI
dato che dsulta ln 1=0.
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Si arriva co6l alla §€guente interpretazione della funzione logarit-

mo oaturale: per r>1, ln r indic8 l'arca sotto il cor spoDde e mmo di
ipeòole equilatera (fi9. 40).
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Fig.

UI) EsaEiniamo infine la segùerte foroula

l-L=&=a,oo."nr+k.) {t-r2
Si oss€rva subito che l. fomula è valida solo quando , varia neU'hterval-
lo aperto (-1, 1), dole sono defiEite sis la ftrnzioDe ),=arcsén, (fg. 41)
che ls sua derivata (frg. 42).

(1)

Fb. 12Flo. 41

Un'ultima oslervazione è
,=arcco§ r

ha come derivata

''=--!'. \/t_f

suggerita dal fatto seguente: la fultzione
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Si è dunque condotti ad un altro integrale indefinito della stessa funzione:

Tuttavia, non c'è contraddizione fra la (1) e la (2). dato che risultal:

6 lnlegrali

[-!d*= -u.""o, *+k. (2)

os§ra

arcsen x+arccos,t= ;,

Eppure la funzione integranda è il quozienle di due funzioni clementari!
Solo alla fine del XIX secolo si è arrivati a dimosttare che è impossibile
calcolarc quell'integrale indefinito valendosi solo di funzioni clementari.
Questa scoperta cd altre analoghe hanno condotto a due tipi di ricerche:
I) individuare le funzioni element.rment€ integrabili. cioè le funzioni che

ammettono come primitive delle funzioni composte con funzioni ele_
mentari:

II) scop re metodi numerici per calcolare in modo approssimato gli intc-
grali delle funzioni non elementarmente integrabili.

' B6ia licordare la rsùcnte proPrieliLr sono complementrri due an8oli tali chc hanno

come sÒmmi 90'. ossir +: ìn ral c,so il e.o dcll uno è ùsual. !l .o§cno dell alrro.

arcsen x=-arccos.r+r.
I secondi membri della (l) e della (2) differiscono dunque solo per una
costante. che "scompare" nel processo di derivazione e perciò indicano le
primitive della stessa funzione.

7. Metodi di integrazione

Nel paragrafo prccedenle abbiamo visto un metodo per detcrminare le
p mitive di una funzioncl questo metodo conduce a pensare che il problc-
ma di calcolare integmli indefiniti sia molto semplice. dato che ogni for-
mula di de vazione può essere scritta in forma integrale. cioè

F'(x)=l(x\ diventa

oPpure

Così. avendo un elenco di funzioni di cui si conoscono le primitive, si è
condotti a prevedere delle regole di "algebra degli inlegrali". analoghc a
quelle dell'algebra delle derivate.

E proprio questa la linea che hanno seguito imatematici del
1600, all'inizio delle ricerche sul calcolo integrale. Ma, ben presto, si
presentarono delle difficoltà insormontabilil ccco un esempioi non si riu-
sciva a calcoìare l'integrale seguentc

Jflù,,=r{ù*0,

J o',,r0*= otrr* o.

Ii*
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I metodi numerici di integrazione, che si prestano particolarmente bene
ad essere progmmmati su un calcolatore (anche su un piccolo personal),
saranao trattati nei Complementi. In questo paragÌafo sono invece §vilup-
pati tre metodi per ricondurre il caÌcolo di un dato integrale ad uno o piil
integrali immediati; valendosi di questi metodi, chiamati brevemente me-
todi di integ.azione, si possono individuare alcune categorie di funzioni
elementarmente integrabili. I tre metodi si basano tutti sulla stessa idea:
partire dalle regole di derivazione per trovare le cor spondenti regole di
integrazione.

A) Metodo di integmzione per scompocizioDe
Dalle prime regole di de vazione cavate nel cap. 4 si può trarre il se-
guente risultato:

s(-Ì)=dF(r)+àG(r) haperderivata §'(r)=ar''1r;*6o',r,
dove a e b indicano due costanti numeriche.

Ora, la stessa regola si può esprimere in forma integrale; basta
scrivere nel modo seguente:

ossla

Indicando poi con /(l) e g(.r) le tunzioni F (.() e G'(,r). si ha:
fF'(Ì)=/(x). ossia I l\x)dx= F\x) + k)
I6'(x)=8(.r). ossia l Blx)dx=Glx)+ k

J
e si afiiva alla seguente esprcssione:

ftr
I laf\x)+ bst4ldx= a I l\xtdx- b I slxttu.JJJ

Ci si rende conto che si è ottenuto un risultato facilmente prevedibile:
sapendo che per derivare una somma di funzioni basta addizionare le
dedvate, è chiaro che, per "risalire" alla primitiva di una somma di fun-
zioni, basta addizionare Ie primitive.

La formula ora ottenuta ha un'immediata applicazione: si riesce
a calcolare l'integrale indefinito di tutte le funzioni che si possono scdvere
nella forma

r: af(x) + bs(x) .

dove 4 e A sono due quaiunque costanti numedche (che possono essere
anche negative). mentre y=/(r) e y=g(r) sono due funzioni che hanno
integali immediati; in questi casi, si esce ilfatti a scomporre I'integrale
assegnato nella somma di due integrali noti. E questo il metodo di infegra-
zrol€ per scomposrzrone.

Si tratta di un metodo di notevole portata, dato che si estende
facilmente a tutte le funzioni che si possono scrivere nella forma

y=a1f1Q) +a|fi(t)+ .. +a.f,,(x),
dove at, ax, -.., r?,, sono, costanti qualunque ell(r),/r(r), ....r,(x) sono ,
funzioni che hanno integrale immediato.

Jr'1,yr,=s1,y*t,

Ib 7 lò * uo' {ù]r,= a F(x)+ bc(x)+ k .
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Vediamo ora alcuoe immediate applicazioni di questo metodo.

l) Sono elemèntarmente integrabili le funzioni del tipo y=a sen x+b cos t.
Ecco un esempio; §i ha:

f - _f f
I (V2 sen x-3 cos,rld.r=V2 I sen r dx-3 I cos r dx.J' J J

Risulta quindi
f-
| (V2 sen .r-3 cos r)d*= -V2 cos x-J sen r.

2) I polinomi sono fufiziohi elementormeqte integrabili.
I polinomi sono infatti le piùr s€mplici tunzioni del tipo

r = ailQ.) + arli2(x) + -.. + a,f ,(x),
dove le funzioni ft@), fz@),..., /,(.r) sono potenze di , ad esponente
intero positivo.
Ecco un esempio di applicazione di questo risultato; si ha:

Je*+,-sla-=z[,' *-+[, a,-sJt a,

Risulta quirdi

I w'-t -»a,=zt t-tl*-s,+ *=ts-zt -sr+ k.

3) Sono elementameùte integrabili le lunzioni del tipo
ao+aù+,.,+a;chy:T,con n ed m numeri reali.

Si ha infatti
a"+o, x+..-+a...{

a,t x-^+at. xt--+..,+o^. {''
e dunque si katta a[cora di funzioli det ripo

y=ai«r.) +arfz(x)+ ... +a,f,(r),
con fi(x), f2Qt),..., /,(.x) potenze di .t.
Applichiamo anche quest'ultimo risultato ad un caso numerico, conside-
rando il seguente integrale:

[2-3x+4x2|-al,Jx
Dato che risulta

2-3x+4i ^l ^xx
si ha

I"fE *- I i a* t I r a* + a [' ax

e quindi

[2-3x+4t'z 7*=21n lxt--],+l | '| , trr+k'
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B) Metodo dl sostituzlore
Questo metodo si ottiene a partire dalla regola di derivazione di funzioni
comPoste e cioè:

S(r)=flgk)l ha per derivata S'(:)=166;1.r',r,
Ora, Ia stessa legola si può esplimere in forma integrale; basta scrivere
nel modo seguente:

rr
ls'(x)dx=s(x). ossia I F'lg({|l. s' (r)dx = Flg\x))+ k.J_)

Indicando poi con /(i) la funzione F(Ì), si ha:
rF(r)=/(x). ossia lf(x)dx=Flx)+k (l)

J
e si arriva alla seguente formula

| [bEll.g'(x)dx: nfuQ)l+ k. \2)J
La formula (2) assume una forma più semplice se si indica 8(-r) con il
simbolo z, come si è gia fatto nel dcavare la regola di derivazione di
fuDzione composta; si ha infatti:

2=g(x\ e qùndi g'(x1=z'=fr. da cui g'(tldx=dz.
La tegola (2) assùfie così la forma

ll?)dz=F(z)+t< (3)l
che è identica alla (1) con ul'ùnica differenza: al posto di , compare z,
che indica ùna funzione di r.

Ecco dunque una primar importante conclusione:
da ogni formula di integraziorc del tipo

f
l,]/.xÉ=r@l+*,)

§e ne può ricavare una del tipo
f
I nò&= F(z:t+*,
J

dove sl ha
z:dr) e &:C'@\.lx.

Questo risultato ha un'immediata applicazione: si riescono a calcolare
tutti gli itrtegali indefiniti che si possono scrivere nella forma

I fls?)lc'G)dx.
J

Infatti, in tal caso la sostituziorc
c@)=z e g'(x)dt=dz

trasforma l'integrale dato in

I ftz)dz
J

e il calcolo si conclude facilmente se /(z) è una funzione elementarmente
integrabile.

223
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In questo consiste ll metodo di integrazione per sostituzione.
Vediamo ora alcune immediate applicazioni di questo metodo.

1) Sono integabili elementomente le funzioni del tipo y=(r+4)', con
n+-1 e rkulta:

(1

I (x + o\^ d x = +- tx + a f * | + k.

Infatti, ogni integrale indefinito del tipo

| (x+a\"dx

si può scrivere nella folma:

I z'dz con z=xi a e dz=l dx=dx.)
Si è così ricondotti ad una funzione che ha un integrale immediato, dato
dalla formula

lt
| 2a d2=---! zn+t+k.I n+l

Sostituendo poi a z la sua espressione in funzione di .x, si ottiene appunto
il risultato indicato al punto (1).

Ecco un esempio di applicazione della regola ottenuta; si ha:
ft
| (x+a)!dx= + G+a)a + k.

J1

2) Sono elementameite integrabìli tutte le fuhziohi che si possono sctfuere
ne a forma y:[f()t)I'.f(x) con n+-1 e isulta:

f1

I IfQ)l'' I A\ax = -*lfix tlr' + k.

Infatli, ogni integrale indefinito del tipo

I lf?tl' .f'(xtdx
J

si può scrivere nella foima

Ir'a, *n z=flx) e dz=f'(x\'dx.)"
Si è così ricondotti ancora all'integrale immediato, dato dalla formula

ft
I z./2=---t r"*t *0.I Ì+ I

Sostituenio infine a z la sua espressiore in funzione di .t, si ottiene appun-
to Ia formula data all'inizio.

Ecco ufl esempio di applicazione dell'ultima formula ottenuta:

[ls.r r]' .os * ,/r=JIsen xl3-k)' ' 3',

dove si ha z=sen ir, dz=cos x dx e n=2.
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3) Sono elementarmente integrabili tutte le funzioni che si possono scriverc

nella foma ,=A " ,irubo," J@)

[fJlo,=,, tr,*', *oI tlxl
Infatti, ogni integrale indefinito del tipo

tf1\ .

) f@*
si può scrivere nella forma

[1 .

l;0, con z:flx\ e dz=f'lx) dx.

Si è così dcondotti all'integrale immediato, dato dalla formula

[! o,=,, r,t* o.)z
Sostituendo poi a z la sua espressione in funzione di.r, si ottiene appunto
la formula data alf inizio.

Ecco un esempio di applicazione dell'ultima rcgola esaminata

[ -L 7*=1,1 1aa1+ k
) x+a

dove si ha: z:x*a e quir,di dz=ldx=dx.

C) Metodo di inteqrazione per parti
I1 metodo si basa sulla regola di derivazione del prodotto di funzioni e
cioè:

P(x)=f(x).9@) haperderivata r'@)=f'(x)g(x)+flx)g'(x)
Per esprimere la stessa regola in forma integrale, si scrive:

I P'(x)dx=P(x)+k,l

t
I I/'(r)8(.r)+/(-r)8'(.r)ld t f\x)e\x ) + k.

J
Applicando all'ultima espressione la regola di scomposizione (pag. 222), si
ha:

tf
I l'\x)BV)dx+ | [\x)s'\r)dx=f(x)BG\ , k
J_)

da cui si ricava la seguente formula:
(f
lJ'lxteafir-lr.tcrxt- | ltxls'txt*- * (4)
J)

La formula ora ottenuta prende il nome di formula di integrazione per
parti e indica un metodo per trattare gli integrali indeliniti: §i applica Ia
formula (4), quando la funzione integranda si può sc vere nella forma

v:f (x)8(ò.
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Osserviamo però che, in questo modo, non si affiva a risolvere il proble-
ma assegnato, dato che rimane ancom da calcolare il seguente integrale

r
I f(x)e'G\dx.

Se però quest'ultimo integÌale è un integrale immediato o un integrale
calcolabile con i metodi già noti, il problema è risolto.
Vediamo due applicazioni della regola ora trovata.

1) Calcolare: [r'.or, 1,.)
Si osserva subito che la tunzione integranda è ptodotto di due funzioni,
che possono essere considerate derivare di funzioni note.
Cominciamo, per esempio, con lo scegliere

8(/)=r e /'(r)=cos x;
si ha

g'(r)= I e /(r):ser ,.
La formula (4) diventa in questo caso:

fr'.o., dr=r.r"n, - l r"n, d,J]
e conduce a calcolare un integrale immediato. In definitiva si ottienei

fx cos x dr=r,sen x tcos x+t.
J

È chiaro che si poteva scegliere
8(r)=cos r e f'(x)=x;

da cui
2

8'(x)= -sen r . 
^r)-i.

Con qùesta scelta, la formula di integrazione per parti fomisce peròt Ì rÌ.
,f 

.r.cos x dx=| cos x-J "2 
.(-r"n *)a*.

O!a, è immediato rendemi conto che rcsta da calcolare un integrale certa
mente non più semplice di quello di partenza; si co[clude che, in questo
modo, il procedimento di integrazione per parti non è efficiente e, dun-
que, deve essere rivista la scelta iniziale effettuata.

f2) Calcolare: lln x dt
Si rimane perplessi di froote a questo integrale: vi compare una sola
funziole ben nota; eppure di questa funzione conosciamo la derivata, ma
non la primitiva. Ecco come si può ragiooare per valersi della formula
d'integrazione per parti: si considera ln r=ln x 1 e si sceglie

g(,v):tn r e /(r):1,
da cui

1c'U)=; e f(x)=x.
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La formula d'integrazione per parti diventa così

I n, dr=* t r- [ t.d, d,J)
e si ottiene subito

lh x dx=x ln t-x+k.
J

Una volta completato il calcolo, può rimanere il dubbio di aver ottenuto
un risultato sbagliato; ma è facile verificare che le funzioni

Y:r h xL+k
hanno come derivata

y,=111aa1-1=1n 1.'x
Dopo aver applicato il metodo di integrazione per parti, si osserva che
questo metodo non consiste solo nell'applicare una regola, ma richiede
spesso di "iflventare" il procedimento più adatto; per questo ha applica-
zioni moÌto più varie degli altri due metodi presentati.

8. Continuità, derivabilità, integrabilità di una funzione
Nel colso di questo volume abbiamo esaminato tre propdetà notevoli di
una funzione: la continuità, la derivabilità e l'integrabilita. Conftoniiamo
ora queste prop eta! basandoci su considerazioni ditipo geometrico-intui-
tivo:
- una furzione continua in un intervallo [a, A] ha come grafico in quell'in-

te(allo una curva continua, cioè ùna curva che può essere tracciata
senza mai alzare la matita dal foglio (fig. 43);

- una funzione derivabile in un intervallo [a, b] ha, in ogni punto di
questo interallo, come tangente una retta r, che non è Parallela all'asse
delle , (fig. ,t4);

- una funzione integrabile ìn un intervallo [lr, A] delimita un trapezoide di
area finita (fig. 45).
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Abbiamo già vistorche la derivabilità implica Ia continuità: se una curva
"si appoggia" in ogni punto P ad una retta tangente, non può ammettere
in quel punto una discontinuita.

E così si capisce che la continuità implica l'integrabilità: una
cu a continua in un ìnterva[o [d, àl delimita certamente un trapezoide di
area finita.
Si ha dunque la situazione seguenter:

derlvabilta+continùità+integrabilità.
Basta qualche esempio significativo per rendersi conto che, viceve$a.
l'integrabilità non implica la conrinuità e, come già sappiamor, la continui-
tà non implica Ia derivabilità in ogni punto.
In fig. 46 abbiamo rappresentato la funzione

l-t I

't
neu'intervallo [-1, 1].

La funzione non è continua in tutti i punti di quell'intervallo
perché presenta in O(0,0) un salto; tuttavia la curya delimita un trapezoi-
de di area finita. Si tratta dunque di una funzione integmbile, ma non
contlnua.

In fig. 47 abbiamo, invece, proposto un esempio già trattato nel
cap. 4. paragrafo 8: il grafico della lunzionc

y=V(x-l )

nell'intervallo [0,2]. La funzione è continua in tutto l'intervallo, dato che
riusciamo a tracciarne il grafico senza alzare la matita dal foglio; tuttavia
la funzione non è derivabile in tutti i punti dell'intervallo perché nel punto
,4(1,0) ammette come tangente la retta r, che è parallela all'assc dellc r.
Si tratta dunque di una funzione continua, ma non d€rivabile.

Fig. 46

6. lntegrali

Fig. 47

I Vedi cap. .1. paràSralo 8.I Pe I s'mrDlo = vrdi pag ll8 ( seC.
1 V.di cap. 4. par.eEfo 8.
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Ci si rende dunque conto che l'insieme delle funzioni inte$abili

è molto vasto: fra le funziori integrabili in un intervallo [a, ,] ci soùo
quelle che sono anche continue in quelf intervallo, e fra quelle contilue in
[a, A] ci sono quelle che sono pure de vabili in tutti i punti dell'interyallo.
La fig. 48 visualizza con una Éppresentazione di tipo insiemistico queste
considerazioni.

Fig. 4a

Riflettiamo infine su una profonda differenza fra Ia derivazione e
l'integrazione di una funzione.

Per esprimere in modo semplice le nostre riflessioni indichiamo
con A l'insieme di tutte le funzioni che si ottengono a partire da quelle
elementari mediante addizione, moltiplicazione, divisione e composizione
di funzioni.

Ecco che cosa si verifica:
- se si de va una funzione dell'insieme.4, basandosi sulle regole dell'al-

gebm delle derivate, si ottiene una funzione che si trova ancora nell'in_
sieme .4;

- se invece si integra una funzione dell'insieme A, si può ottenere una
funzione che è al difuori dell'insieme -4.

Un semplice esempio di una funzione di quest'ultimo tipo è quel-
lo già desc tto a pa9.221, e cioè

[";*
La funzione

definita per qualunque i+0, è infatti il quo-
ziente di due funzioni elementad; il suo gtafi-
co è rappresentato in fig. 49. Si ttatta di una
funzione continua nel suo campo di esistenza
e perciò integrabile in qualunque intervallo
che escluda il valoÌe 0i eppure non si riescono
ad esprimere le primitive di questa lunzione
mediante le funzioni elementai.

Il procedimento di integrazione porta
dunque ad "uscù fuori" dall'insieme delle fun-
zioni elementad: si possono così trovare delle
nuove funzioni con delle prop età del tutto
inaspettate.

,,= e.

Fig. 43


