
6
Complementi

A. Procedimenti numerici e grafici per integrare
una funzione

Nel corso del cap. 6 abbiamo visto come lo studio degli integrali conduca
a collegare due problemi apparentemente molto Iontani fra loro: per calcolare
l'area sotto una curva occorre conoscere una primitiva della funzione che ha per
grafico quella curva. Tuttavia, nel ricercare le primitive di una funzione, si incon-
trano delle difficoltà inaspettate: non si hanno delle regole generali di "algebra
degli integrali", ma solo dei metodi validi per alcune categorie di funzioni. Inoì-
tre, i metodi di integrazione non possono essere applicati quando una funzione è
data solo mediante ùn grafico o una tabella. Vediamo allom come si può procede-
re per calcolarc l'area sotto una curva, quando non si desce a determinare la
primitiva della funzione che descrive la curva.

1. lntegrazione numerica
Affrontiamo il seguente problema: è data una tunzione y=/(.r), che si mantiene
positiva in un irteflallo [a, b], e si vuole calcolare (fig. 1)

.s= I rr, r,t,J'
"ioa t'a.ea S del trapezoide retativo ad ),:/(-x), ma non si riesce a trovare una
primitiva della funzione. Per esempio, si deve calcolare (fig. 2)

,:J;''

Fic
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Il metodo più semplice di risolvere il problema è strettamente legato alla de6ni'
zione di iniegrale: si procede oel modo seguenle (fig 3):

- si divide f intervallo [a, r] in z iote alini uguali, tutti lungtri ]=È:4;
- in ogni intervallo si coDsidera il punto medio, in modo da avele

h ^h -h .,^ ,.hxt=a+;. x2=a+Jr. xr=at'51, "' r,=a+\àt' t)ri
- si calcola

\=h f(x)+ h 
^r,)+... 

+ h' fA))
- ,, vierc scelto come valore apptossimato defarca S richiesta.
Crn qùesto procedimerto I'area,9 del trapezoide viene aPprossimata con I'area X,
di unÀ superficie formata da tanti rettangoli (fig. 4); proprio per questo il procedi-
mento prcnde il nome di metodo dei rettangoli.

6. Complemo i

Fjs. 4

D'altra parte, richiamando la definizione di integrale

I l(x)dx=ti\ Lh.lt )+ h.Iltz)+ . .. + h flx")1.J*"
si capiscJ cne, per avere una buona apProssimazione, occore scegliele 

', 
molto

vicino a 0 e ouindi ,, molto qrande.
Un altro metòdo che, in alcu;ni casi, fomisc€ delle aPprossimazioDi Più soddjsfa-
celti è it metodo dei ;rapezi. Il nome è legato al fatto che si applossima I'ar€a §
d;l trapezoide con l'areà ?, di una superÉcie fomata da n fiaPezi, costruiti nel
modo seguente (figg. 5 e 6):

- si divide [a, ,ì in n intervalJi lunghi ,t-!:4, indicando sull'asse delle x i Punri

a. xr=a+h, x2=a+2h, h=a+3h'...' ltr=b=a+nh
- relativamenle al pnmo inlervauo si calcola l'area Ar del traPezio che ha allezza

I e come basi i ;egmenli lunghi 
^a) 

e IxJ. ofieneDdo
fh\+flx,\A,=hT'

- si ripete questo calcolo relativamente ai trapezi co§truiti sÙi vad intervalli,

A,=hf@)!j(') , ..., A,:hf?b \\+f(b)
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- si calcola l'area I,, somma dell'area dei trapezi, ottenendo
/(a)+/(rr)+/(.rù+/(r,)+... r/(.r" l+/(b)
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,^= o ff * yu, t* x,.l*... *1,"-,1* f ).

Fig 5

Vediamo ora i due metodi a contronto per calcolare un area di cui conosciamo il
dsultato esatto: per esempio l'area S sotto la parabola d'equazione )=3i (fig. 7),
nell'intervallo [0, 1]. Sappiamo infatti che risulta

e possiamo confrontare questo valore con quelli forniti dal
metodo dei rettangoli e dal metodo dei trapezi, basandosi
sulla tabella seguente,

T"

I o,75 1,5

2 0,9375 t,t2s

4 0,984375 r,03r25

10 0,9975 1,005

s= | .l.r': a.x=lrld:t

Si osselva dunque che, anche dividendo I'intervallo in sole l0 parti, si arriva ad
un risultato delf iniegrale abbastanza vicino a quello esatto. Concludiamo l'esame
di questi due metodi numedci dando dei valori apprcssimati dell'integrale indica-
to all'inizio e cioè

s=l!a,
Dividendo per esempio I'intervallo [1,2] in 10 parti, si ottiene:

5"=3,0s834 rro=3,06065.
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2. lntegrazione grafica

Consideriamo ora una funzione y=/(n), data nell'intervauo [ll, b] mediante un
grafico cartesiano. e vediamo come il metodo dei rettangoli esaminato prima
possa anche essere realizzato per via grafica.
Questo procedimento grafico si basa su una costruzione che permette di visualiz-
zare l'aiea di un rettangolo disegnato in un riferimento cartesiano. Vediamo
meatio di che sr rrarra. còminciando ad c.Jminare un relrangolo 1A(D. che ha
peivertrci ipunri 4(.r,. r.). B(ì4.)n). C(-rs.0ì. Dr.r'.0) (lrg òì: per delermr-
nare l'area J di questo rettangolo, si deve calcolare

(1)

Si effettua ora la costruzione seguente (fig. 9);
il punto,4 vjene proiettato sull'asse delle ), ottenendo il punto.l',

- si fissa sull asse delle r il punto P(-1,0),
- si traccia Ia retta P,4'.
- da D si traccia la rettiì parallela a P,4', fino ad inconlrare in ll la retta CB,
- si fissa l'attenzione sui triangoli simili OP,4'e CDH, per cui risulta

ut Ot HC Arii=fr ossia ii=; da,ui H(-DC.AD
Confronrando con la (ll. i.onclude che ri.ulta i-F? e (io. la lunghezzs del
segmen.o IIC visualizza il vslore numerico d€['area .y del rettangolo.

\=DC AD

Vediamo ora come qnesta costruziore permette di approssimarc per via gnfica
l area S del rrdoe/oidè rela vo ad una funzione ) =^ì r. che .i m.rnliene continua
e po.ilivx rn un intertallo [r. bl: si procede co\i (rig. l0l:
- .r di!ide I intervallo [r. b] in , inrer\alliri uguali. rutri lunghi /z=4-4. in modo

da avere sull a(se d;lle iipunli A. C . C-. . C =8.
- in oAni intervallo si considera il punto medio, in modo da avere

h ^ltxt=a+1. r:=,+r 2 !
.._^,.,L x.=a+(2n-1). +,

si fissa sull'asse delle ir il punto P(-1, 0),
- relari\amenle al primo IDlervallo i e[[ellua la co\lruzlone 'eguente. si costruisce rl'rellangolo AC D-L -di ba\e,1 ed alre//a /(ri).. si proietta EÌ sull'asse delle ), ottenendo il Punro Fr,

. si traccia la retta PFr.. da "{ si traccia la parallela a PFr, fino ad incontrare CtDl 1n Ht,

. si ottiene così CrHr=1,/(rr);
sj nDere una costruzione analoga a pdllire dal 'econdo inlcrvallo e cioè
o si costrui.ce il rellangolù C'(rD-È-. dt baqe /7 ed alrezza ,('r )'. si proietta Er sull'assè delle ), ottenendo il punto F:,
. si traccia la retta PF:.
o da I/r si traccia la p;rallela a Pf1, fino ad incontrare C:Dr in Ii,

Fig.8 Fig. 9



A. Procsdimonti numerici é grarici per integrare una,unzione

. si ottiene cos\ HiHr:hf(xr) e CrH,=hf(x)+hf(rr).
- si continua la costruzione fino ad esaurire gli intervalli, ottenendo (fig. 11)

BH.= hf(x)+ hf(x,)+ ... + hf(x,).
Così la lunghezza di BH^ indica il valore -:", che approssima l'area S, data da

s= | l(.r)1.Y,

Questo metodo grafico, come il corrispondente metodo nume{ico, dà un'appros-
simazione che migliora al crescer€ del numero n degli inte alli. Ma il metodo
grafico fomisce un'opportunità in più: la poligonale ,4,al1lrr... H, tende ad una
curva, quando il numero n degli intervalli è elevato (fig. 12)l su questa curva, in
corrispondenza ad ogni ascissa x, si legge il valore

F(x)= | f?)dx.

Ci si rende così'conto 
"he 

il procedimento grafico può anche condurre a tracciare
un grafico approssimativo di una primitiva della funzione /(r); si tratta della
primitiva camtterizzata dalla proprietà F(a):o.

E così è chiaio che si può avere un'idea dell'insieme delle primitive della
funzione data: basta disegnare tante curve come quella di fig. 12, opportunamen_
te traslate lungo l'asse delle y (fig. 13).
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Fig. 12 Fig. 13
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Vediamo ora il metodo grafico all'opera per dsolverc due Problemi:
1') tracciare il grafico di

F(xt= | cos x dx, con .r variabile nell inlervallo [0. ,tl
J

2') tracciare il grafico di

Ftxt= | L d,,JX
1

con , variabile n"fl'int"*"ffo 
lr1, |l

Il 1' $afico (fig. 14) permette di apprezj,arc l'etficacia del metodo: sappiamo
infatti che risulta

I cos r &:sen r)
e la poligonale in colore coslruila dividendo l intervallo J0. El in sole 6 Pani è gia
abbastanza vicina all'arco di sinusoide.
Il 2'grafico (fig. 15) conduce invece a trovare Per via grafica una primitiva che
altrimenti non si può calcolare.

Fig. 14 Fig. 15

Concludiamo ossenando che questo metodo grafico ha avuto un importaÙa rile_
vante Drima che si di-ffonde§sèro i calcolatori, menlre oggi sono universalmente
usati i metodi numerici. È infa(i molto §emplice s(rivere un prograr'nma per
calcolare uD integrale col metodo dei rettangoli o dei lrapezi. di!idendo l interval_
lo assesnalo in in qran numero di parri e i ri§ultati si ottengono in un lemPo
.oìtò 6r.r". Per sa"pere come si procede basta consullare IAPpendic€ 3


