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B. lntegrali generalizzati
Nel cap. 6 viene presefltato I'integrale definito come limite di un'opportuna som-
ma; si ha:

I
J fln&=r,m IJGt\h+f(x)h+ . +f(x,\hl

Ma, introducendo f integrale definito, si è detto che debbono essere soddisfatte
due condizioni:
1) I'intervallo [a, b] deve essere limitato;
2) ta tnaone y:/(-r) deve essere continua nell'intervallo Ia, bl.
Vediamo ora come è possibile estendere la nozione di integale in modo da poter
esaminare anche i casi seguenti
1') l'inte allo di integrazione è illimitato;
2') la funzione non è continua in uno dei due estremi di integrazione
Esaminiamo separatamente questi due casi.

l. lntegrali estesi ad intervalli illimitati
Consideriamo dunque una funzione definita e continua in un intervallo illimitato,
per esempio [a. +-1 5. è possibile determinare

Flb)= | f(x )àY,

si può anche ca'lcolare

lim Ft,5r- ossia tim I n.tldr.È+- J"
Possono allora presentarsi i casi s.g,1erti
It lim Frb)=@

II) Im f(D) non esiste

nl) Im F(A):S, con,S numero finito

Solo in quest'ultimo caso si può estendere l'integrale all'intervallo illimitato e si
definisce

I «,ta,= t^ I a,t ..i "' b-*.)"
Nello stesso modo si def;isce

tf
I rt't*= 1,r- t 'o'*

e anche

I ru:*: lrc*[ na*.
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Vediamo ora qualche applicazione delle nozioni introdotte.
Cominciamo col considerare la funzione

.._ 1

che è definita e continua nell'insieme P$ dei reali non nulli.
Possiamo allora calcolare

tt I 116
Ft b\: I L tu= ---l = ----: + l)r' t t b

E, dato che risulta

Questo risultato sembra dawero sorprendente, se viene interpretato dal punto di
vista geometico (fig. 16): la superficie racchiusa dalla retta r:1, daìl'asse delle -r
e dalla curva d'equazione y:{ n..o." il valore finito 1, quando la curva si
estende all'infinito!

Se invece consideriamo la fufizione
1v:;'

che è arcora definita e continua nell'insieme P! dei reali
non nùIli, dopo aver calcolato

Ftht: I ! àt:Itn xll=tn h.)x
troviamo che risulta

lim ln Ò: l-a

si ha

ftI - /lt:I.

Fig. 16. ll quadralo di
latolelasuperticie
"solto la curva" han-
no la stessa area,

Fig. 17

e dunque non possiamo estendere lrnlegrale allìnlervallo illimitalo II. --l
Dal pdnlo d' vistd geomelrico (fig. l7). lroviamo che larea racchiusa dalla retla
.r=l.dall'dssedelle.redallacurvadequazione )-l diventa,empre p,u grande.
ouando la curva si estende all'infimto.' Oue\L ullimo risullaro è piu tacilmente accellabrle dal punto di !isra
intuitivo, ma sembra curioso se confrontato con la situazione precedente: le cìlne
delle figure 16 e 17 sembmno awiarsi all'infinito in modo analogo ed è davverc
difficiltprevedere che una mcchiude un'area infinitamente grande e l'altra un'a_

Consideriamo infine la funzione

che è definita e continua su tutto I'asse reale.
Possiamo allora calcolare

ft
I(b)= | --L dr=larctg rìà -arctg b

d
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dato che dsulta

jg arctg r={,
I

si ha

[1
J 1*ì*=a'

Analogamente, si tova

l1
) 1*r'*:1

e quindi

(1
I1+i'

Otteniamo ancora uD dsultato che è so4)rendente, se viene interpretato dal punto
di vista geometrico (fig. 18): I'area sotto la curva d'equazione

è equivalente al cercbio di raggio 1. dalo che assume il valore finito 7t. quaDdo la
cnrua s; estende all'infinito!

2. lntegrali di tunzlonl con discontinultà in inite
Consideriamo ora una funzione che presenti Ie seguenti camtteristiche:

- è defirita e continua in un intervallo aperto, per esempio [4, A),
- risulta lim flr)=Ò
In questa situazione, si Può sempre scegliere un numero p che appartenga alf in-
tervallo [a, b) e calcolare

fF( = I fk)dr.

Per decidere pli "" "i puo estenalere I'integale fino all'estremo suPeriore b, si
dovIa calcolare

I

WF(O=WIflùdr.
Possoflo anche ora prese arci i ca§i seguenti:
l) lim F(B)=-
II) lim F(B) nor esiste

III) lim F(B)=S, con S numerc finito
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Fig. 18. ta sup€rficie
"sotto la curva, ha la
slossa area dèl @r-
chio di raggio 1.
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Solo in quest'ultimo caso si può estendere l'integale all'intervallo [d, b] e si

Jrut*=,y;jrc*.

In modo perfettamente analogo si procede se una funzione r=flr) è definita e
continua in un intervallo [a, D] e dsulta

ITX'l=-

In questo caso si definisce

rl
| flx\ax: rn l f?)a:c.J ,-.: )

Vediamo ora qualche applicazione delle nozioni introdotte, considerando tre fun-
zioni che sono definite e continue nelf insieme & dei reali non nulli ed hanno una
discontinuità infinita nel punto d'ascissa 0:

111
V.x

Proviamo allora a calcolare in tutti e tie i casi I'integrale esteso all'intervallo
[0, 1].
Si ha, per la prima funzione

| : dr:ln xìl=-ln a

e, dato cie risulta
lim (-ln a):+-,

non è possibile estendere I'integrale all'inteflallo [0, 1].
Nel ca\o della seconda funzione. si otliene poi

| ! 7'= -!l :-1a-!Jt I xl,
e, dato che risulta

lim:_I=+@.
di nuovo non è possibile estendere I'integale all'intervallo [0, tl.

Calcoliamo infine

| -+ dx:l2! rl',=2-2\/ ".

ora, dati che risulta
lim Q-2{a)=2,

si può estenderc Ì'integmle all'intewallo [0, 1] e risulta

tt ^| -=ax=z'
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È interessante interpretare questi risultati dal punto di vista geometrico (figg. 19,

20. 2l): nell'inrervallo (0. ll, solo Ia curva d'equazione )=+ racchiude un area
finita. quando si awicina all'asintoto verticale. V.l

Ancora una volta i dsultati del calcolo non sono affatto prevedibili, né facilmente
spiegabili dal punto di vista geometrico-intuitivo.
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Rg. 19 Fig. 20 Fig- 21. ta "suporlicie sotto la cur
va" è oquivalente al rettangolo di
dimensioni 1 e 2.

Fig. 22. Le "supodicie solto la cur
va" è oquivalento al cerchio di rag-
gio 1.

Concludiamo esaminando la funzione (fig. 22)

v=-!' Vr -,:
che è definita nell'intervallo (-1, 1) e presenta una discontinuita infinita, sia nel
puDto d'asaissa 1 che nel punto d'ascissa -1.
Si può allola provare a calcolare l'iotegrale della funzione esteso all'intervallo
[0, 1]; si ottiene

| -! dx=[arcsen x]É=arcsen É
nJ Vl r'

e, dato che risulta

Iim arcsen P=],t-l. t
si ha

f,| | )--!l --* .'i v t-r
Inoltre, la simmetria della curva rispetto all'asse delle ), porta a
concludere che risulta

ItI 
-Ax==.

-/ vr-,t'
Abbiamo dunque trovato un'altra superficie che presenta una
caratteristica sempre sorprcndente: è delimitata da una cu a
che si estende all'infinito, ma è equivalente al cerchio di rag-
gio l.


