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Esercizi

1. Dal calcolo di aree all'integrale definito

IretermlDùc n Éiultrto dcgli l egrsli daftniti proposd neg[ e6ercki d.ll'l r['11, aalcolrtrdo le
colrispordentl aree con un procedimento anslogo a quello seguito nel tcsao.

fft. l2dx- l4dxJJ
,5rt2- lttu. lrdx)J
3t

t l,*. l,a,JJ

" I* ,*. Il., *
ff5. l4x dt. I 4x dt)J
ft6. | (-»+4\ dx, | (-2r+4\ drJ)

,. ll1*,1a,.. |-1*,1*t'' i'-
t_t_8. I Vr-.t d, lV1-Ìd,JJ

f _ t-e- I !4-Ì d\. l,'/4-i d,JJ
(Tenerc presente che te lunzioni y=\li= e y=\q-? .bscivono semiciìconferenze di cenno O).
,,r_f_lo. I \/2.x-* dx. l "/2r-x'dxJJ



1 . Dal calcolo di aree al 'inlegra e delinilo

Esaminare ùna funzione del tipo y=na61n neil'intervallo [4, 6]
in tre modi:
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12.

11.

13.

I \/tv-r, rjv I tlar-Ì dt,JJ
(Tenerc prcsente che te lunzioni y=1Qv4 " t-!c,-f a"",,i,o"o ""*icnconferenze).

Esaminare una fìrnzione del tipo y=2r1 1.on m>0) nell'intervallo [0, D] e determinare

I= I ar & in tre modi:)
I) valutando ì'area r,, degli scaloidi inscritti e calcolando 7: lim s,,
II) valutando l'area S, degli scaloidi circoscntti e calcolando 7= lim S,,
III) calcolando direttamente I, che è l'area di un triangolo.
(B$andosi sulla fig. I, per rispondere sl 1" quesito, si trova:

s,:0 h+h.mh+h 2mh+...+h ( -I)mh=mh'z (1+2+...+n-I)
n/n_ I ) h ..e darc . he risulta I | 2 | ... I n I - -+ e h- : , si ha:2n

È n(n-t) nb') /n-1 )s,=m' .' ^ : -'l-1z n/
Infine, tenendo ptesente che risulta

.. n r .. /- t)
nl

.. nh'zst otnene tu\ s"= 2

procedere analogamente per risponderc al 2' quesi'
to. Questi due procedinenn, lunghi e complicati
tisp€xo al 3", permettono di applicare il metodo
de?li scaloidi per calcolarc I'arca in un caso semplì-

Fig. 1

f
e determinare T: I lmx+q)ùtJ

I) valutando l'area s, degli scaloidi inscrifti e calcolando 7: lim s,,
II) valutando l'area S, degli scaloidi circoscirti e calcolando ?=lim §,,
III) calcolando direttamente I'area 7, che è l'area di un trapezio.
(valgono considelazioni analoghe a quelle svobe nell'esercizio prccedente; si tto'/4' per esempio:

mth al') r^-t l
\-tma I qtnh+mhttl+2-. -n-l)-lma-q)tb-r'- , (;)

e quindi
nrh aiI= li'n. 5, = tna-q tIb-a)+:.

Svolgendo i calcoli ndt.Iti, si puo an.he sciv?rc:
tma+a)+(mb+o)T:(b_a).- f .

ottenendo la stessa fomula i cui si ariva con il 3' procedimento).
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I14. Esaminare la tunzione )=e'nell'intervallo [a,6] e determinare I: | ?' dÌ in due modi:!
I) valutando I'area s, degli scaloidi inscritti e calcolando f= tm s,,
II) valutando l'area ,S^ degli scaloidi circoscritti e calcolando ?= Iim S,.

(Banndosi sula fig.2, pe/ lispondele al l' quesito, si trova:
s.: h. e' +h. et+h + h. ea+)h +... + h. eo+k- t)h

s,: h. e'. ( 1 + eh + (eh)'? +... + ( eh)t"- 1)).

Ora, cofiriene rico are i risultati sulle ridotte di una serie
Eeométrica esposti nei Complementi del cap. 2 e suivere che,
per la serie geometrica di rugione eh, fisuha:

t+P' tP't + -t.'r t=!-l!l:-l:41'e\ 1e"
e quindi

h.e'.t I -eùl L-- r ", -T"
Tenendo prèsente che risuha

. han= ,. equtndt d.1nh=D,

Fig.2

6. Essrcizi

fi attra a scftvere:

t:-+ (e'-e')

Osservando poi che, quando n+a,
T= lim s,=eb-e'.

h-0 e risulra lin -:!-=-1. ti concludc chc
^'o 1-e'

Procedere analoga ente pet risobere il 2' quesito.
1l procedimento è concettualmente semplice, ma sempre lungo e complicato ùt realizzare. Nei
prossimi paragrafi si ttoverà un procedimento per calcolare le atee che è concetrualmenk sottile, ma
moho sefiplie da realizzare, vedi teoréma di Totticelli-Baftovt,).

2. Proprietà dell'integrale definito

Esaminare le uguagllanze proposte negli esercizi dal 15 al 20 e dimostmre ch€ sono vere in due
modi:
I) cslcolando le corrispondenti ar€€ coÌ un procedimento analogo a quello seguito ncl testo;
II) applicando la 2' proprietà esposta nel testo e cioè

I a,t.= I n,,a,+ I na*.J" ', .)" .)"

r lta,-lta,-lta, lta,=lta,-lt*).))J,JJ
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J

ft [t
JZ )Z

rtr
I l-x+3)dt= | l-t+3)dt- | \-x+3)dx))J

[.*=[,**[,*, I,*=1,*-

I +. d,: I +. d.. I+. d., I +. "=
It.

11.

20.

2t-

frr
) (-r+3\tu: I (-r+3)&+ 

J 
(-r+3)dÌ.

trt
J(Lx+l\dx: J Q.x+t\dt+ )(2.x+t)dx

ftl
) (ru+s\&= J(n(+q\dx+ J(nt+q\d)
Valersi della 1' e della 2" proprietà degli integrali per giustificar€ la seguente estensione del
corcetto di integrale definito:

rr
se risulta r<a. si ha l^x)dx-- l^.r)dr.)J

(Te ete prcsente che in qu"sto ^odo *ulia
Itt
I f@dx+ | l(x)dY= I f(4tu=...)JJ)

,*-t*" * ,*r*r*" ,-Ooo" ,egli esercizi d.l 22 al 27 e dimosEarc che sono vere itr due
modi:
I) cslcoladdo le cor spondenti ar€e con un procedimento analogo a quello seguito !€l l€§to;
II) applicando lÀ 3' proprietà esposta nel testo e cioè

af
I t,/.frx)ldx:n I ix)dxJJ

Iu*:rIr0,. Iza-:][ea,

[**=oJ,*, [,a,=lIua,

I+,*=+1,*, J,*=,[;,*
I l2t+4)dtF2 | (x+2)dx

l$*i)a.=\[anvr

/2.

2i.

25-



28,

lmxdt=nlrdtll
Calcolare l'area I racchiusa dall'asse delle x e dall'arco di ellisse che ha equazione

(Tenerc prcsente che risuka

^ t,fi t .. tr= )yi irar=1
e riyederc I'esercizio 8).

», Calcolare l'area f racchiusa dall'asse delle -r e dall'arco di ellisse che ha 
"Cuurion" 

y=\[4],x .

(Tenere prcse te che risuha

e rivedere I'ese/cizio 9).

Esaminare le uguaglianze proposte negli esàcizi dal 30 al 33 e dimostrarc che sono verc in dù€
modi:
I) calcolando le conispondenti aree con ùn procedimento analogo a quello segdto nel testo;
II) applicando la 4" propri€tà esposta nel testo e cioè

lt:r
|.fl.x)d!. l s(x)dt I tnx) -s(.r))dx.JJJ

Esaminare le uguaglianze proposte n€gli es€rcizi dal 34 al 37 e dimostrare che sono vere in dre
modi:
l) calcolando le corrispondcnti aree con un procedimento analogo a qu€llo seguito nel testo;
II) applicando sia la 3' che la 4' proprietà.

It/r;a,
I

31.30.

32-

I rt,+sn,=t l,,tusl t a,J' ) J

rt(llm^+qld\=r.,l)tu+ql1ùt)JJ

35.

3)dx

(t

l*0,*ltr,=1,,J)J

It. !,\*= lo *
J $,.,)a,= [ l, ar. Iz d,

lth,+atàt:lm,l'+lan,) J J'

J(!*o)a,=l[,a,.0[,d,
tft
I thftx\+kit,tld\:h ) fir )dr+kJ 8{.r)d.r36. 37.
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ll teorema della media

Gli ese/cizi dat 38 al 45 conducono a lifkxerc sul teotema 'lella 
media' che ora lkhiamiamo:

dato una funzione t-frjr), defrnita e continu i un intenalto [a, b], si può se'npre trorare' all'inle o

detl'i tenatto la, bl, almeno un vdbrc c pet cui isulti:

t
I ftx)dx:(b- a)fic).

38, D"t".-i,i"." l'us"i.." . per cui risulta

L,t"=:'"
J

tSi trova c-rr. cio? il punto ne.lio d?ll inrcrvallo [0 3])'

39. Deteminare l'ascissa. per cui risulta

I x dx=r6-1tc
J

rSi mva c=!. doà il ouno n?dio de inrcnalo [1.6l).2

40. Determinare l'ascissa c per cui risulta

fI t dx=bc.l
6i rcva c=3, cioè il puflo m?(tio de nrcrva o l0 blt'

41. Determiflare l'ascissa c per cui risulta

f
I x dx=lb-a)c

J

(St r,"r;r=+, cioè il punto medio detl'ittewatto [a, b])

42, Determinale l'asci§sa c per cui dsulta

f
| \w-q)dx=\b- s\tnc ' q\.

J

(Si trova'c=!, cioè il pu to medio de 'interva o [a, b])'

43. Determinare l'ascissa c Per cui risulta

t
I e' dx:4e'')

(Dalt esercizio to 'i'ut'o "'=#' cioè e'-13'4' da cri c=2'6' tn questo cltso c non è il punto

edio de 'inteNs o [0' 4]).
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44. Data una funzione definita e conlinùa in un intervallo [a, ò], dividere l'inte allo in n pani uguali,. halungne /r--2 e oelermlnare I puntr

t=a+h, :h=a+2h,.. , xn:a+nh=b.
Rispondere qurndi ai seguenli que\iti:
- determinarc la media ). degli11 valori f(x1), f(x). ...,l(x^);
- determinare il valore medio t, della funzione, nell'intervallo [.r, ò], calcolando liq ).:t;

1(- verificare che risulra j,=i! lJ(.r)dr.oa )
I tx r) * f(x!) -... -ft^,)& ha y-=t-:--.::----:-:-: =[l(t)-lx.)-...+ftx)I. ti. t

45. Dopo aver svolto ì esercizio precedente, esaminare le seguenti affermazioni, relative ad una
funzione )=/(.r), definita e continua in un intervallo [a, b], e verificare che si tratta di enunciati
equivalenti del teorema della media:
- «esiste alm€no un valore c, aÌl'interno dell'intervallo [a, ù], tale che /(c) risulti ùguale al valore

medio p della funzione nell'inte allo [a, b],
«il valore medio di una funzione continua in un intervallo [a, b] appartiene all'immagine della
funzione".

3. ll teorema fondamentale del calcolo integrale

Gli esercizi dtll 46 al 54 co ducotto a iflettere sul teorcms di Toticelli-Barrch,, che oru tichia-

intesmnno uru lunzione continua ]=Ik) (h un estrcmo infenorc fisso ad un estreno supeiore
variabile, si ofriene u'altrafunzione v-F(x), che ha pet deivata l, funnone y:IG), colcolora
nell'estreno supeiore ya aùle.

4. Determinare la funzione

f
Flxl= | 2 dt)

e calcolame la derivata, verificando che risulta F'(i):2.

{1, Determinare la funzione

ttF(x) ltdt. o\sia F(r)= ltdrJJ
e calcolarne la derivata, verificando che risulta F'(.r)=,r.

48. Determinare la funzione

ft
Gut - l n ù. o\sia Gst l nx dx1,J

e calcolarne la derivata, vedficando che nsulta G'(r)=rar.

49. Confrontare i risultati degli esercizi 47 e 48 e vetificare che:
in base alla l propriela deglr rnlegrali risulla 6(r)=mF(x).

- in base allalgebra delle derivate dele essere G'k\=nf'G\.
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50. Determinare la funzione

tlFlx)- | \nt+q)dt. ossia Fl.x)= | (,rx+q\drt)
e calcolame la derivata, verificando che risulta F(r):4r+4

51. Scrivere la derivala della seguente funzione

tl
F(r)= | cost dr. ossia p1v1= | as x dx..))

52. Scrivere la derivata della seguelte funzione

Ftx\: I \tr ù. ossia Ftxt= I \G dr.-'' J ' J

53. Scrivere la dedvata della seguente funzione

trf\x)= | t! dt, ossia F(x)= | i dt..J)
54. Scrivere la derivata della seguente funzione

tr
F(x)= | Ilùdt. ossia Fl!\= | l(x\d.x.J)

4. Dall'integrale definito all'integrale indefinito

Gti esercizi dal 55 at 60 conducono a riflettere sui te simboli introdofi nel Esto e cioè:

trf
I ft'l*-r, I nsdr-F(x), ll@dx=F(x)+kI" J- J

55, Confrcntare il significato dei seguenti simboli:

l>a, lz*. lza,.)JJ
56. Confrontare il significato dei seguenti simboli:

fff
lxdr. )xdx. Jtax.

57. Confrontare il significato d€i seguenti simboli;

l» ar. lt a*, lx *.IIJ
58. Confrontare il significato dei seguenti simboli:

.(f
l\2xt3\dt. I tu+]la,. )t»+t\dtli
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59. Crnfrontare il significato dei seguenti simboli:

tftlnxù I mvnv lwnvJJJ
60. Confrontare it significJto dei seguenti simboÌi:

ttt
I lru+q)dx. | (nx q)dx. l(m.t-qtdx.)))

Gli esercizi dat 61 al 72 c)nducono a rilteoete sut procedimento per otenere I'integtale delinito a
pattire dall'integrule indefinito e cioè:

tiidato lf(xtdJ.=Ftx) * con F'tx)=Itxt, si ha: I fix)dx-Ftxt-Fht e I ltx)tlx-Ftb) . Flo).'!!
61. Determinare la funzione r(.r) per cui risulta

r
| 2x dFFQ)+k

J
e calcoìare il risultato d€i segrenti integrali

aflua, e l»a,)J
Interyretare geomeùicamente i risultati ottenuti.

62. Ripetere l esercizio 61, a partire dai seguenti integrali:

rl(12dx=Flx)+k, lza,, lZa,.J))
63, Ripetere l'esercizio 61, a partirc dai seguenti integrali:

ti;l3x dx-ri')tk, | 3t dx, | 3tt dt.J.J.J
«. Ripetere l'esercizio 61, a partire dai seguenti integrali:

.i(rr
lcos ,l d.r=F(r) tl, lcos,/r, lcosxdr)t)

65. Ripetere I'esercizio 61, a partire dai seguenti integrali:

fttle'dx=t(^\+k. le dx. l?'d^..)).1
66. Determinare la funzione /(r) per cui risulta

I f(r)dr: r'+*
e calcolare il risultato dei seguenti integrali:

I n,t,t' . I n,v,J" J"'
Interpretare geometricamente i risultati ottenuti.
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61. Ripetere l'esercizio 66 a partire dai seguenti integrali:

I n,ta,=rt+*. I nno,. I nno,.J' )" )',
68. Rìpetere I'esercizio 66 a partire dai seguenti integrali:

69. Ripetere l'esercizio 66 a panire dai seguenti integrali:

70. Ripetere l esercizio 06 a parlire dai seguenti inlegrati:

ln»a,=!+*. I nno,. luo,.J" x )" J"'] L

I n,ta,:n "+*. I 0,,*- [ n**.J" J', I'

lf(xtrlr=co. r+&. I n,tar. I trta,.J" J' J'
11. Esaminare la seguente dimostmzione del leorema di Toricelli-Barrow e delle sue applicazioni al

calcolo degli integraÌi definiti e conftontarla con quelle esposte nel tesro, rilevand; analogie e
differenze.
Data una funzione y:^x). definita e continua in intervalto [c, r], in cui risùha sempre ),>0, si
indica con F(,r) la funzione che descrive I'area del trapezoide aotto la curva fra l'estremo iiferiore
fisso c e I'estremo superiote variabile r.
Considerando un'ascissa a, all'interno dell'intervallo [c, ò]. si ha (fig. 3):

(
I f(x)dx= F(b)- F(at.

J

Considerlndo, nell'intervallo [c,6], le as.isse I e r+à, si ha (fig,4):
Fh_h\ _F(r\

F(.r-r)- F(.r) --r.l.y). -=---nr) e quindi F tx)=l\().

72,

Fig. 3 Fig. 4

Esaminare la seguente dimostrazione d€l teorema di To[icelli-Barrow e delle sue applicazioni al
calcolo degli integrali definiti e confronrarla con quelle esposte nel testo. rilevando analogie e
differeoz€.
Data la funzione )=F(n), derivabile in un intervallo [a, ù], si divide l'intervallo [a. A] in r parti
uguali di lungheaa i=-. otlenendo i punti:

h=a+h. b=a+2h...., t,Fa+nh=b.
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Si procede poi nel modo seguente:

F(b)- F(a)=lF(b)- F(x,,)l+t(,, ) .(x*)l+...-r(.rl+[r(rr)-r(a)];
- si applica il teorema di Lagrange, ottenendo

F(b)- F(a)= hF'(c)+ hF (c,) + . . .+hF (c^\,
con cl all'interno di [a, rJ, c, all'intemo di [r,, xr), ...;

- si indica P(r)=/(r) e si scrive
F(b)- F(a)= hflc') + hf(cz\+ ... + hf(c");

si calcola il limite per n+6 dei due membd, ottenendo

t
|1n [ftbt rtall-r161-p1r,. tim lh Jt(:)+...+h Jtc,)]= J rula,

e quindi

tF(b) F(a)= | f(x)dx.J

5. Calcolo di integrali indefiniti: integrali
immediati

Gli esercizi dal73 all'82 co duco o a deteminate le pimitive di una funzione, valendosi della
tabe a degli integrali immediati, che è tichiaùata qui sotto.

Tsbelh degli htegali irnmediati

):ln,

ha per derivata y,=( +t)t,
.1v: .

r'=l+tÉ x,

.1
.',_ 1

.t
Y = i+1'

perciò si ha l*,6=--La-*o) n+l
[ 4t:r" , *o)x
In a,=u*t

l""". ' *:*' '*uJ

|..", , a*: "n*,+rJ

)tl+te: xtdx=tcx+k

[ __4L:E *+k

lax
I 

-=alcsen 
Ì+/.

tdx
J -t-=arcrg x+,(



5. Calcolo di inieglala ind€linili: int€glali lmm€diali 54€
Dctfimitrù! le p mitivr delle funzioni as§€gnrae negli ererclrl del 73 d 77 e scrlvere i riiultsti
otleruti, vdendo6i dcl slmboto ili inteSrale iDdaftnito.

73. y=1, y=x, y=x', f=/, y=*
-- I I I I 1t't. Y=;, Y= i. )=;. Y=i, y=7;

1s. y=\G, y=l/;. y=lx. y=17.
7G. y=+. )=+. v=+. v=+. v=+Vx ',tx VÌ YÈ V.t'

77. )=sen ,, )=cos r, y-7+tg'z x, t=#, ,=#

Dcteminare gll integrall lnd€finitl arsegmti rcgli esercizi dsl 78 aI'82.

7a. j,-.*. I,r*. I;* D. I**. Ii*. Irt*
m. Iw*, [**. It * 81. [**, 1,,*. 1".*
n. J..,,a,, [*",a*. l#* $. I# I;[ lt+tÉ,la,

6. Metodi di integrazione

17

Metodo di integrazione per scomposizione

Gli esercizi dall'\3 al93 co ducono a deteminarc le primitite di una funzionc, valendosi della
tabella degli integali immedia.i e della regola ichianwto qui soto

trt
) bf@+ bs(ildx=a )Jk)dx+ b ) stx)dx.

Calcolarc le Fimitive dellc fundoDl &3.§egDsta negli tscrcld iltll'83 al 93 e scrlv€re i ri§dtaai
ottenuti, valendosi d€l slmbolo dl integrale indeltnlto'

U. y=5, t=4x, y:4x+5

85. ,=t, ,=-1r, t=t-lf
86. y=;r. y=-x. t=;r-x
87. ,= 1- v=-2t- ,=1-.2,

8a. ,=-1. v=.t'. ,=f-1't:r
8e- ,=\a* ,=4. v=fr+A' ,,t x v.r



90.

91.

92.

93.
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I .,^ I,- vr sen.r. ,- , cos.r. y= vr sen r-, co§ x

)=-J:en ì, y-- I -.-r, y-{.orr-.lr.n,v2 v2
I 1.y-x t zsen x. J-r-;.cos.r.

I:Ì+p'- ,=1"'* !. ,:,t' Vse'"3Jx
Gli esercizi dal 94 al 98 conducono a determinale le ptimtive di una funzione, valendosi della
tabella degli integrali immediati e della rcgola di scomposizione estesa a piu funzion| che possiamo
scriyere nel modo seguentetrr

I lo, f,tx),...'a, Ltx)|tu-q ll)tx)dx+...+a, l/tx)d-r.JJJ
Calcola.e le primitive delle funzioni ass€gnate negli esercizi dsl 94 at 98 e scrivere i risultati
ottenuti, valendosi del simbolo di integrsle indefinito.

y=Zr:+lr-1. y: ;r'r;r-;
- t- " )y=sx"-3x,-Ly. y:-3r.+.r. ;r

y=*,2+!, y=*,*a- 4
y: vx .r+___=, y=11--zx+

98. y:x+2 sen x-3et, y=6x5 4 cos x-'7e'

Gti esercizi dal 99 al 109 conducono a deteminare le pimitive di utu funzione, valendosi del
seSuente p rocedimento :
l) ci si bas(t su aìtifrci algebfici per sciwrc la funzione come cornbiqzione lineare di funzioni che

conpaiono ne a tabella degli integrali immediati,
ll1 ci si vule della rcBola ù rconpo:i2ione

Calcolare le Fimitive delle funzioni assegnale negli esercizi dal 99 al 109 e scriv€re i rlsultati
ottenuti, valendosi d€l simbolo di integrale indelinito.

99. u: Ìr-2ar+2. v- 2.r'-4,rr+l'^
(Pet esempio el 1' caso, basta applicare la prcpietù distributiva pet sciverc
,1-21+2 , ^ 2,

roo. ,=11-1r+6- , lr'-4r+x' 2r' ' 3x'

r: !.r+utr l.r+lZi'vx
rat2- v=4-4. v vx-+- vr' \/*
103. y=tgu t, ),=tg:I+3

(Tenerc prcsente che risuha te: x:l+td x I, t8: x+3=1+tga t+2).

94-

95.

96.

97. 1
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,*. ,=[-tI. ,-z+lt4' Vr ,, Vl-l
(Te ere Dresente che ,o,u, tT4L- ,- 1 , ...t\tt4 \/t -.è

ros. v:-d-. ,= à'*l' 1+x' Ì+x'
tTenerc prcsente che si p"' "rrir"," -l .- fiL-, li t

106. y=r.H, y:-#jr(I+.Y'' r(r'+r,
(Te ere prcsente che si può scivere

t+l -t _ l+l - -L= 2l+l - f ll!:=...)
a ,tl+f ) r(t+.1) xll -ì) ' x')t.l+l) l ll+l)

ro?. y:&I+, ,=!,1' I +r- f+l
(Tenere presente che si può scivere

xo+f+1=l(l+1)+1 e l-l:f +1-2,...)

108. y sen2.r+sent, ,: 4' sen Ì Vl-senr.t
(Tenerc presente che, in base a note lomule di niSonometia, risuka

sen 2x=2 sen t.cos x, \j-iiG-rot r P quindi l
109. y:ln 2r-ln i, Y=et'x

(Tenere presente che, in bav a note prcpneù de e potenze e dei logarit'ni' si può sctivere

ln 2r:ln 2+l x, et^'=x, ...)

Metodo di integrazione per sosiituzione

Gli esercizi dat 110 dI 182 conducono a calcolarc integati indeftnin' valendosi della tabe a degli
inte?rali immediati e della rcgola richiamats qui sotto:
da ogni fomula di integrazione del tipo

I ftx)dr=Ftr)+k,

se ne può cavarc una del tiPo

lÌ(z)dz= 
F(z)+k

z=e@ e dz=s'(x)dx
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In panicolare, Bli esercizi dal 110 a|131 conducono ad applicare la regola ora ichianatq a partie
dalla pina tiga della tabella degli integali immediati:
ù)lla fomula di inregazione

r1
I x,dr=-J-x-t -k- con n+-1,) n+l

si ricara r,
l r,4z= ---Lz'-,t k, con n+ t,I n+I

dove si tia
2=g(x) e dz-g'ht)dx.

Esaminare gli int€grali indefiniti proposti rcgli esercizi dal ll0 al 131 e calcolare quelli a cùi si può
applic.re la regols esposta soprs.

ffrr0. J(r+lfdr, I tx-3fdx)J
(Nel f integrale si considera z=x+l, ossia 8't):x+1 e quindi 8'@)dx=dx, cioè dz=dx. Ptucedere
analogamente pet il2' i tegale).

n' I(r;,d'' [é**
f t.tt2. I t/x+s dx. I l/,-6 d,)J
ttltrlsf l -:- dx. I -;=::1 dr) ) Vx+8 ) Vx-1'

r14. l(x+bfdx
(L'esercizia pofia a scoprbe la seguente rcgola Senerule:

f1l,,+bftu- , tx-b)'''- k)J n+1
ttII5. 

J 
(/ -3.r) (2x 3)dÌ. l(x' 3t\ dr

(ll primo i teqrale si può calcolnre in due modi:
1) valendosi de a regola di sostituzione, considerando

z=l-3x e quindi dz=(2t 3)dx,
) sviluppando i calcoli e applicando la rcgola di scomposizione.

Confrcntare la rapidità ed eflicacia dei due metodi.
Il secondo integruk non si può cakolare valendosi della rcgola di sostituzione, perché...)

116. l,u,*4,, o, o,- I ù,,+qfa,l)
(Tenere ptesenti i suggelimenti dati nell'esercizio prccedente).

tti. I o*-, o, | , ,,) (3x'-x)' J 9t-xY
(Al ptimo integrale si può applicale la regola di sostituzione, co siderufido z=31-t e quindi
(6x ])dx:dz, ms non si può procederc analogamente per il secondo integrale perché...)



6. Mélodi di inr6qra2ion6

l1-ltll8- I ---2- dx. I ---:- dli (l-r)' J (1-x')'
(Tenere presenti i suggeimenti dati ell'esercizio 117).

fre. lu t/t+,, a,. I\h+ì drJ,J
(Teneft presenli i suggerimenti dati nell'esercizio 117).

r2o. l:Y)-0,. [--]-*J t/»,+, J t/E+,
(Tenere presenti i suggetime ti dati ell'esercizio 117).

t2t. | -4- *. [ -:- a,) \/1-? J Vr -x:
(Auenzione: il 1" i teg/ale si calcola valendosi della rc?ola di sosthuzione, consitlerando z=1-l e
qù di -2x dx:dz; il2" tutegale à invece un integrale immediato!)

122. )tat'1+bx+t\' tzax+b\dx

(L'esercizio conduce a scoqfue la seguente regola Senerale:

I t ar' I bx+ crt2ox+ b)dx= 
-L tol + t, +, t' * k,.

ffr23. 
I 
(r+l r3/dx. J 

(r'+l)?dx

[.*,,-.,*. [**, a-JJ
tAl Dtiho int?erule si Duò aDolicarc ta rcPota ù sostitu2ione, convdcrundo z=s?n x e quindi
,or i dr-dr; àa non sì puabroreaere analogamenre pet iI2" inrcSrole perché. )

ft
I 
cos'x{-sen rldx. 

I 
cos'x ax

(Tenere presenti i suggerimenti dari nell'eselcizio 125).

f t-sen x) | Il-dx, l ------.- atI cos'x J cos"r
tAttenzione: it f inteprate calcols valendosi della regola di sostituzione, considerando z=cos x e
quindi sen x dx-di: il 2' integrale è invece un iatPEruk imnediab)
t f 

-J 
cos xVsen r d.r. 

J 
Vsen:r ax

(Tenere presenti i sulqe/i enti dati e 'esercizio 125).

af
I 
sen'x cos x dr. 

I 
coJ.r(-sen Y)dr per n7-l

(L'esercizio conduce a scop rc le segLenti reSole ge elali:

l r"n' ,'ro, * 1,- .-L ,",*' , t * Pet nt- t
) t1+ I

[*n ' t-*, -lo,:]y cos^+t x+k, per n+-t).
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r25.

(Tenere Nesenti i suSSerhrcnti dati nell'esercizio 115).

1;\ [ e,'-4.d,. [-]-0,
-. J (t' x'\' J (x' x't'

-?' (Tenere prcs?nti i luSSe nenti dai nell esercizio 117).

tn.

,i,a)

128,

129.
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lJ1.

132.

133.

t35.

É6.

lz
z:8k)

6. Esercizi

lbr ,*. [,^, o^lx l
(Al primo integrule si può applicarc la regola ili sostituzione,.ottsiderando z=ln x e quindi
l! dx-dz: ns non si puo procedere analogament? pet il 2" inregrale perche...l

I\ -L d, I uc,o,lx l
(Tenere presenti i suggerimenti dari nell'esercizio 130).

Gli esercizi dul 132 al 140 cond cono ad applicare il metodo di sostituzione a paftbe ddla 2' fiqa
de a,abella degli integrali immediati:
dalla formula di integruzione

| 4:=^ t, *u.Jx

tn 12l+k,

e dz=s,Ot)dx

Esaminare gli inte$ali indefiniti proposti negli es€rcizi dal 132 al 140 e calcolare quelli a cui si può
applicar€ la rcgola esposta sopra.

f t f t

I ,*3 * l, s"
(Nel 1" inte?rale si ha si considera z=x+3 e quindi dz=dx; si procede analogamefite per il 2'
integale).

[ -t- ,,
tL eserctzo condu.? a ffoptirc ta se|upnt? tepola qenerate: [ -l ar=n **t **,.

J t+b
fzx+s [ 1lì*uo'' J, -s, "
(Al primo inteTrdle può applicorc la regola di sostituzione, consùlerando z:f+5, e quindi
t2xt5)h=(lt; na non i può procedete analogamenrc pet il 2 integrale perchà...)

| , 0.. [t-0,, l+i , 1+.r'
(Attenzione: il f integrule si calcola valendosi ilelta reSola ati sostituzione, considerando z:1+l e
quindi 2x &:tlz; il2' i tegrale è invece un integmle im ediato).

[ 2aÈb

1L'esercizio conduce a scopire la seguente rcgola generale:

I tol=-L ar=1,, at'bx-( +kt.

f ms^ ,' Isenx r,
J sen .r J cos.r
(At pirno integrate lti può appticarc ta regola di sostituzione, considerando z=se x e. qui di
àr:lcos x dx; si può pròcedere' anatogamenie per il 2' integrale, considerando z:cos r, da cui §i
otiene dz:-sen x dx e quindi, sen t òt=-d|...)

t37-
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r(r38. 
, 

ctc.r dr. 
J 

te r dr

lTenerc pre'ente che per du? otp to,nute di tgonometia ,isuln nB x-W e re r=ffi,
wlerci dei /isultati del precedente esercizio per aùvare alle seguenti reSole Senerult

Ir
)ee t dx=tn tsen t +k. )ryxb,=-t lco:t'-At.

rje. fren, +co- ,*. ]...', .." - ,,
J sen .r-cos r J sen .r+cos.r
(Al prino integrule si può applicale la regola tli sostituzione, cottsidemndo z=se x-cos x e quindi
dz-(cos r+sefi t)dx; si può procederc analogamenle pet il 2" inteSrule).

r4o. | "' 0,. fe'+t dxJe+2 ) ?'+x
(Al primo iùtegnle si può applicare la regola di sostìtuzione, consideldnào z:€'+2 e quit i
dz:e' dx; si può procederc analogamente per il 2' inteSrale).

Esaminarc gli integrali indefiniti proposti negli es€rcizi dal 141 al 150 e calcolare quelli a cùi si può
applicare la regola di sostituzione a partir€ dalle restanti righe della tàbella degli integrali imme'
diati.

r+r. J*, (,+j)a,, J-.(,-;)r,
(Nel f integrule si ha si considera

uz. Jzsen(uldx, Ji'."[1*

z=x+: e suindi d..=(tx; si prccede analoganente per il 2

(Nel f integrale si cotlsiden z:2r € quindi dz:2 dx; si procede analoganente pet il2'inteStule).

144. l-L*. l-L*J Vr-i J Vr-4I1
(Net f integlate si ha si considera z=f e Erindi dz-2x dx; net 2' intesrule si ossena che #:(2:{))
e si considéra z=rc, da cui dz:2 dx).

r4s. | -P- 0,. | --z- o,J 1+.r' J 1+4.r'
(Tenere presenti i suSSerime ti dati nell'esercizio pftcedetùe).

146. [ }-0,. l -+=*J Vl-(r 1l' J Vz.-,'
(Il 1" integrale si catcota inmediatumente pet sostituzione; svolgendo il quaùato irulicato, il 1"
integrule coificide con il secondo).

t4i. I -t- *. [ -+- *
J r+(x-l)' ) x'-2,+2
(Tenerc prcsen i i suSSeimenti dati nell'etercizio ptezdente).

trs. [.o, * "^'' a.. ln" o,JJ
( f i tegrale si può calcolarc per sostitÌtzione' consiàerando z:sen x e quindi dz=cos x dx;
ìnvece noi si può'proceàere analògamente per il secondo inteSrule' perché ')

Jl,*-'(,.;)l*. J;h
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[.L*. ["" *
J zt/, )
(Tenere ptesenti i suqgeùtuenti dati rcll'esercizio prccedente).

Dimostrare che è coftetta la seguente regola:

)e4')f'\xt&=et\+k
Dimoslrare che sono corrette le seguenti regole:

tt
J 

sen [/(.r)l/ (r)d.x=-cos [flrr+t. J 
cos ll-r)lf'(r)d.r=sen l/(r)]+k

Dimostrare che sono cofette le seguenti rcgole:

f(I+tdt (r)l)./'(i)&=ts L(.r)l+k. |#fÈ,*=,rrnnt,o
Dimostmre che sono corette le seguenti regole:

I ffi*=*"*"srx**. | ffi*=*,"root*r
Gli esercizi dal 155 al 185 conducono a calcolare integali indqiniti valerutosi del seguente prccedi-

l) ci si..basa tu a ifi.ci alq?brici pet sctiverc la lunzione inpgrunda in una forma a cui si possa
appncafe tl melodo dt sosttluzione;

II) ci si vale del ùetodo di sostituzione.

Esaminar€ gli integr.li indefinitl propo6ll negli eserclri dal 155 al 166 a calcolare qu€lli a cui si pùò
applic!Ìe il EocedirDerto lndicsto sopr..

lorzra", I$*il'*
(Per.catcolare i1.1" jntegale, si consiilera z=3Ì-2, da cui dz=3 tu e quinùi 4r=!. Ci ri ri"onau-
ce dunque a calcolare il segùente integalc:

[!r a"=![,, a.=! (!:).*,
otenendo in definitiva

ft
I (3x -2)'z dx= ; 6 x - 2)3 + k.

Procedere analogamente per il 2" integrale).

l,o,-rr,r,. I t *.l J (4:-1f

l:il.

r5{.

153.

t5s.

(Tenerc presente il suggeimento dato nèll'esercizio 155).

",. I'\,f!{-lù, I#*
(Tenere presente il suggeimento dato nell'esercizio 155).

,rr. [afu*. [**
(Anche in questo caso si consid.ra z=4x+3, da cui dz=4 ù e quindi dx=$. Ci si icorlduce
dunque a calcolarc il segu?nte inÉgrule:

Il !a,=llla,=4n a**.J4 z 4Jz 4
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ottenendo i definitiva
t,
| 4*1d,=i k 14, I 11+k.

Pro"etleie analogament" per il 2" integrak)

rse. lsen r2tuLr. [*" l+ìa,) .J \2)

(Anche,in questo caso si consiiletu z=2x, tlo cui dz=2 dx e quindi dr=! Ci si riconduce dunque
a calcolarc il seguente integrale:

l' ,",, r,=!lu^ z dz=!r-cos zt-k,)2'----- 2) 2',
ottenendo in definitiva

r1
I sen t2x)dr=-+ cos t2.x)+k.Jz

Procederc analogamente per il ? integrak).

160. fcos r3.rrd.r. l.o, l+ì a*) J \J/
(Tenere presenti i suggerimenti doti nell'esetcizio 159).

16r. Jsenlà-j]dr Jcos(3r-ildr
(Te ete presenti i suggeimenti dati ne 'esercizio 159).

162. l "' a,. 1" " *JJ
(Valgono sugleimenti analoghi s quelli dati egli esercizi 155, 158 e 159)'

r63. ["" ,' o*. l ru "' ar)J
(VstSono suSSerimenti analoghi a quelli dati negli e§elcizi 155' 158 e 159)'

164. I -t- a,. l t-*J l+4x', .l 4+x'.
(Pet calcolare il f integrale conviene procedere così:

.11si osserua che 'uka tlì?=i_el)-:
st co sid?ra z=2x, da cui dz=2 dx e q,indi dx=d;:

1f ,
- si catcola I I -- dz=.'- arctg z-k.

z ) 1+rt,
:i otiene lL,_ o, *-; arct| t2xtLk.

Si pua segute un procedimento analoSo' a pa ire dal2' integale, comincianilo ad osservare che
tisuha

1111a_t a.lt*t I a r*lr),'f ll 121

ltllrcs' )**ax Jsr+s»'so'
(Ripetete un procedimento analoSo a quello §eguito nell'esercizio 164' tenendo prcsente che tisulta:

I - I : .1 .'l-2xt2 l.tr+li ' 9./1l2x+5 lt(3'+2)
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166. l-=l-*. l ::*J \/1 4t J t/c-,,
(Ripetere un procedimento analoSo a quello seguito nell'esercizio 164).

167. Dimostrare che sono corrette le seguenti regole:

f 

--_L 
7, = -L u,.,n l **. [-! a,=ur.,.n r - rJ a'-x' a "a J \/a,-l

168. Dimostrarc che sono corette le seguenti rcgole:

i- --+. dtt'-t araelax-b)rk, I -L*=! ^rcsen 
(dr b)rkJ tt(axtb)' J Vt-l"x-bÌ a

169. Dimostrare che è corretta la segùente regola

lv,-ar a,=! )=pr- ty '-*. per n+. 1J' o n+l
170. Dimostmre che è corretta la seguente legola

I)-aj.-t rn axtb +kJ ax+b a

171. Dimostrare che sono corette le seguenti regole
r t 

x I bt+k. I co' (ax t btdx=! 'en tax-bt-*
lsen tax I btd:(= -! cos h J a

172. Dimostrare che è corretta la seguente regola

| "'-.u 6=L "«*o,a 1)a
173. Dimostrare che è corretta la seguente legola

f'
lllax-b)dx=: F\ax tb)+k. oot. t'1'1=flr)Ju

lntegrazione di particolari lunzioni razionali

Fissfulmo ora l'attenzione sul calcolo .li i tegrali di funzioni tazionak dei tte tipi seguenti

, I !'-, 0,. ,. [ *''' 0,. 3 [ !?t d.- Iaì-bt-c"- ) Px+s Jaftbx+c
dove N(x) indica u qualunque polinomio.

Cominciamo con qualche esemPio numeico che può condurrc a conskleruzioni di &ratterc più
Benetule; esaminiamo l' ìnteqrale seguente:

[ .3x+2 drJ ]c-5x+6
Ecco il Nocedimenb da seguirc

- si tisolve I'equazione l-5x+6=0, ottercndo le soluzio i ttt:2 e xz=3;
- si scompone'i fattori il denomùlatore otenendo l-5x+6=(x 2)(x-j); così si può scrivete

3x+2 = 3x+2
l-sx+6 k-2)(, 3)'

- si cercano due numeri A e B, che pennettano di sc vere

3r+2 _A+B ltlB-2)tx-3) x-2 r-3
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Per trcvare A e B si esegue I'a(Uizione indicata al2' membrc de a (1), ottenendo

A B A(x-3)+B(x-2) (A+B)x+(-3A-28)
,-2- ri= (, )k-3) =---1;r(;r)

e quindi

553

3r+2 6+B)x+(-34-28)(x-2\r-3) (x-2)(r-3)
cosl è chiarc che quest'uhima uguaglia za è vetilìcata, §e tbuha

( A+B=3
l-3A-28=2.

Risolvendo poi il sistema di due equazio i nelle iicog he A e B, si ha:
A=-8, B=11.

3x+2 _11 _E(x-2)(x-3) t-3 x-2
- si amplcra il calcolo dell'inregrale, oaenendo:

I fff. "=,, 1,'- *-aj f; ar= t t n rx-2t-B tn rx-31 + k

Oru è lacile rcnde$i conto che il prccedifiento seguito si può ipeterc solo se il tinonio di 7 gado
d denominotore ha solu2ioni .cali c distinte.

Vediamo allora alti due esempi che pennettono di comple,are lo studio delle vaie sùuazioni
possibili.
Etaminiamo I' integale seguente( s,-sl-At

J l-4x+1
Ecco come si ptucede in questo caso:

- si isolve l'equazione ;-4x+4=0, ottenendo le soluzioni xt=rr=2;
- si scompone in fattoi il denominatore ottenendo x'z-4x+4=(x-2)2; così si può scirere

3.r-5 _ J.r-5 .l-4x+4 (x-2f'
- si cercono dùe numa A e B, che permettano di sciverc

3x-5 A B tzl(x-2)' ,-2 (x-2)'
P.r tovare A e B si esegue I'oddizione indicata al2'membro della (2), oienendo

A ! B -A(x-2)+B -At+(B-2A)x-2 (x-2f (x-zf 6-2f
e quindi

3x-5 _Ax+(B-ZA)

cosl è chiaro che quest'ultbna tguadia za è veificata, se suha

lB-2A=-5

Risolvefldo il sisterno di due equozioni nelle incoqnite A e B, si ha:
A=3, B=1.

- si scive
3x-5 3 I
(x-Z)t '-' ''-"'
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si completd il calcolo dell'integrale, ottenendo:

l3'-s.d,-31 t d,-[ ' .a*-t,, t z -!-+AJ 0-2Y ).t-2 ) (r 2l x'z
Esaminiamo infine I' integrak seguente

I )--,
I È+2x+2

Ecco come si procede:
- si risolve l'equazione l+2x+2:0, ottene do soluzioni non reali e concludendo che i metodi

finoru seguili non sono valiài;
- si ossena che la deivdta del denominstore à 2r+2, perciò si tisctive il numeratorc neld forma

2x+3=(b+2)+l
e la funzione assegnata nella forma

)a+l )t+2 I
l+2,+2 l+2Ì+2 1+2x+2

- si completa il calcolo de 'inÌegrale, dato che si ha:

I !!-j- at=tn lÌ+2r+21+k

l,'^ ^*-l -L_ tu=s'ng 1t+ t1-*) l+2^+2 J (\+l)'+1
e quindi

( z,+z I tt -- dx-t=Ldx=tn .lt2! 2 tarcryt\!1t-k.) l+2x+2 ) f+2x+2
A paltire dagli esempi esaminati, siamo ora in Srado dì trarre qualche conseguenza di caraxere
generale per il calcolo di integnli del tipo

I px+q
),r+b,**

Le situozioni che si possono prcsentare sono le seguenti:

I) I'equazione o!+bx+c:0 ha dw soluzioni reali e ilistinte xt e xr;
ci si riduce ad integrali già noti, determinsndo due numei A e B in modo che risuhi

px+q_4_B
al+bt+c t-xt t-xz

II) I'equaaione a.x'z+bx+c=0 ha ilue soluzioni coincideùti k=\'
ci ii /iduce ad integrali già noti, detetminando due numeli A e B in modo che risuhi

p+q _A - B
a.f+bx+c x x1 k-x,F

III) I'equaione or'z+bx+c=o non ha soluzì i ftali;
si cercano opportuni artiJici algeb ci pet ticondu$i al calcolo dì inteYali dei tipi seguenti

IL o,=* , to e I -L- ar=o,r,s .*t'I l+2'

Basta u esempio numerico per capire come sì prccede; cdlcolismo d que

t 3r-t +1) r-r*
Conviene orlanizzare i calcoli nel modo seguente:

- si ese|ue la divisione fra i polinomi assegnati ottenendo

3/ - i + 1 = (x-2) (31 +61 + 1 1x+22) + 4s
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e quindi
3!_t:1 4i,+6ì+1tr+-Q7

- si cdlcola l'ìntegrale rlalla lunzione ouen ta e cioè

174.

173.

116,

tn.

fiaJ

119,

M. Ij#E d.=r, l,-sl--9+*
t"r. Jfi *=^ t**rl*|"."c (rr)**

,rr. Jffi *=r" <r*,')* | ^,"r2 ff)* *

rc. [ffi*=\t+2arctlx+k
,u. If5] *=,+]rn ;,1*f; rn 1,-+1*t

,"., Jffi *=+l-r-2 rn lx+rl--l+*

[ (**a** tu*4)*=Jt*zt+ I t +es tn lx-21+k

3" c4^tu

Anche in qucsto coso basta ut esempio nufieico per capire come si procede; calcoliano dmquè
I ra-sl+81-x-s
) l-4t+4

Si ortdnizzano calcoli analoghi o quelli precedenti e cioè:

- si esegue la dfubione fru i poh ot i assegnati ottenendo
/ -sf +8t x -5= (t -4x+4\l -r) +3x-s

e quindi
r'-lP+Àr-r-l . Jx-J

ì-4x+4 ' - l-**
- si calcols I'iùtegtule della lunzione otte uta, cordando i risultati rug4iunti nel 1" caso; si ht

J 
e -,'** J flo d,= 

+ 
r + rr.: h E-zt-,\ + *

T€nGndo presenil i prccedlmeÌti lndlcsti, celctlsre 8li iDtegrrli EoPo§ti n€glt e§cIclzl dd 174 sl
l8S, verlficando I risultltl Indicatl.

[ fi *=lt-$;']'-fr rn lz'+r l+r

lr;ii1 *=)*-2,+3 rn tr+rt+t

j Y4 *:tr* ;rr!,,++,:trox+:: rn lx-21+r

| -:-l-= ax=rn lr-21-!n lÌ-11+t

If**=1" t,-:]-] rn lr-r1+*
(1)*fi;*=r*n*t
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Melodo di integrazionè per parti

Gli esercizi dal 186 a|200 conducono a calcolare integrali iadefiniti, valendosi della regola d'inte-
grazione per parti che ichiaminmo qui sotto:

tr
)f (xt ctx)dr=Itxtc@- )ft')e'{r)*+* (s)

Cslcolare gli integmli proposti negli esercùi d&l 186 al 200, verilicando i risultati indicati:

t-186. 
J 

arcsen x dy=r arcsen j+ V1-,r'-k
f1r87. 

J 
arcts x dx:x arcrs .r ; ln ( I L)r k

l8s. fx ser.x dr:sen Ì ÌcosÌ+k
t --2t9e. lr tn x dx=i tn Fi+k

190, lÌe" dx=xe'-e'+k
r1l9t. )t arctCx dt=1(.r? arclg x .r I arctg r)+k
f-,192. )e' sen x dt-i (sen .r - cos .r)+t
f-,193. 
I 

e^ cos l dx:: lsen x+cos Ì)+k

le4. 
J 

Ì': sen r dì- r'cos x | 2Ì sen .r+2 cos r- k

§5. 
Jx'cos 

x dt=x'sen r+2.r cos r 2 sen Ì+*

re6. lx')e' dx=:]e'-2xe'ie +k
J

st. 
Jxz 

arctc x dx:{ *"g,-f,*} r, A'*1)**

rra. J,'r",a.=fr." f;+r
ree. [.r".a,="-' /r',- 1 J*t) n+l \ n+l/

Esercizi riassuntivi dei vari metodi

Calcolare gli integali proposti negli esercizi dal 201 al 222, veriffcsndo i risultati indicati

mo. I -----r- a,=!l:L\*uI I »'+l z \xz ll
(Tenerc prcsente che lisrxo rt-2511=(t l)'z).
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2tt. [ , i. a,=![ .'\**l x"_»,+l J \x,_l/
(Tenere prese te che isulto it -25 +,1=('-1)'z.)

2n2- [- 12,=1.,,.1n 1;112) l+x'

m3. I t , *=L ,,-,*^,.ro,*o.l l+t
204. I zt-É- a,=t.,,--! r,+1.r I / I \

J 4x'-4x+L o 4 t -ro lzr*f/-.
(Eseguire la divbione fra i due polinomi e tefierc presente che risulta 4l+4ra1=(2x+1)'}).

205. l,-l . a.=r" xl-ln r-rl--1.+*
J f-2xt-x r-I
(Tenere presehte che suha l -21+x=x(x- l )'?; si può quindi estenderc il proce.limento indicoto a
pag. 552 e cercNe tre numen A, B, C che pemettano di scrivere

I _4. B _ C ,F-21+tt x x-l tx-tl'
»6. I r-^L--la'=] rn «,-rl-] rn r,* t)- 4iD+k

(Risulta tr+l-x 1=(x-1)(x+1)ì e, analogamente all'esercizio 205...)

*7. [n'x dt=x tn' x-2x ln x+»+*)
(Basta voletsi del metodo di ilkgazione per pa i).
ftzM, ).,s'1x dx=itx+sen r cos r)+k

(L'integrale può essere calcolato in due modt:
I) ficonducehdosi ad integrali oti con lé lormule di duplicazione, che pemetono di scrivere

,11cor x=r+, cos zx

II) valendosi dellintegrazione per parli, cor*ideronilo coi x=cos x ca x.
Si ottiene in tal caso

tl
lcol x ù=cos x sen x+ 

)scn'z 
. dx.

Applicanilo poi la noto lormula ili triSonometia, ser? x:l-col x, si può sctiveru

jrol , *=co, r.r"n r*[t *- J*c , *.
da cui si ricava

t
2)coì.x dx=cos x sen t(+x+k...)

l,llft. [."r', ar=1t, sen.Ì cos r)+*)t
(Valgono considerazioni analoghe a quelle §volte ne 'esercizio 208.)

2lo. [cos'x dr=sen x-l sen'r+k)3
(L'esercizio è moho più semplice det 208; basta infaii con§iileturc coé x=cos x coi x e scivere
co§ x=cos t(l-sen'1 x)...)
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It2ll. 

J 
senr Y dx= -cos.r+J cos'.r+t

(Valgono contideruzioni analoghé a quelk svohe ell'esercizio 210).

t212. 
)tgz 

x dx=tg t-)èk
(Basa valersi delle formule di trigonometria per scriverc

, se'zt t-ùla tir r= -- -- -------=- --t/,cof r cosa x cof Ì
lt213. lt9l t dx:;rd x+ln lcos.r +k

(Basra valersi delle fomule di trigonometria per scù)erc
t-col , 1 I .ltg x_tg t tg. x_t8 x______=tg * ,o? * _tg x (mf x t I

e quindi r r ' ' -1,,*a,,.)dxdx=ltix( , fd, r.
214. f -ssql 7,=1 ,n,,*7.

J cos'r z '
(Basta valersi delle lormule di tigonometria pe/ scivere

1l
c".l r=.os x tat t-18 x ' t

2ts. i !. at=rn lsen xl-ln co(.r rk, cos r.sen r
icowiene scrivere

I -sei.x+col x 
=s_9!t-I -99!!,cosx.§enx senxcosx cost senx'

216. I ' *-r, *,ll-r, l-.11,*J senr Zl I zl
(Conviene valersi semprc de .a fonhulo di duplicazione per scivere
dutsi all' esercizio precedente),

217. l-I ,,=,, -.1" tll r, ..nrr tlr'" J-.,*-"' '""1+ zJl "' '""8-zt| '-
(Il ptucedimento può esse/e organizzato nel fiodo segue te:

- ci si vale dello ti|ononletria per scivere cos x=t* (;-r),
- ci si vale del metodo di integrazione per sostituzione per sctivere

6. Es€rcizi

serx=2 sen tr cos i e ricon-

ItlllL,*=l-=La, *n ,=j-*' sen lr-r I
- si tiette prcsente l'esercizio precede te per comPletare il calcoto).

f^r^l218. lsen 2r'cos x dr=-t cos 3x-j cos x-l
'(Basto 

wletsi delle formule di Wernet pet scrirere sen 2x cos x:! Oen 3x+sen x)).
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219. jsen 3x.sen 2x dx=] scn x-fr sen s.r+t
(Bata valersi delle formule tli W.rnù pcÌ scivere ser Jx ser 2x=l kos x-cos 5x)).

Ir220, 
)cos 

4x.cos 2x dt= 4 sen 2.r!ù sen 6.r+I

(Basta vaterci delte fontule di Wemer pet sciycre cos qx co" 2t=t kos 2t+cot 6r)),

t_»t. )!t-x1 *=i tarqs€n.r+r'Vl -.*)r k

(L'integrale può essere calcolato in alue ìnodi:
I) iconducendosi ad integoli noti con il melodo di sostituzione, cottsidelando

x=sen z e quindi dx=cos z dz.
In questo modo I'intetrule diveita, valendosi dai suhati ottenuti nell'esercizio 208,r_ t

Irfi-iFV.as, az=Jcot z dz-t.k+sen z.cos z)+k.
lnIine, pet ?§primeft il tisultato tra ite ln yaiabilz,, basu icotdare che si è posto x=sen z e
quindi z=arcsen x...;

1I) valendosi dell'ihtegrazìone pet parti, tcegliendo

f@=\n-r e 8'6)-1.
Si ottienz in tal caso _r

I \t I - I ù=x,\/ I - t + I -4- d,.) J Vi-t
Scivenda poi

I ì-1+1 tI lyr-11 vt-t !t-t \/1-t
si può aùyarc alla seguente espressione

f-ll44 *=rl4-7+ontrn r- l,'fi17 d,).J
ila cùi si onivd facilmente alla conclusionè...)
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,rr. Ilv=P ù=+(,, u"""o t*"rFa-*)+ r
(Valgono considerozioni analothe a quelle olte nell'esercizio precedenq.

7. Continuità, derivabilità, integrabilità
di una funzione

Zr:1. EsaEinare la funzione

v= i:l
e risolvere i seguenti quesiti:
a) verificare che la funzione è coùtinua nel suo campo di esisteMa;
b) verificare che la funzione è intcgrabilo nel sùo campo di esistenza;
c) calcolare le primitive della funzione, verificaddo che sono continue;
d) velificarc che la tunzione non è derivabile in I(1, 0).
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224. Esaminare la funzione

y:\Gi
e risolvere i seguenti quesiti:
a) stabilire se la funzione è continùa nel suo campo di esistenza;
b) stabilire se la funzione è integrabile nel suo campo di esistenza;
c) calcolare le primilive della lunzione e stabilire se sono continue;
d) stabilirc se la funzione è derivabìle nel suo campo di esislenza.

225. fsaminare la funzione y=: e ri\olvere i ,eguenli quesili:

a) verilicare che la lun/ione è rntegrabile nel \uo campo di esisrenza:
b) verificare che si possono trovare delle primitive della funzione continue su tutto l'asse reale;
c) verificare che la funzione è discontinua nel punto d'ascissa 0.

- rl226. E{aminare la tun/ione v- " I e ri.ol'ere i .eguenri quesiri:, a-1
a) stabilire se la funzione è integrabile nel suo campo di esistenza;
b) stabilire se si possono trcvare delle primitive deila funzione continue su tutto l'asse reale;
c) stabilire se la funzione è continua n€l suo campo di esistenza.

227. Esaminare l.r tunrione y- .r e ri.ol!e,e i .eguenli quesili:
a) verificare che la funzione è integrabiÌe nel suo campo di esistenza;
b) verificare che si possono trcvare delle primitive della funzione derivabili su tutto l'asse reale;
c) verificare che la funzione è continua, ma non derivabile nel punto d'ascissa 0.

»8.

229. Esaminare le seguenti affermazioni e stabilire se sono vere:
a) una funzione continua è anche integrabile;
b) una fuMione integrabile è certamente continua;
c) si può sempre trovare una primitiva di una funzione conlinua;
d) si può trovare una primitiva anche di una funzione discontinua.

230. Esaminare le seguenti affermazioni e stabilire se sono vere:
a) una funzione derivabile è certamente integrabile;
b) una funzione ìntegrabile è certamente derivabile;
c) si può sempre trovare una primitiva di una funzione derivabile;
d) si può trovare una primitiva anche di una funzione non derivabile.

231. Esaminare le seguenti affermazioni e stabilire quali sono vere e quali sono false:
a) una lun/ione derrvabile è cenamenle conltnua:
b) ìrna funzione continua è certamente derivabile:
c) una fì.rnzione continua può presentare dei punti in cui non è derivabile;
d) una funzione derivabile non può presentare punti di discontinuità.

Esaminare la funzione ),: jr 3l e dsolvere i seguenti quesiti:
a) stabilire se la funzione è integrabile nel suo campo di esistenza;
b) stabilire se si possono trovare delle primitive della funzione derivabilj sù tutto I'asse reale;
c) stabilire se la funzione è continua neÌ suo campo di esistenza;
d) stabilire se la {unzione è derivabile nel suo campo di esistenza.


