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Bisogha arrivare all'inizio del XIX secolo per trovare le prime
applicazioni di metodi statistici a dati fomiti dalle scienze sperimentali. Il
più siqnifkativo lra questi metodi è quello dei minimi quadlati. Lo sviluppo
di questo mebdo è legato ai nomi di tte grandi fiatematici: il tedesco Karl
Friedrich Gauss e i francesi Atlrien-Marie Légendre e Pierre Simon de
Laplace. Mo è legato ahche all'Osservatorio Astronomico di Palermo...;
ecco perché.

La notte del 1" gen aio del 1801, Giuseppe Piazzi, direttore
dell'Osseruatorio di Palermo, notava un astro mai visto, nuoto: nelle notti
successive, Piazzi aveva modo di osservare che questo astro si spostava
ispetto alle slelle vicine: si trattava dunque di un uovo pianeta, un piccolo
pianeta, a cui diede il nome di Cerere. Ma, dopo poche settimdne, il
pianetino Cerere spativa dal cielo di stelle.., Doye era andato? Quale era la
sua otbita?

La scoperta di Giuseppe Piazzi non eta destinata a rimdnere
senza conseguenze. E le conseguenze furono di due tipi: u a di caratterc
ostronomico, perché in seguito alla scoperta di Cerere, si cercarono, e si
trovarono, degli ahri pfunetini; I'akra di carattere matefiatico-statistico. E
di questa che ci occupercfio nelle pagine seguenti.

Si è detto che il pianetino Cerere era spdrito all'occhio dell'osser-
vatore di Palermo. Come si poteva trorare la sua otbita?

Di questo problema era r)enuto a conoscenza Karl Friedrich
Gaws quando aveva appena teminato i suoi studi universitari. Con i dati
ricevuti tla Piazzi, poteva prcvare ad applicare "un suo metodo", quello
appunto dei minimi quadrati, che aveva eldborato quando era ancora
studente, Il risultato dei calcoli di Gauss ebbe un successo clamoroso; il
pianetino licomparve nel cielo alla fihe del 1802, ptoprio come aveva
previslo. Cerere aveva percorso dunque I'oùila che Gauss aveva traccioto,
in base ai pochi dati ricevuti.

E solo nel 1809 che Gauss pubblica, ià un trattato sul movimento
dei corpi celesti, I'idea che lo aveva guidato nella fomulazione del suo
metodo. Dice: oSiccome tutte le noste misure non sono nulla di piu che
approssimazioni della veritò, akrcttanto cleve valere per tutti i calcoli basati
su di esse; lo scopo più importante dei calcoli che riguardano fenomeni
rcali deve essere quello .li approssi ate la verità il meglio possibile. Ma
questo può essere ottenuto solo con una opportuna combinozionc di un
certo numero di osservozioni...". "L'opportund combinazione" è, appun-
to, indicata dal metodo dei minimi quodrati. Ga4ss scrive che tale metodo
era stato pubblicato da Légendre tre ahhi primo. E infatti del 1806 u 'opera
sulla deteminazìone dell'orbita delle cofiete; Légendle scrive: «Fra lutti i
ptincipi che si possono suggerie per minimizzare qli erroi d'ossetvazione,
noh ce n'è uno più semplice di quello che ho utilizzato nella mia trattazio-
ne: il metoilo, cioè, di minimizzare la somma dei quadrati degli errori".

Successivamente, nel 1812, Laplace pubblica la sua "Teoria anali-
tica dello prcbabilità", in cui vie e, fra l'ahro, presentata una difiostrozio"
ne generale del ùetodo dei rninimi quddrati; da allora qkesta teoria
costituisce uho dei metotli più diffusi per trattare dati speimentali.

Nelle pagine che seguono vedremo il metodo "all'operu", per lo studio di
due questioni fonalamento I i :

I) elaborare più ùtisure di una data grandezza allo scopo di individuare il
valore più plausibile della grandezza stessa;

2) elaborare più fiburc rclative a due grahdezze allo scopo di individuore
una legge che leghi le due grandezze.



4. Srali§tiÉ: il merodo dÉi minimi quadrari

1. Alla ricerca del "valore vero" di una grandezza, a partire da
una serie di misure: la media aritmetica ponderata
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Cominciamo a riflettere su un problema fisico ancora attuale: la determinazione
della velocità della luce.

Si tratta di un problema che ha appassionato i fisici fin dall'epoca di Galileo e che
isulta fondamentale sia nelle ricerche teo che che in quelle applicate. Nella tabella seguente
sono elencati alcuni valori della velocità della luce nel vuoto determinati negli ultimi cento

sperimenlatore velocità della luce in km./sec

1880 Michelson (U.S.A.)
1906 Rosa e Dorsey (U.S.A.)
1926 Michelson(U.S.A.)
1940 Huettel(Germania)
1950 Essen (Gran Bretagna)
1950 Hansen e Boi (U.S.A.)
1953 Froome (Gran Bretagna)
1958 Froome (Gran Bretagna)

299.910
299.781
299.796
299.768

299.789,3
299.793,0

Fissiamo, in particolare, l'attenzione sugli ultimi quattro valori, che sono stati trovati negli anni
'50 con esperienze analoghe, ma eseguite in laboratori diversi. Non abbiamo motivo di ritenere
una misura più esatta delle altre e perciò non riusciamo ad individuare il "valore vero" della
velocità della luce. Se ìndichiamo con l questo 'valore vero", è facile descrivere I'errore a che
si commette scegliendo una misura piuttosto che l'altrai si ha:

e,=(x-299.192,5) relativamente
e1= Q -299 .7a9 ])
e 3:g -299 .793 .0)

alla 1' misura,
»2,
,, 3,

Si capisce subito che la misura migliore sarebbe quella che dà l'errore più piccolo, ma, dato che
noD conosciamo r. non possiamo indicare qual'è il più piccolo fra gli errori indicati prima.

Ecco allora una nuova idea: combinare insieme le misure trovate in modo da rendere
più piccolo possibile l'errorc complessivo commesso.

Bisogna però tener conto di una difficoltà: gli effori possono essere sia positivi che
negativi, perciò, combinando le varie misure. si coùe il rischio che errori positivi e negarivi
anche notevoli si elidano a vicenda, falsando completamente la validità del risultato.

Per owiare a questo inconveniente, è venuto in mente di elevare al quadrato isingoli
errori, in modo da renderli tutti positivi; si è poi considerata la somma di questi quadrati e si è
cercato di minimizzarla. Questa è l'idea alla base del metodo dei minimi quadrati.

Calcoliamo dunque la somma dei quadrati degli errori, cioè

s=4+4+4+4:
si ottiene:

s = (x -299.792.5\t + (x -299.289.3)' + (, - 299 -'1 93.O\'? + (x - 299.7 92.5)".

Non è agevole svolgere i calcoli con i numeri dati, che presentano molte cifre; conviene quindi
valersi delle lettere, che scegliamo nel modo seguente:

r-299.792,5. x==299.189.3, tr299.793.0.
Così la somma diventa:

5= (y-x1)2+(x-*2):*(Ì-r3)r+ (.r-xr)2.
Riunendo i due termini uguali, si ha:

§=2(r-rr)'?+(x--rr)'?+(r--ri)'?.
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Svolgendo poi i calcoli indicati, si ottiene un'espre§§ione

s=ax2+bx+c.

dove si ha:

a=l+l+2=4
b=-2(Lxit2+x)
--.-2L-2L-2

4. Staùsric6: rl mstodo d€' mh'mi quadB,i

del tipo

Si ha dunque una somma §, che varia al variare di , secondo una legge parabolica, di cui
abhiamo raDDresenlato il prafico in fis. l.

È'dhiaro che s "risulta min'ima in corrispondenza all'ascissa del vertice, cioè in
corrispondenza al valore i dato dalla relazione:

"=_L" 2a'
In questo caso si ottiener

t =k' * !o=* " = zgg.l g t'8.

È questo numero che possiamo considerare il valole piir plausibile della velocità della luce.

Le considerazioni ora svolte possono essere facilmente este§e a tutti i casi in cui si

effettuano N misure di una grandezza e non si ha motivo di ritenere che una misura sia migliore
delle altre. Indichiamo con:

z1 il numero delle misure che valgono tt,
i2 » ), ,t2'

Calcoliamo, come abbiamo fatto prima, il valore; che rende minima la seguente somma s dei
quadrati degli etrori:

s=(r-r1),+...+(r-rr),+(, xr'z+...+(r-rr)']+...+(-r-r*)2+...+(,x-r*)2.

RiuDendo i termini uguali, si ha:

s = h t(t - x )2 + nz(x - x r)t +... + n p(x - x 1)2 ;

infine, svolgendo i calcoli indicati, la somma J assume la forma

s=dtaz+ba+c.

dove risulta
a=nr+n2+...+nk,
b = -2(n1x t+ n2r2+... + n kx ù,
c=nr*+nzÉ+ ...+np1.

(1)

---

Fig. 1

La legge (1) ottefluta è sempre Parabolica e presenta il coefficiente a ceflamente positivo;
dunqu-e-, ràpfresentando s su un piano cartesianò, si ha un grafìco come quello di fig. 2 Perciò
il vaiore di i cercato è sempre dato dalla relazione

-bx=_ u,
che, in questo caso, è:

nrxl+ n2x7+ n3x3+ ...+nbxk
nr+nz+n3+...+n*

Fig- 2
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n$t+ n2x2+ n3x3+ ... +nKxk
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(2)

Il valore di.r individuato dalla (2) si chiama media aritmetica ponderata delle misure; i pesi
attribuiti ad ogni misura sono ,r, n2, n3, ..., nk ed indicano, in questo caso, il numero di volte
in cui la misura si è prese[tata.

Si conclude che la ùedia ponderata di più misure è caratterizzata da questa propdetà:
è il numero che rende minima la somma dei quadrati degli errori. E per questo che gli
speimentatori calcolano la media ponderata di più misure pei avere il valore pìù attendibile di
una grandezza misurata.

2. Alla ricerca di leggi sperimentali che collegano due grandezze.
Retta di regressione per l'origine

Partiamo ancora una volta da un problema reale. Osserviamo un edificio in costruzio_
ne (fig. 3): si intuisce che il peso dei mobili e dci solai è sostenuto da una struttura del tipo di
quella rappresentata in fig. 4.

Per capire come una struttura di questo tipo possa sostenere il ca co, abbiamo
realizzato un semplice esperimento (fig. 5): un asse di legno è appoggiata agli estremi, e al
centro è sospeso un secchio di peso trascurabile, che viene riempito gradualmente d acqua.

Si osseiva che la trave si deforma sotto i'azionc del peso dell'acqua; qucsta osserva_

zione può essere resa piìr precisa misurando via via il peso I dcll'acqua e valutando la
conseguente deformazione della t.ave mediante la freccia/ (fig. 6).

FS. 3 Fg 4

FS.5 Fig 6
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Per avere una p ma idea della situazione,
abbiamo rappresentato i dati su un grafico
(fig. 7): i puntì sembrano "quasi" allineati sù
una retta / che passa per O e che ha quindi ha
un'equazione del tipo
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In uno di questi esperimenti abbiamo
ottenuto la seguente tabella, dove il peso
p è misuato in "bicchieri d'acqua" e / è la
freccia misurata in centimetri.

ef!
00
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Fig.7

1,6

3,1
5,1
6,6
8,4

10,2
11,6
14,9

16.1

(1)

Quest'equazione suggerisce che la freccia / ed il peso p sono, in prima approssimazione.
direttamente proporzionali; ma, per valersi di questo risultato, occorre conoscere il coefficiente
n, perché solo così si possono fare delle ragionevoli previsioni sùl comportamento della trave.

Per determinare il coefficiente rn, bisoglerebbe trovare una retta che passa per O e
"raccorda" i punti di fig. 7.
La prima retta che viene in mente di tracciare è quella rappresentata in fig. 8: passa per
I'origine O(0,0) e per il primo punto sperimentale,4r(1;1,6) e dunque ha I'equazione segùente:

f=1.6P.
Ma si osserva subito che questa retta,/ non congiunge tutti i punti sperimentali: Per esempio
(fig. 9) il punto ,43(3; 5,1) ii trova al di sopra della retta, mentre il punto A2(2; 3,1) si trova al
di sotto. Si capisce allora che sceglierc la retta t, cioè prendere per rn il valore

Fig. 8 Fig. I
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significa comportarsi come se tutti i punti sperimentali si trovassero sulla retta r, mentre, per
esempio (fig. 10), il punto,43 non coincide con il punto R3, che ha la sressa ascissa 3, ma si
trova sulla retta r.

Ora, per valutare in modo semplice l'erore commesso relativamente al punto A3, si
può calcolare la differenza fra l ordinata di A3 e quella di R3. Analogamente si può procedere
per gli altri punti assegnati. Così risulta, per esempio, per i punti di fig. l0

.4r(1;1,6)=R1(1;1,6) edunque el:1!6-1.6=0
A2(2,3,1)=R2(2;1,,6 2) " " e,:3,1-1,6 2=3,1-3,2=-0,1
A3(3;5,1)=R3(3;1,6.3) ,' » e3:5,1- 1,6.3:5,1-4,8=0,3.

È chiaro che lo stesso confronto si potrebbe fare fra la posizione degli altri punti spe mentali
rispetto alla retta /.

Se. poi, disegnamo un'altra retta. per esempio r', che passa per O(0,0) ed Al2;3.1) ed
ha equazione

f=1,ssp,
troviamo (fig. 11) una situazione analoga.

E, allora, come scegliere il valore di nr? Ragionando come nel paragrafo precedente,
si è condotti all'idea dei minimi quadrati: il valore più attendibile di m è quello che rende
minima la somma dei quadrati degli elrorj. Tracciamo una qualunque retta d'equazione

(fig. 12). e calcoliamo l'erore el, relativo al l" punto sperimentalei si ha:

e11.6-m'l
e. analogamente, per gli altri punti

ef3,1-h.2

es=16,7 - n'9 .

Perciò la somma J dei quadrati degli erori è data da:

.§=(1,6-m l)':+(3,1-t 1 2)2+...+(76.7 - m 9)2'

sviluppando i calcoli indicati, si ottiene un'espressione del tipo
s=amz+brn+c,

dove sulta:

a:12+22+...+92.
b= -2(r ' 1,6+2.3,1+ .. . +9.16.7)
c = 1.(* + 3.1. +... + 16.72.

Fig. 11Fig. 10 Fig- 12
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Dunque.r è legata alla pendenza m della retta da una legge
caso, la somma J è minima quando m assùme il valore

^: 2r'
ossia

1 - 1,6+2. 3,1 +... +9 - 16.7

4. Slalislica: il mètodo dei minimi quadlali

parabolica. perciò, anche in questo

= 1,8.
1?+22+_._+92.

In questo modo, a partire dai dati sperimentali dì pag. 268, si è ottenùto che la freccia / è
direttamente proporzionale al peso p del carico, secondo la legge

f=1,8p.
Questa legge permette di conoscere, relativamente alla trave esaminata, la freccia l, corrispon-
dente a dive$i valori del peso p, senza dover ripetere alcuna prova sperimentale

Passiamo ora ad un caso piùl generale. considerando un numero N di misure relative a
due grandezze x ed ). Rappresentando ì dati su un piano ca esiano. si ottiene una nuvola di
pùnti, che sembrano "addensarsi" intorno ad una retta passante per l'origine O. Se indichiamo i
punti con

A,(x,,y,), At[.y).....,4rv(ÌÀ,y1),
possiamo dire che la retta piir vicina ai dati sperimentali ha un'equazione del tipo

dove m è il numero che rende minima la somma s dei quadrati degli errori (fig. 13), somma che
è data da:

s= () r hly )2 + bì2- mr2)2+... +Ctrrr-mrp)2.

Sviluppando i calcoli indicati, la somma s è espressa sempre nella forma

s=aù12+bm+c,
dove sulta:

a=É+xi+...+xi,
b= -2Qtùt+r2y2+... +xNy i,
.-ytt!2t...trN,

È facile così calcolare il valore di

n=:!.la
ossia. nel caso considerato:

n che rende minima la somma s; si ottiene:

xÙt+xùt2+...+xNlN (1)

xi+É+...+xzN
In queslo modo si desce ad individuare la legge di propotzionalità diretta che lega la grandezza
y alla gtandezza x, si ha:

y-- tDc.

Esaminando la formula (l) ottenuta prima, si osserva che è scritta in una forma assai lunga e
faticosa, perché presenta somme di tanti numeri. Per abbreviare la scrittura, conviene valersi di
un simbolo moltb usato in matematica, il simbolo di sommatoria; si sc ve:

,r+-r2+r3+... +xN= I. rr.

Fig. 13



Il simbolo I, rr si legge "sommatoria per I che va da 1 ad N di.r con t", e significa che si deve
I

eseguire un'addizione di tanti termini del tipo.rÀ, dove l'indice k assume tutti i valori interi da
k=1 fino a f:N. Con qÌresto simbolo sc veremo, piìr brevemente

_ I* rr)*
Lr x?

I

La retta che ha equazione

Y= mx
prende il nome di retta di regressione; il termine "regressione" ricorda che la retta permette di
regredire, cioè di passare dai valori di una delle grandezze ai corrispondenti valori dell'altra.

ln questo palagrafo ci siamo limitati a trattare il caso in cui si cerca una retta che passa
per l'origine, ma nel paragrafo seguente vedremo come si può deteminare la retta di
regressione che non passa per I'origine.

3. La retta di regressione

Ci occupiamo in questo paragrafo di un problema abbastanza complesso, ma anche
molto ricco di applicazioni. Vediamo subito di che cosa si tratta.

Si sono effettuate N misure di due grandezze r e y. Rappresentando i dati su un piano
ca esiano, si ottiene una nuvola di punti che "sembnno addensati" intomo ad una retta che
non passa per O (Iig. A).

La hgura conduce ad intuire che, in prima approssimazione, y ed.x sono Iegate da uDa
legge del tipo

y=mx+p,
che rappresenta I'equazione di una retta non passante per O. Come trovare il valore piir
plausibile perm ep?

Se ripetiamo il ragionamento seguito nel paragrafo precedente, siamo condotti a
determinare m e p scegliendo la retta che rende minima la somma s dei quadrati degli errori.
Ma, in questo caso, la situazione si presenta più complicata.
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Osserviamo, infatti, la fig. 15, dove abbiamo rappresentato una retta / d'equazione

y=mx+p.
scelta per "raccordare i punti"; abbiamo anche indicato il 1' punto sperimentale

A,(x,,y,).

Ft9- 14 Fig. 15
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Ora, l'errore che si commette scegliendo la retta r è, relativamente al punto.Ar,

e r=yr- (ttx i p),
e, così (fig. 16), per gli altri punti ,42(rr,)r), ..., A^(rr,y*), gli errori sono

e2=y2- Qlx2+ p\ ,

e *= y y-(mt p*p) .

Dunque, la somma s dei quadrati degli elrod è, in questo caso,

,=Lr4,
I

cioè

s=fk Iyk-@xk+p)12.
I

Fig. 16

È chiaro che ora s dipende da due variabili, m e pi perciò dobbiamo scegliere sia a che p in
modo che s risulti mioima.

L'idea più semplice è quella di considerare separatamente le due variabili e fipetere
due volte il ragionamento esposto nel paragrafo precedente. Cominciamo dunque col fissare
I'attenzione sulla va abile p e cerchiamo di esprimere la somma s nella folma:

s=ap2+bp+c.
Conviene perciò sviluppare sepamtamente le espressioni ef, svolgendo i calcoli ilel modo
§eguente:

fi=lQ r- nt r) - plz = (1 f mx )2 + p2 -2ht F mx )p
4= I0 r_ * ) _ p1' : 0 2- m, 2)z + pz - 2bt 2 

_ mx) p

e2n7l§p mx p)- p\2 =6/ N- ma N)2 +p2 -26/ N- mx N)p.

Si capisce che la somma

s=4+4+...eh
a§sùme la forma

s=apz+bp+c,
dove isulta:

b = - 2(y r mx i y z- na2+... + y N- mt N)

c =(y |- nx)2+ ()2-t tx2)2 + . -.+ ht N- rtr ò2.
Possiamo così indicare il valore di p che rende minima s; si

Y- a"'

(1)

(2)

ha:
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cioè, in questo caso,

- yt'mx\+Y)-m) 2+...+Yv-m.r\/N
Ora, esaminando la lormula ottenula. si osserva

- yl+y2+...yN (r1+r2+... +.xN)
P=- N * 

N

Si evidenziano così due espressioni particolari:

- la media a tmetica dei valori di ), data da

Yt+Y2+ ..YN L* lt

-la

che si può riscriverla nel modo seguente:

273

(3)

data da

La (3) si scrive dunque

F:Mv-mM'
È interessante ferma$i a flettere su questo primo

Mr-nM,+p.
sultato, scrivendolo nella forma

Quest'uguaglianza può essere interpretata geometicamente, dicendo che la retta r celcata,
d'equazione

y_ma+p)
deve passare per il punto

M(M,,M,),
dove M è il pùnto che ha per ascissa la media adtmetica dei valori di .x e per ordinata Ia media
a tmetica dei valori di y (fis. l7).

M,x
Fig. 17

Passiamo ora a considerare la Dendenza m della retta r; pel questo sostituiamo
l'espressione (3) nell'espressione (2), che fornisce la somma r dei quadratj degli efiori; si

ottiene:

s= Lk bl k-Qruk+ M y mM,)12.
1

Svolgiamo i calcoli indicati, considerando separatamente uno dei termini della sommato a,

cioè e? nella (1). Si può scrivere:

ef,=f1p-(mxe+ M 
"- 

mM,)l':10 u- M,) (10 M,)ml';

media aritmetica dei valori di x,
N

:'ftl.2!...!xy 11 x1,

M,: * =ì.

(4)
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sviluppaodo il quadrato, si ottiele:
(t k- M,)2+ (rk- M,)2m2-2(,.2- M,)(y s M")m.

Si capisce che la somma

s: lr"?.
I

assume la foma

s=am2+bm+c,
dove ora risulta:

s= l* (h-M,),,
I

lv

b=-2Lt @*- M,)(y*- My),
1

_,ta

,= \ir lrr- M"\2.

Il valorc che rende minima s è, ancora una volta, dato da:

_-b
^: 2r'

ch€, in questo caso diventa:

Lr@r-M,)0*-M,)fr=-!--
r (tr-M,)2

Alla 6ne di questo procedimento siamo in grado di indicare i calcoli da svolgere per determina-
re la retta / d'equazione

Y=mr+P,
che risulta più vicina ad una nuvola di N punti sperimentali A{t1S)' A2@2'y)'...'
AN(J"'Y"\:

1) si calcola la Eedia M, dei dati .x e la media M/ dei dati y, cioè

Ir rr Lr Yr
M,=, N , Mr= LN

2) si calcola la pendenza tt della retta, valendosì della formula

-L
Lk @k-M,)tJk-My)

.I(

+* 
(xk- M,)2

3) si crlcola infine il termine noto r, valendo§i della rclaziole

F=Mr-frM, '
La retta cosl ottenuta prende il nome di rcttr di rcgre§slone e permette di determinare i valori
di una delle grandezzè, a partie dai cordspondenti valori dell'altra.
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4. Dalla retta di regressione ad alcune leggi sperimentali

Itr questo pamgrafo vedremo la retta di regessione all'opera nello studio di vari
fenomeni reali; scopriremo così che il campo di applicaziotre di questo strumento statistico è
molto più ampio del previsto.

A) La retta di regressione e Ia legge lineare

Nello studio dei circuiti elettrici è impottante conoscere le carattefistiche dei genetato-
ri di corente; le due caratte stiche pdncipali di una pila, che è un semplice generatore di
cotente continua, sono le seguenti:

- la forza elettrcmotrice, che è la tensione massima che Ia pila può ercgare;
- la resistenza intema che la pila oIfte al passaggio della collente.

Vediamo ora come si possono determinarc queste caratteristiche di ùna pila. Si
rcalizza ùn circuito come quello mostrato nelle figg. 18 e 19.

Fig. 18 Fig. 19

Il voltmetro y misura la tensione ) erogata dalla pila, mentle I'amperometro ,4 indica
l'intensita .r della coffente, che attraversa il circuito al vadare della resistenza À inserita.
Durante un espedmeflto si sono ottenute le misure indicate nella tabella seguente:
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(io Ampère)
v

(io Volt)

0

0,4
0,6
0,8
I

4,8
4,5
4.2
4
3,7
3,4

I dati sono mppresentati nella fig. 20: si
ottiene una nuvola di punti che sembra
"addensaNi" intorno ad una retta /. non
passante per o.

I1 procedimento esposto alla fine del
paragrafo precedente permette di determinare
Épidamente la rctta / di rcgressione, che ha
equaaone

y:mt+p.
Si procede così.

l) Si calcola la media M. dei dati Ì e la media M, dei dati yl si ottiene:

\.-
M.= 1_:0.5 e

L"Yr
M"= | 6 =4.1

Fig. 19
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2) La pendenza n- della retta è allora dala (la:

Lk ek- M,)O/k- Mr\

4. Shlisùca il motodo doi minimi qusdGÙ

lr Gr- u')'
I

3) Il termine noto, è dato da

f,:M,-nM,=4.8
La retta di regressione, che "raccorda" i
punti sperimentali, basandosi sul metodo
dei minimi quadrati (fig. 21), ha dunque
l'equazione seguente:

Y = '1 .4Ì +4 '8.
Fig. 21

Troviamo così che Ia pila eroga la teosione massima (di 4,8 Volt). se nel circuito passa una
corrente nulla; quando poi la cofiente aumenta, si rilevano delle perdite di energia all'interno
del generatore: la tcnsione diminuisce di 1,4 Volt ogni volta che la corente aumenta di 1

Ampère. Il valore 1.4 Volt/Ampère indica, appunto, la resistenza intetna che la pila offre al
passaggio della corrente.

Da questo esempio si capisce che la retta di regressione permette di individuare in
modo semplice una legge lineare che collega due grandèzze r ed ya la legge assume sempre la
forlna

!:nx+p.
B) La legge esponeuiale e la sc.la semilogarltmlca.

Si legge spesso che conviene captare la luce del Sole fuori dell'atmosfera e qùesto
perché anche dei mezzi trasparenti come l'aria o l'acqua assorbono la luce. Del resto è noto
che, a grandi profondita marine, ci si trova quasi al buio. E facile avere un'idea intuitiva
dell'assorbimento della lucc da parte dell'acqua: immaginiamo (fig. 22) I'acqua del mare
suddivisa in tanti strAti e seguiamo la luce che attraversa ivari strati d'acqua.

Fig. 22

Per ragionare in modo semplice, possiamo pensare che ogni strato assolba la metà
dell'intensita della luce che gli arriva. Così si capisce che, dopo aver attrave$ato il 1' strato,
l'intensità luminosa è dimezrata, dopo il 2'stralo è diventata la metà della metà...; si intuisce
che I'intensità della luce diminuisce con una legge esponenziale.

Per verificare e precisare quest'intuizione, si può organizzare l'esperimento mostmto
in fig. 23. Si espone al sble una vàschetla piena d'acqual nella vaschelta è inserita una-riga
grad-uata lungo ia quale può scorrele uno specchietto. ln questo modo, Ia luce del Sole, dopo
àver attraveÀato l'àcqua, colpisce Io specchio e torna indietrc. Un esposimetro, tenuto fuori
dell'acqua rtel punto in cui "iiemerge" il raggio di luce. permette di misurare l'intensità della
luce, dopo che ha attraversato l'acqua.
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Fiq. 23

Nella tabella seguente si trovano i dati che abbiamo ottenuto in un esperimento di
questo tipo: abbiamo indlcato con a l'intensità della luce espressa nelle unità dell'esposimetro
usato e còn jr la misura in decimetri dello "spessore d'acqua attraversato dalla luce nel viaggio
di andata e torno".
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Fig. 24

Rappresentando i dati su un grafico cartesiano (fig. 24), si "intÌavede" una culva decrescente'
'' Ora. Der verificare se si tratta effettivamente di una curva esponenziale, basta

rappresentare i dali con una scala semilogaÌitmica, riportando sull'asse delte ascisse la profondi-
tà , e sull'asse delle ordinate la grandezza

Y=ln L
Sappiamo infattì (cap. 3, Parte terza, paragrafo 6) che se i dati così rappresentati si dispongono
lun[o una retta, ie àue grandezze,v éd l, sono legate da una legge espoflenziale-
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Con i

)c

dati a disposizione,

Y:ln L

3,81
3,58
3,40
3,t4
2,99

2,48
2,N
2,20

Fis. 25

Questa volta i pùnti sembrano disporsi nelle vicinanze di una rctta che, certamente, non passa
per l'origine O ed ha dunque un'equazione del tipo

Y='ìtl'+P'
I risultati esposti alla fìne del paragrafo precedelte consentono, anche in questo caso, di
scrivere rapidamente l'equazione della retta di regressione.
Si ottiene:

1) M,=20 e Mr=2,98,
2) fr=-0,041
, F=t,e
In definitiva, l'equazione della retta / che più si awicina ai punti (fig. 26) è

/=-0,041-I+3,8.

F'g.26

Ricordiamo ora che avevamo rappresentato i dati in fig. 25, valendoci di una scala semilogari-
tmica, cioè I'intensità luminosa L è legata alla variabile, dalla relazione

Y=lt L'
Perciò la rclazione che lega l'intensità luminosa I alla profondità r dell'acqua è la seguente:

lo L=-0.041r+3.8.
da cui si ottiene

L=e(-0,Mlx+3,8),
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ossra

L:é,*e-o.o1tx
da cui si ricavar

L=45e-0 'Mr' . (1)
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Si conclude così che l'assorbimeflto della luce
buona approssimazione, come un fenomeno
esponenziale in base e (fig. 27).
Si può ancora osseruare che sulta

e-0.0aL= (e-0,0a1):=0,96x,

così la legge (1) si esprime nella forma
seguente:

L=45'090
.=4s(1-0,04».

In questo modo si evidenziano meglio due
caratteristiche della legge trovata:
l) 45 indica l'intensirà della luce "fuori

dall'acqua", dato che si ottiene
L=45 per x=0;

2\ 0,04:4Ea indica il tasso di diminuzione
dell'intensità delÌa luce per ogni decimetro
d'acqua attraversato (vedi anche cap. 3,
Pa e seconda, paragrafo 5).

Fig. 27

L'esempio ora sviluppato conduce anche ad una conclusione di carattere più generale:
la retta di regressione permette di individuarc una legge esponenziale che collega due grandez-
ze , ed )] rappresentate in una scala semiloga tmica. Con qÈesto tipo di scala si indicano infatti
sull'asse delle ascisse le misure relative alla r, mentre sull'asse delle ordinate si rappresenta il
logaÉtmo (per esempio in base e) dei dati relativi alla,. Così la retta di regrcssione conduce a
legaft le grandezze t ed , con un'equazione del tipo

br y=rro1O.
Da questa relazione si cava

y=e(N+p)=ep.eN.
indicando poi

si ariva a trovare una legge esponenziale del tipo
y=Aen,.

C) Legei del lipo y=,1'r- e scala logaritmica

Esarniniamo infine un altro modo di rappresentare i dati, per cercare leggi sperimenta-
lii la scala logarirhica, in cui viene mppresentato sia sull'asse delle ascisse che sull'asse delle
ordinate il logaritmo (in base 10 o in base e) delle misure.

Vediamo subito come siprocede, considerando ancora una volta un problema difisica: si
è misumta l'accelerazione di gravitàg alla stessa latitudine, ma a quote differcnti e si è rilevata una
diminuzione di I all'aumentare della distanza R dal centro della Terra. Ecco i dati ottenuti:
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da parte dell'acqua può essele descritto, cori
di decrescita continua rcgolato da una legge

À
(in met )

6,370.106
6,378 106

6,386.106
6,402.1V
6,470.IU
6,870.106
7 ,370.lff

I
(in m/sec2)

9,806
9,782

9,71

9,60
8,53
7,4L
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Il p mo valore di À è quello del raggio della Terra e, dunque, la corrispondente a@elerazione
di gravità è misurata sulla superficie della Terra; l'ultimo dato, invece, si riferisc€ ad un'altezza
di 106 metri, cioè di 1000 chilometri, raggiunta molto spesso dai satelliti artificiali.

Rappresentando i dati su un grafico (fig. 28) si "intravede" una curva decrescente ma,
ill questo caso. non abbiamo motivi di pensare ad una legge esponenziale.

Flg. 28

Proviamo allora a calcolare il logaritmo dei dati, osservando che Ia presenza petuta
di potenze di 10 suggerisce di valersi dei logaritmi decimali. Si ottienei

.t=log R y=log g

6,841
6,8047
6,8052
6,8063
6,811

6,837
6,867

Rappresentiamo i nuovi dati su un piano cartesialo (fig.29): i punti sembrano addensarsi
intomo ad una retta che Don passa per O e che ha, dunque, un'equazione del tipo

y=mt+p:

0,992
0,9q)
0,989
0,987
0,98
0,93
0,87

Fìs. 29
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possiamo ora determinare la pendenza m e il termine noto p, valendoci ancora una volta dei
risultati esposti alla fine del paragrafo precedente.
Si procede così:

1) Si calcolano le medie dei dati; si ottiene:

M, =6.819 e Mr=0.963.

2) Si determina la pendenza n, che vale

ii= 2l

3) Si determina il termine noto p. che è

F =14'

Si ha dunque, per la retta di regrcssione, la seguente equazione:

Y=-2x+1'4'
fucordando poi che sulta

]:logÀ e ,:log 8,
si trova una prima relazione che collega le drìe variabili R e g; si ha:

log g:-21or 4*'0,
ossia

log g+21o9 R:14.
Valendosi ora delle proprietà dei loga tmi esPoste nel cap. 3, Parte 1, paragrafo 8, si scrive

log (s À'z)=14,

da cui
g À2= 1014

e, infine

-: 10,0ò R2'
Si ottiene duflque che Ì'accelerazione di gravità è legata alla distanza dal centro della Terra
dalla "legge deil'inverso del quadrato", una delle leggi fisiche più imPortanti, che ricone sia
nello studio della gravitazione che in quello dell'elettromagnetismo.

Anche da questo esempio possiamo trarre delle conclusioni più generali. Per esamifla-
re più misure di duè grandezze-* ed y ci si può valere della scala logarilmjca, considerando i
logàritmi (per esempiA in base 10) déIe misure. In tal caso la retta di regressione conduce a

collegare le gta:r,dezze, ed y con un'equazione del tiPo

log y=m log x+p,
ossia,

P: log Y-m log x.

Valendosi poi delle proprietà dei logaritmi (Cap. 3, Parte 1, paragrafo 8), si ottiene:

P=log !-log x-,
o. anche

/ v\p=tocl-1,
\ r''t

da cui si dcava:

,*=*
Ponendo ora

A=70p.
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si afiva a collegare le due grandezze x ed y con una legge del tipo

Y=A'^ '

confrontandoiprocedimenti§voltiinque§tiultimiduecasiBec,sitraggonoalcÙne
conclusioni di camtterc generale:

- la scala semilogadtmica è particolarmente indicata per e§aminare fenomeni in cui si intuisce

una lesge esDonenziale;

- ;#:TJiJffi-dJià-scda togaritmica per cercare leggi sperimentali in cui una vadabile §ia

collegata ad una Potenza dell'alta'


