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Complementi

I frattali
Può la matematica dare una rappresentu zione della naturu?

Cominciamo con l'osservazione di un fenomeno naturalei i fiocchi di neve. Un fiocco di neve
apparecomeunbatuffolo,unqualcosadi"compatro,elàsuasrrulruranon§uscita.aprimavis1a,nessun
;it'eresse. Ua se un fiocco di ìeve viene o(se;vato con una lente d ingranJrmento. o, meglio, con un
microscopio, appaiono delle configurazioni estremamente regolari (fig- 1); queste configurazioni, all'au-
mentare della potenza dello slrumenlo. sono sempre più numerose c presentano sempre lo slesso

Fg. 1

Per rendersi conto del come delle configurazioni possono riprodursi all'infinito. ragionìamo su
un triangolo equilatero (fig. 2). Dividiamo ogni laio in 3 se§menti uguali; se si indica con 3a l'r lunghezza
del latoiognurio dei tre'selménti sarà lungo .r' Ora, sui seghentr 'centrali , cosrruiamo esternamente al
triangoto àato un triangolò equilatero; qùesto avrà il latò lungo .r (fte. 3) Togliendo poi il segmento
''ba5e .i d\rà là rlella d 'ei punle dl I'9. 4.

Ripetiamo la stessa costruzioie sui triangoli eqùilateri di lato a della fig. 'l: dividiamo cioè

ciascuno dei lati lunehi a.in 3 segmenti uguali, lunghi $, e sul segmento di mezzo corrruiamo un
triansolo equiìatero (fig. 5)." Còntinuando-con'la stessa costruzione, si otterranno dei triangoli equilateri sempre piir piccoli
(fig. 6), aventi il lato uguate a J aet tato aet tr;angolo precederte. Le lunghezze dei lati si sussesuoro dun-

39,
e quindi i perimelri delle successive configuràzjoni risultaro

9a 72a 16a..
e tendono a diventare sempre più grardi



Fig- 4

Fig. 6
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Calcoliamo ora l'area della figura compresa entro questo perimetro crescente. Teniamo presen-
te che per avere l'area,4 di un triangolo equilatero di lato I (fig. 7) si moltiplica m€tà della base. cioè +,
per l'altezza che e 416: t'area a è dunque data daper l'altezza che è;V3: l'area A è dunque data da

A= + l'1'\/1.

Nel nostro caso, /=3a. e quindi I'area del triangolo dalo è

n,=Tt,
L'area di un triangolo costruito sulla terza parte del lato. cioè su a, sarà

o,=tt .

e quhdi l'area dei primi tre triangoli aggiunti è

3'a7=l +V3'
Poiché il lato dei successivi lriangoli aggiunti è + e di questi trixnsoli ce ne sono 12, le aree di questivalgono J'

r>.qi 1.n: si./i'-9 4" 3"'
La somma delle aree risulta dunque

e=fflz+] cA+ tt/1+ -§ azt/1+ ...

Si scopre che, a parte il 1'termine. si ha una progressione geometrica di ragion€

__r.3_4Y-l 4 I
Allora, siccome la ragione è minore di 1, si.può applicare la formula "al limite", e cioe

c -aL' l-q
Nel nostro caso

u1:io,\/3. s=;,
e quindi si ha

A-et' \/1 t 4," ": - 7",\6-4,,16= Is8 aV:.

Risulra allora che l'area non diventa infinitamente grande! Si avvicina. invcce, sempre di più al
valore a=§a:1/3.

È inleressanle confrontare quesla area ?4 con l area -4r del lriangolo da cui siamo partiti; si ha:

*=*"'a'1"a:!='.u
Riflettiamo: un'area compresa da un conlorno che, col pcnsiero. vediamo estendersi all'infinito, risulta
poco più di una volta e mezzo I'area del rriangolo da cui siamo partiti!

Si Ìimane anche affascinati da una legge che genera delle configurazionì che corrispondono a
quelle dei fiocchi di neve. A questo ripo di configurazioni, che hanno una notevole importanza sia nella
matematica pura che nelle applicazioni, è stalo dato recentcmente (nel 1975) il nome di frattÀli. un
termine che vuol sollolineare il Iallo che appaiono {ralionale. \pezzellate

Questi frattali possono presentarsi sono forme ben piu complesse di quelle ottenute oPerando
solo con triangoli equilateri, perché si possoro aggiungere delle figure diverse da quelle di partenza,
scegliendole alaso rira operando su queite sempre in modo che sia fissata una legge di "riproduzione".
Peiesemoio. nella contisurazione a triansoli equilaleri, <i Dolrebbe inlrodurre _una varianle , rn§erendo
un quadàto dopo un ci,ro numero dr iriangòli. Ci si pirò. rn.omma. <biTzarnre in creazioni diverse
purché si rimanga sempre vincolari da una \lessa legge dt nProdu/ione.

Fig- 7



Fig. 8 Fig. I Fig. 10

Si può, anche, partire da configurazioni a contorni curvilinei, come quelle di fig. 8, estendendo-
le in modo da ottenere le figg. 9 e 10; si vede chiaramente che la fig- 10 è formata da tante "zone'uguali
a quelle della fig. 9, ma rimpicciolite.

La fig. 10. osservata €on un po'di fantasia. fa pensare a un insieme di nuvole. Ma non si tratta
di sola fantasial Le nuvole, gli ammassi di nuvole. i super-ammassi sembra che costitìriscano effettiva-
mente delle configurazioni che possono essere create con il metodo dei frattali; e il giorno in cui gli
scienziati saranno certi di questa conclusione, tutto il problema delle previsioni meteorologiche dovrà
essere rivislo sotto questa chiave,

Dalle nuvole alle stelle: astrofisici saudiano oggi da un punto di vista frattale i raggruppamenri
delle stelle in galassie. delle galassie in ammassi di galassie, e così via. Si scoprirà dawero uno spezzetta-
mento dell'universo in grappoli fraÌtali?

E ora, dalle nùvole, dalle stelle, dalle galassie rientriamo in noi": sembra che le ramificazioni
successive dei vasi sanguigni possano. anchresse, essere descritte con composizioni frattali...

Ci si chiede: potrebbero dawero tutti qùesli fenomeni, così diversi uno dall'altro, essere stretti
in un unico quadro di leggi geometrìche? Potrà. un giorno, la matematica dare una rappresentazione
frattale delìa natura? E ci si chiede se potrà veramente reaiizzarsi I'idea del grande matematico e filosofo
G.W. Leibniz (1646-1716) secondo cui «il corpo umano o quello di un altro anjmale. una parte qualun-
que, solida o fluida, contiene in se stessa, a sua volta, altre parti animali o vegetali; e questo fatto sì
ripete sempre uguale, all'infinito".

Leibniz. per lar comprendere che il processo di cui parla è di carattere matematico, dicer
.Immaginate un cerchio (fig. 1l), e iscrivete in questo cerchio tre cerchi uguali fra loro e aventi il raggio
massimo; poi, in ciascuno dei nuovi cerchi e netlo spazio che rimane fra i cerchi inscrivete ancora tre
cerchi uguaÌi di raggio massimo, e immaginate che il processo vada all'infinito".

Fig. 11
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Si capisce che si può affidare a un computer grafico la rcalizzazione di programmi su confiSura-
zioni frattali. Sul video compaiono allora le figure più varie ma che rivelano un processo iterativo (fig.
l2). Si rimane affascinati da queste configurazioni che si sviluppano u8ìrali e diverse. mostrando la stessa
dinamicità, la stessa armonia di un motivo musicale. Anche l arte. dunque, lroverà forse nella geomctria
dei frattali una nuova corente.

Fig. 12. L,n disegno di
geom€tda lrallale
eseguito con il

Qualche idea sulla struttura dì gruppo

Abbiamo vislo nel testo (in particolare nei paragrafi {ì e 9) comc sia proprio la corrispondenza
fra la moltiplicazione di numeri e l'addizione dei logaritmi dei numeri stessi ad aver sugger;to di svolg€re
i calcoli con i logaritmi. Si soslituis€€ in tal modo ad un'operazione spcsso complicala c'ome la mokiplica_
zione I operazione più semplice di addizione.

In questo complemento vogliamo studiare più a fondo questa corrispondenz:l fra numen e
logaritmi.

Sappiamo che se d e ò sono due numeri reali positivì. si ha
loEa:m. log D=r.

dove m e fl sono numeri reali.
Valgono le seguenti proprietài
t) toe @'b)=m+
2) ìog 1=0
3r r."ll:--.'\al
La dimostrazione di queste proprietà non è difficile. ma molto spesso non è facile talersi delle

proprielà con disinvoltura quaido si ivolgono ì calcoli. La difficolta è dovuta al faÌto che nel passag8io
ilalla mokipìicazione all addizione occorré tener presenti le "nuove' Proprietà dei logaritmi assieme alle
"v€cchi€" proprielà della moltiplicazione e dell addizione Vogliàmo orr vedcre com-e
chie" propìictà possono fondersi quando vcngono considcrate da un drvcrso punto di vista.' 'Comin'ciamo cot rifletter; sulle prop;eli piiì significarive dcll rddizione e della moltiplicazionei
si ha:

addizione
l) commutativa: m+ = +tn
ll) associativa: m+(n+p)=(n+ )+p
III) esisre un numero 0 tale che m+0:m

molliplicazione
I') comrr.utativa a-b-b a
II') associativa: a'(b c\=(a t) c
Ill') esiste un numero 1 tale che d 1-4.

Si nota subiro una stretta analogia fra le ploprieia I c II dell aJdizione e Ie corrispondenti propdetà I' e
ll' della mohiDlicazionc. Si è pòi condolii ail 'uniftcare anche le proprielà lll e lll'. e ciò in base alla
seeuente osseiuazione: la III à_fferma che. se si aggiunge 0 ad un qualunque numero m. il numero resta
in;kerato. cioè 0 e I etemenb neuru nell'addiiiòne; la III' afferma che' se si moltiplica per I un


