Algebra delle derivate 1

tretp hanno

uguale pendenza




Come e organizzato il calcolo differenziale

Il calcolo differenziale studia le derivate.

Pensa alla tante funzioni che hai incontrato finora: calcolare il

limite del rapporto incrementale per tutte queste funzioni sarebbe

un lavoro lunghissimo!

Ecco invece il percorso molto piu rapido che seguirai:

1. Calcolo le derivate di poche funzioni elementari.

2. Studio le regole dell’Algebra delle derivate per calcolare le
derivate di tutte le funzioni costruite con quelle elementari.

Esempi di funzioni costruite
con 3 funzioni elementari

2sin(x) 3.
3 y= 2x° +sin(x)
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Comincia l'algebra delle derivate

In questa lezione cominci a studiare i procedimenti per
calcolare le derivate delle funzioni che puoi costruire con
quelle elementari. Ecco i primi due procedimenti.

Procedimenti per calcolare

Esempi
la derivata di

1. Somma di funzioni elementari y = sin(x) + x?

2. Prodotto di funzioni elementari |y = x’sin(x)
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Richiamo le derivate di
funzioni elementari
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Funzione | Derivata
y=k Yy’ =0
V=X y =1
y=x" y'= nx™1
y=sin(x) | y'=cos(x)
y =cos(x) | y'= —sin(x)
y=e¢e y'=e

_ 1
y=In(x) | - -




1. Derivare una somma di funzioni

Esempio In generale
Sono date y = x* e y = sin(x) e so che Sono date y = f(x) e y = g(x) e so che
p— L
lim[x+h) —X" | 5 limf(x+h) f(x)=f'(x)
h—0 h h—0 h
lim PR A =S A Gl £ G2 R
h—0 h h—0 h
Calcolo la funzione derivata di Calcolo la funzione derivata di
y=x"+sin(x) y =Jx) + g(x)

1. Calcolo il rapporto incrementale
Ay [(x +h)? +sin(x + h)] = [x2 + sin(x)] Ay _ [f(x+h)+g(x+h)]-[f(x)+g(x)]

Ax h Ax h
(x+h)? +sin(x + h) - x2 —sin(x) _JGx+h)+g(x+h) - f(x)-g(x) _
- - h
h
(x+h)* —x?| bin(x+h)-sin(x) D i) B8
B + h h
h h
2. Calcolo il limite del rapporto incrementale per h—0
1 ﬂ — : & o !
}lu_gAx =2x+cos(x) }:I—I!%Ax = f'(x)+g'(x)
La derivata di y = x> + sin(x) & La derivata di y = f{x) + g(x) €
Y’ =2x + cos(x) y =) +g'x

Per derivare la somma di funzioni addiziono le derivate delle singole funzioni
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1. Derivare una somma di funzioni

Per derivare una somma di funzioni
addiziono le derivate delle singole funzioni

* Funzione somma Derivata
y = f(x) + g(x) y' =1 (x) + g’(x)
y = x*+ sin(x) y'=4x> + cos(x)
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Altri esempi

Funzione somma Derivata
y = f(x) + g(x) y =fx)+g’'x)
y=x*+x y'=2x+1
y =sin(x) + cos(x) |y’'= cos(x) + [-sin(x)] = cos(x) — sin(x)
y=x*+2 y'=4x3+0=4x°
y =sin(x) + 4 y'=cos(x) + 0 = cos(x)
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Somma di una funzione con una costante

Gli esempi mostrano il ruolo particolare delle funzioni y = k.
Hanno derivata y’ = 0, percio ‘scompaiono’ nella derivata della somma;

ad esempio
y=x*ey=x?+ 3 hanno la stessa derivata y’ = 2x

Interpretazione grafica.
Da y = x’si ottiene y =x? +3
con una traslazione lungo
I’asse y, che ‘trascina’
anche le tangenti. Percio
le tangenti mantengono la
stessa pendenza.

Ay = x 4 3AY

. '
Traslazione '

In generale
Tutte le funzioni del tipo
y =f(x) + kK hanno derivata

Y=

tretp hanno
uguale pendenza

-3 ks -1
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Video

Le rette tangentit, ety
hanno uguale pendenza

4
[¥N)
Yy
W
o
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| calcoli sono sempre cosi semplici?
Proviamo con la moltiplicazione

Funzioni elementari Derivata
fix) =x? ) =2x
g(x) =x° g'(x) = 3x*
Funzione prodotto Derivata
h(x) =x* x* = h(x) =x° | h'(x) = 5x*

Se moltiplico le derivate ottengo
fi(x) - g'(x) =(2x) - (3x?) = 6x* Risultato errato

Per derivare un prodotto di funzioni NON
moltiplico le derivate delle singole funzioni.
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2. Derivare un prodotto di funzioni

Esempio
Sono date y = x* ¢ y =sin(x) e so che
21 : .
1i (x+h)" —x D lim sin(x + h) - sin(x) Liconco
h h h—0 h
Calcolo Ia funzione derivata di
y=x>"sin(x)
1. Calcolo il rapporto incrementale Addiziono e sottraggo
Ay _ (x+h) -sin(x +h) - x* -sin(x) _ / |a stessa espressione
Ax h per ritrovare rapporti
_(x+h) sin(x+h)— x* -sin(x) 4 x* -sin(x + k) — x” -sin(x + h) incrementali noti.
h
2 i : .
| (x+h)" —x it sin(x + &) —sin(x)
h h
2. Calcolo il limite del rapporto incrementale per h—0
. Ay . 2
lim— = 2x|sin(x)]+ x“ - cos(x imsi = S
lim ) (x) ‘msm(x + 1) =sin(x)
La derivata di y =x” - sin(x) &
y’=2x - sin(x) + x* - cos(x)

11
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2. Derivare il prodotto di funzioni

Se ripeto gli stessi calcoli in generale trovo il procedimento
per derivare il prodotto di due funzioni

Esempio

In generale

Sono date y =x* e y = sin(x) e so che
. (x+h)*-x*
lim

=2x
h—0 .
s sin(x + h) - sin(x) )
h—0 h

Calcolo la funzione derivata di
y =x - sin(x)

Sono date y = f()(c) )ey = g(x) e so che
. f(x+h)- f(x

1 i)

L1 , f'(x)

hm g(x + h)_ g(x)

h—0 h

Calcolo la funzione derivata di

y=Jx) - gx)

=g'(x)

La derivata di y =x* - sin(x) &
y’=2x - sin(x) + x* - cos(x)

La derivata di y = f{x) - g(x) ¢
Y =) gx)+f(x) - g’(x)
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2. Derivare il prodotto di funzioni

Funzione prodotto Derivata
y=1x)-gx) |y'=FK)-glx)+f(x)- g )
y=x*-sin(x) y'=4x3- sin(x) + x* - cos(x)
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Esempi

Funzione prodotto
y=1x) - g(x)

Derivata
y'=Px) - gx) +f(x)- gx)

y=x*-sin(x)

p'=4x>- sin(x) + x* - cos(x)

y = sin(x) - cos(x)

y' = cos(x) - cos(x) + sin(x)[—sin(x)] = cos?(x) — sin’(x)

y = 3sin(x)

y'=0 - sin(x) + 3cos(x) = 3cos(x)

y=2

y'=0-x*+2-3x2=6x2

y = =sin(x) = (—1) - sin(x)

y'=0 - sin(x) + (1) cos(x) = —cos(x)

Enrico Pietropoli, 2022

14




Prodotto di una funzione per una costante

Gli esempi mostrano il ruolo particolare delle funzioni y = k.
Queste funzioni hanno derivata y’ = 0, percio ‘passano inalterate nella

derivata del prodotto’; ad esempio
y = sin(x) ha derivata y’ = cos(x) e y = 3sin(x) ha derivata y’ = 3cos(x)
Interpretazione grafica se k>0.
t; hapendenzam, = 1 Da y = sin(x) si ottiene y = 3sin(x)
fhapendenzam, = 3 con una dilatazione lungo I’asse
/ y, che ‘si trasmette’ anche alle
-

tangenti. Percio le tangenti
triplicano la pendenza.

DT

In generale
Tutte le funzioni del tipo
y = kf(x) hanno derivata

Yy’ =kf’(x)

y=3sin(x)

Enrico Pietropoli, 2022

15



Video

t, hapendenzam, =1

t, ha pendenza m,=3-1

y = 3 sin(x)
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Prodotto di una funzione per -1

Anche la costante —1 ‘passa nella derivata del prodotto’; ad esempio

y =x*haderivata y’=2x e y=(—1)x* ha derivata y’= (—1)2x, cioé

y =—x? ha derivata y’= —2x

Interpretazione grafica.

Da y = x? si ottiene y = —x? con una
simmetria attorno all’asse delle Xx,
che ‘trascina’ anche le tangenti.
Percio le tangenti cambiano il
segno della pendenza.

t; hapendenzam; = 2
t, ha pendenzam, = -2

2 In generale
Le funzioni del tipo
y =—f{x) hanno derivata

Y=
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Attivita

Completa la scheda di lavoro per applicare
| procedimenti che hai imparato.
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Riflessioni sulle risposte
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Quesito 1

Applica le regole studiate per calcolare derivate

Funzione Derivata Procedimenti
A.y=3x? y'=3+2x dacui Derivatadi y=x2¢ y'=2x
y'=6x Derivata di funzione y = kf(x)
B.y=4 y'=0 Derivata di funzione y = &
C.y=3x*+4 y'=6x Derivata della somma diA e B
D.y= -2x y'= - Derivatadiy=xe¢y'=1
Derivata di funzione y = kf (x)
E.y=3x2-2x+4 |[y'=6x—-2 Derivata della somma di Ce D
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Quesito 2. Derivata di un polinomio
Esempio

y=3x2-2x+4

|
Y'=32x?>-2-1+0= y'=6x—2

Polinomio e una funzione del tipo
y=ax"+...tax*+ax+a,

La derivata e
y’=nax"1 +....+ 2a,x + a,
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Quesito 2. Derivata di un polinomio

Altro esempio

1423 32_
y4+3 —5X x+35

1

y'= Z4x+ E

3x? =2 2x—-1+0= y'=x3+2x*-3x-1

U
2
3 2
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Quesito 3. Derivata di y = x*

3. Ho scritto la funzione y = x* nella forma seguente:
y =X . x3
Calcola la derivata della funzione scritta qui sopra come
prodotto di due funzioni.

y=x-x3
!

y' =1-x3+x-3x% =x3+ 3x3

l

Hai ritrovato con un altro procedimento che

la derivata di y =x* ¢ y’=4x3
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Quesito 4. Due procedimenti

4. E data la funzione y = x2 (x3 + 4). Calcola la derivata con due procedimenti
I. Esegui la moltiplicazione indicata e calcola la derivata del polinomio ottenuto.

y=rtAR oy =Sx 4 2= P =5 x 8

II. Applica la derivata del prodotto per calcolare la derivata della funzione data.
y'=2x (P +4)+x2Bx2+0)=2x"+8x+3x* =y’ =5 x4+ 8

Quale procedimento ti sembra piu semplice? Il primo

Prima di eseguire i calcoli e importante riflettere
per scegliere il procedimento piu agevole.
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Quesito 5. Altre derivate

Funzione Derivata Procedimenti
A. y = 2sin(x) y'= 2cos(x) Derivata di f(x)= sin(x)
Derivata di y = hf(x)
B. y =-3cos (x) '= —3[-sin(x)] Derivata di g(x) = cos(x)
y'= 3sin(x) Derivata di y = kf(x)

C. y = 2sin(x) — 3cos (x)

y'=2cos(x) + 3sin(x)

Sommadi A+ B
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Sintesi dei finora ottenuti

Derivate di funzioni elementari

Prime regole di algebra delle derivate

Funzione Derivata
y =fx) y' =1
y = gx) y'=g'(x)
y=fx) +gx) |y'=fx) +g'kx)
y=£fx)-gkx) |y'=1()- gkx)+fx) g'kx)

Funzione | Derivata
yv==k v =0
y=x T =1
y=x" y'= nx™1
y=sin(x) | y'=cos(x)
y=cos(x) | y'= —sin(x)
y=e y'=e'

y = In(x) !

Y =%

Enrico Pietropoli, 2022

26




