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Problema iniziale degli integrali:
I’area sotto il grafico di una funzione

y
IFunzione continua e positivatraae b

Trapezoide
diarea T

T = jbf(x)dx
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Teorema fondamentale del
calcolo integrale

b
| rdx=Fb) - Fay
Con F’(x) = f(x)

Per calcolare I’area T procedo dunque cosi:

1. Determino con il calcolo integrale una
funzione F(x) primitiva di f(x).

2. Calcolo la differenza F(b) — F(a)

Ecco un primo esempio
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Area sotto un arco di parabola

x3
l.f(—x2+2x)dx= —?+x2+k
2
Z.f (—x2+2x)dx= —— 122 _0l=-—
0

S FQ)-FO0)| *
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Snellire i calcoli

by f(z) = —z*+ 2z

T

0 A

. 2
\ i T =j (—x% + 2x)dx
0

x3 2 23
'[(—x2+2x)dx=—?+x2+k f (—x2+2x)dx=—?+22—0
| 1
2 3 2 3
X 2
J (—x2+2x)dx=[——+x2 =——+2%2-0
0 3 .3

In generale

b b
f F'(x)dx = | F(x)]a — F(b) — F(a)
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Area sotto un arco di parabola

Integrali e geometria: confrontare aree
by

f(x) = —x* + 2z

*

1 -

Wl

2 x3 2 8
Tzf (—xz+2x)dx=[——+x2] =—=+4=
. 3], T3
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Un secondo esempio: area sotto una retta
by

Area T sotto la retta
fra le ascisse 0 e 1

1 211
sz(l—x)dlex——
0 2

0

Posso trovare questo risultato solo con la geometria: ho
disegnato un triangolo con base 1 e altezza 1.
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Un’altra area sotto una retta

by

Area A sotto la retta
tra le ascisse 0 e 2

Calcolo I'area A con la geometria e
trovo I’area di due triangoli uguali
1 1 T

A=T+T==+=-=1
* 2+2

E, se calcolo I'area A con l'integrale, che cosa ottengo?

2
xZ

2 4
A:L(l—x)dx:[x—70=2—5=0\

Risultato errato!

Dove e ’'errore?
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Problema iniziale degli integrali:
I’area sotto una curva

Funzione contin/ua e positivatraaeb

T = jbf(x)dx
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Come spiego il risultato?

Torno all’origine degli integrali: Y
I'integrale e il limite di una somma di
prodotti f(x;) - Ax, con Ax > 0.

T=f(xq) Ax+f(x,) Ax+ -+ f(x,) - Ax

f(x)=1—=x

Sef(x1)<0! f(x2)<05---! f(xn)<0 0
U ()] SRR IS U S i—

T<0 F(z2) <0

E infatti trovo:

Lz(l—x)dxz[x—x—22=2—£—}—(1—1)=—1<0

2], 2 2 2

L’esempio fa capire un risultato di carattere generale.

L’integrale misura I’area sotto il grafico di una funzione,
ma, se la curva e sotto I’'asse delle ascisse, il risultato
ottenuto e negativo: e I'opposto dell’area.
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Due casi per il calcolo dell’area sotto la retta

f(x) 2 0 nell’intervalio [0, 1]
Curva sopra I’'asse x

! 1
j(l—x)dxz—zAl
0 2

f(x) < 0 nell’intervallo [1, 2]

Curva sotto I'asse x

2 1
j 1-x)dx=—-——-=-A4,
1 2

In questo secondo caso, trovo:

Az=—f12(1—x)dx=—(—%):3
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Area complessiva sotto la retta

by
f(x) 2 0 nell’intervallo [0, 1] \ fla)=1-z
Curva sopra I’'asse x

1 1
Alzj(l—x)dx=— 0 X
0 2

f(x) < 0 nell’intervallo [1, 2] \

Curva sotto I’'asse x

b= [a-our-—()-

Area A complessiva sotto laretta: A=A+ A,

1

A=jol(l—x)dx—f(l—x)dxzé—(—E)=1
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Area sotto il grafico di una funzione continua
L’esempio mostra come procedere in generale per calcolare

I’area compresa fra il grafico di una funzione continua e I’asse

delle x in un intervallo [a, b].

Area T sotto il grafico di una funzione continua f{x)

fix) >0 in [a, b}

fix) <0in |a, b]

fix)=Z0in |a, c|
fix) <0in |c, b]

b
T= j f(x)dx
1

y = fix)

Area T

4’
x

T= —fbf(x)dx

Area T b

T = ch(x)dx - f:f(x)dx

yé

y = f(x)
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Quesito 1

1. Calcola I’area delle zone indicate nelle figure qui sotto.

0 30
2 z x1 17 1 1
=) mar= | =5 =[] =5 c=3

! 1y 8] 2oy 2
1‘3=[ \/de=f x2dx = |- =[-‘/§] =—
0 0 5 3 o 3

0
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Quesito 2

2. E data la curva grafico della funzione y = i ; risolvi 1 seguenti quesiti:

a. Calcola I’area T4 della zona di piano compresa fra la curva ’asse
delle x nell’intervallo [1, 3].

3 1 3
Ty = f1 ;dx = [ ln(x)]1 =n@B)-n1)=mhB)=1,1

b. Determina & in modo che abbia area 1 la zona di piano compresa fra
la curva e I’asse delle x nell’intervallo [1, &].

k1 k
f —dx=| In(x)| = k) - In(1) = In(k)
1 * 1

Intk)=1=k=e=2,7

AY 1 Ay
Tz F(x) =In(x)
1 I e .
: i
Area =1 |
o : — O] J
0 1 2 e 3 0 e
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Quesito 3

3. Osserva la figura qui sotto e risolvi 1 seguenti questi:
a. Calcola I’area delle zone indicate nella figura.

T —Il(x2—6x+5)dx— £—6ﬁ+5x1—1—3+5—z
> 3 T2 , 3 "3
5 3 2 S y
T =—f (x2-6x+5)dx = —2 16> —5x| = V :
o 3 %2 : | y=a’—6z+5
=125 30525 ( P s)—32 4
3 3 -3 ;

b. Calcola I’area T compresa fra la curva e I’asse delle x
nell’intervallo [0, 5].

32 39

7
T=TS+T6=§+?=? 13 i
Oppure

1 5
r=[ (x2-6x+s)ax-f (a2 — 6x + 5) dx
0 1
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Area tra due curve: punti di intersezione

Calcolo I’area T racchiusa tra i
grafici delle due funzioni
f(x) = —x*+6x—4
gx) =x*—-2x+2

Prima di tutto determino i
punti d’intersezione 4 e B.

{y=x2—2x+2

y=—x%+6x—4 KN
{O=2x2—8x+6

w2

y=x“—2x+2 {le
[ a1VT6-12 y=1 A(1,1)
X = 5 ;

x:

— 2 _ B(35 5) Claudio Gori Giorgi
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Area tra le due curve: imposto i calcoli

;| f(x)

1 Tf
114
0 1 2 3 4 5 -~ X g(:t:)
/ \ B 0 1 2 3

f(z) = —x*+6x —4

3 3 In [1, 3] f(x) € ‘sopra’ g(x)
T, = fl f(x)dx T, = f g(x)dx T=T; - Tg
1

3 3 3
T = jl F ) dx — fl g(x)dx = fl [F(0) — g(0)]dx
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Area tra due curve: concludo i calcoli

3 3
T = f [f(x) — g(x)]dx = j (—x2+6x—4—x%+2x—2)dx =
1 1

3 2 > 8
= j (—2x% + 8x —6)dx = [—§x3 + 4x% — 6x] =—
1 1
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Area tra due curve: un caso per riflettere

Nell’esempio trovo 3 condizioni:
1. Le curve si incontrano solo in due punti di ascisse 1 e 3;
2. In[1,3] una curva é sempre sopra l’altra, cioé f(x) = g(x);
3. In[1,3] le due funzioni sono non negative, cioé

f(x) =0, gx)=0

Nella figura qui sotto la terza condizione non e verificata.
Come procedo in questo caso?

e 2=
v
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Area tra due curve: come risolvo il nuovo caso

Ecco l'idea: traslo le due curve lungo I’asse y verso I’alto,
I’area T non cambia.

- . : — {
y = g(x) 0o a y=g(x)+k b X

Le funzioni f(x) e g(x) si trasformano in f(x) + k e g(x) + k;
basta scegliere k abbastanza grande da portare tutta 'area T
sopra I'asse delle ascisse. Calcolo T con le nuove funzion..

b b
T = j ([F () + k] — [g(x) + kl}dx = j (F(0) — g(0)}dx

La formula non cambia: la terza condizione non € necessaria.
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Area tra due curve: un procedimento generale

In un intervallo [a, b] sono dati i grafici di due funzioni
continue f(x) e g(x) che rispettano le seguenti condizioni:

1. Le curve si incontrano solo nei due punti di ascisse a e b;
2. Una curva é sempre sopra l’altra, ad esempio, f(x) = g(x);

L’area T compresa fra le due curve é data da:

b
T = f [F(x) — g(x)]dx

a

vt y = (x)
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Quesito 1

1. Calcola I’area delle zone indicate nelle figure qui sotto.

"
y =1 x?
A LE
1 0 - ‘
fro
1 3 1 (-1)3] 4
T,=f_l(1—x2)dx=[x—?l-1=l—§—[—1- - l=§
3 3 2 22 27 9 9
= — x? = —x? = |—— —_— = —-—— _—— -
Tz-fo(x x* + 2x)dx J;( x* + 3x)dx [ 3+3240 3 +35=3
1 1 X3 A 227t
T3=f [l—xz—(x:’—x)]dx=f (1-x2-x3+x)dx= x-3—x4+xz
-1 -1 | -1

3 4 2 3

1 1 1 (-1)* (-D* (-1)?%] 4
=1-3-3 ""["1" 3 4 2 l‘

Il calcolo di T; € lungo. La geometria puo aiutare?
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La geometria agevola i calcoli

Funzione pari
Curva simmetrica

rispetto all’asse y
=T

Funzione dispari
Curva simmetrica

I
rispetto ad O Area T, tra le due curve

=T+T7T =
Q=S T,=T+T=2T
ry=2 (- =2fe- 2] =2(1-1)=4
e fo(_x S Y 3) 3
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Quesito 2

2. Osserva la figura a fianco e risolvi 1 seguenti quesiti:
a. Scegli il procedimento errato per calcolare 1’area T in colore. In [-2, 0] f(x) sopra g(x)
b. Completa uno dei procedimenti corretti per calcolare 1’area. In [0, 2] g(x) sopra f(x)

A [_oz(x3 —3x — x)dx +fo2[x — (3 - 3x)]dx f(z) = 2°
B. [_Zz[x — (2 - 3x)|dx

C.2 f:[x— (x® - 3x)]dx

0
D.2 f (x* - 3x — x)dx
-2

0

16
=0-2 (T - 8) =8
- f(x) e g(x) funzioni dispari.

Figura simmetrica rispetto ad O

0 x4
T=zf (x3—4x)dx=2[——2x2
P 4
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