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1. Problemi che conducono alla derivata di una funzione
Questo capitolo tratta uno degli argomenti più importanti della matemati
ca: la derivata di una funzione. Si tratta di un argomento che risale al
1600, ma che continua ad essere attuale, soprattutto per le numetose
applicazioni: molti rami della fisica, dell'economia, delle scienze naturali
fanno inJatti uso delle derivate per risolvere in modo semplice e rigoroso i
problemi piir vari. Ecco qualche esempio.

A) La velocita ishntanea di un corpo che si muove con una data legge
orrrie

Cominciamo con I'esaminare una situazione particolare: un pendolo si
muove secondo la legge

s=sen r.
dove s indica la distanza del pendolo P dal punto O
d'equilibrio (fig. l) e r jl tempo.
Qual'è la velocità del pendolo, quando sono trascorsi 3
secondi dall'inizio del movimento?
Si tratta di un classico problema di fisica: determinare
la velocità istantanea di un corpo, cioè la velocità del
corpo in un dato istante. Per risolvere questo problema
si procede nel modo seguente. Si comincia col calcolare
la velocità media del corpo in un piccolo intervallo di
tempo, tenendo presente che risultai

Fig. I
:lJ

dove
y. indica Ia velocita media,y'.r iDdica lo spazio percorso,L indica l'inte allo di tempo impiegato a percorrere quello spazio.

Nel caso assegnato, si fissa I'attenzione su un piccolo inte allo di tempo
lungo /, secondi: I'intervallo di tempo che intercorre fra 3 e 3+r, secondi;
si calcola poi la distanza percorsa dal pendolo in quell'intervallo di tempo.
Si ha che:

- nel tempo da 0 a 3 il pendolo percorre uno spazio st=sen 3,
- nel tempo da 0 a (3+r) il pendolo percorre uno spazio §r=sen(3+rr),
- nell'intervallo di tempo lungo ,.? il pendolo percorre uno spazio ÀJ=sen(3+r)-sen 3.

La velocità y,, cercata è data dunque da:

sen (3+r)-sen 3

Per passale poi dalla velocita media a quella istantanea si osserva che
riducendo I'ampiezza i dell'interallo di tempo "si dà meno tempo al
corpo per variare la sua velocità"; si assume quindi come velocita istanta-
nea v il valore a cùi tende la velocita media v- qùando ft tende a 0.
Valendosi del Iinguaggio dei limiti. si scrive

v=lim sen (3+à)-sen 3



È facile ora indicare un procedimento generale per calcolare la velocità
istantanea v di un corpo che si muove con una legge oraria del tipo §:/(r);
si ha che la velocità istantanea relativa al tempo t=a è data da:

J\a+h)-j(a\
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v=lim

B) Il tasso di crescita di una popolazione

Cominciamo ancora una volta con I'esaminare un caso particolare: una
popolazione di batteri cresce nel tempo secondo la legge

dove P indica il numero di batteri (in migliaia) e , indica il tempo misurato
ln ore.
Si chiede: qual'è il tasso di crescita della popolazione dopo 5 ore di osser-
vazione?
Il tasso di crescita indica la rapidità con la quale la popolazione cresce; ha
dunque un significato analogo alla velocità istantanea incontrata in fisica.

Si può dunque procedere in modo analogo: si fissa un inte allo
di tempo lungo à secondi (il tempo che intercoIre ha 5 e 5+, secondi) e si
valuta il tasso di crescita medio /- in quest'intervallot. Per calcolare r. si
ragiona così:

- dopo 5 ore
- dopo (5+r) ore
- nell'intervallo di tempo lungo à

ha un numero dr batteri Pr=?'13 s,
h" un numero di batteri P,=eorr5*h,-
ha un numero di batteri .\;'=er'3(5-hi-e0r 5

sl
sl

Si è quindi condotti ad assumere come tasso di crescita istantaneo r il
valore a cui tende il tasso medio /- quando /, tende a 0.
valendosi del linguaggio dei limiti. si scrile

Il tasso r, cercato è dato dunque da:

Si arriva così ad un procedimento generale per calcolare il tasso istanta-
neo di crescita / di una popolazione che varia nel tempo secondo una
legge del tipo P:/(0: iÌ tasso istantaneo di crescita r, relativo al tempo
l=a è dato da:

r=lim f(d+h)-f(o)

I Si è indicato il tasso di cre*ita cod ls lclters r. iniziale dena parola inSlese tale , chc
sisnifica. appùtrto, lase di 6eenÀ Dcl resiÒ l iniziàle , d€l corispondénÈ locabolo italia.o r..de_
rebbe l. t.àireiotrè D.no chiara. daro ch€ @tr la lélt.ra , è stat. indiela la variabile Émpo.
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C) La tangente ad una data curva in un suo pùnto
È facile determinare l'equazione della retia tangente ad una curva in un
suo punto,4, quando la curva è una conicar: basta considerare il fascio di
rette per il punto A (fig. 2) ed osservare che una qualunque retta del
fascio incontm la conica in due punti distinti. mentre la tangente I è
l'unica retta che incontra la culva in due punti coincidenti nel punto,4.

Questo procedimento non si può applicare se la curva non è una
conical bajta un c:empio per rcndersene conlo.
Considericmo un punto A sulla curla d equazione

che non è certamente una conica. dato chc è descritta da un'equazione di
3'grado (fig. 3). Una retta passante per il punto,4 incontra la curva in tre
puntil perciò la retta r. tangente in,4. incontra la cuùa nor solo in due
punti coincidenti nel punto,4. muì anche in un altro punto B.

Fig. 2 Fì9. 3

Si pone quindi il problema di indicare un procedimento per de-
lerminare l'equazionc della iangentc ad una cuwa.

Per trovare questo procedimento comincìamo ad esaminare un
caso particolare: Iequàzione della tangenle alla curva d equazione ),=.t3
nel suo punto A(1, 1).

I Ricordiamo chc §i chiaùuno conieht le curve .hc sono dcscriltc da un equrzione di 2'
rido nrll. \J'iJbili r <d :.uno (,nichr.,n pdnicoldrc. lJ pd,aholà Lle{Iud dJll.qùJ/roneì.,r -t,, -, . rer",t..cirlrrid'..1r./,ne$:(.Perno_izicfluJ(r'-ElrJre.u.kt,rLit\ L

Castùlnuolo. C. Oori Giorri. D Valènti- :tlaknuti.a ù.Ia.eorrì. €apP. 1 e 2.



La fig. 4 suggerisce il seguente procedimento: si considera la tetta secante
J, che congiunge il punto,4 con un punto P delÌa curva "vicino" ad,4; si
fa poi scorere il punto P sulla cwva verso,4 (fig. 5). Si osserva allora
che, mentre P si awicina ad A, la retta secante.s assume posizioni sempre
piir vicine a quella della tangente ,.

Si è dunque condotti a dire che la retta tangente è la posizione
limite della secante AP, quando il pùnto P tende al punto A.

-t17

Fig. 4

Per scnvere I'equazione della tangente occo e tradure in termi_
ni algebrici questa osservazione di carallere geometrico.

Ecco come si procede:

- l'ascissa del punto P, "vicino" al punto.4 d'ascissa 1, si indica con

xp:(1+h),
dove l, è un piccolo incremento che varia al variare del punto P sulla
cutva.

- l'ordiflata yp del punto P si calcola tenendo Presente che P deve muo-
versi sulla curva e perciò sulta:

yp=(xò3, ossia )p=(1+lr)3.

Fig.5
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- si scrive l'equazione della retta s (fig 6) che passa per '4(1' 1) e per

P(;tp, yp); si hat:
y- I (1r lt)r- I
;-m,. con ^,=-T

- infine si traduce il fatto che, quando P si awicina ad '4' la retta § tende
ad assumere Ia posizione della tangente ''

Per lare queslo si osserva che. menlre P rende ad A lincremento .li
àì,j";i;'r"Hil;; pì..oìo1. .ònt"'npo'uneamente la pendenza m tende
alla Dendenza m, della tangente

Valendosi del linguaggio dei limiti' si scrive:

m.=lim m.. ossia ,,,-!i,,t l]4h

Si può allora concludere che la tangente 
' 

ha I'equazione
v-1'-=|n.r-1

dove la pendenza m. è data dalla (1).

0)

È facile ora indicare il procedimento generale per determìnare
I equazione della retta l. tangente ad una curva d equazione /-J(x' ln un

suo punto A, d asclssa d.

Fig. 6 Fi1- 7

I Ricor<liamo che I'equazione dexa rerta che Ùise due Pùti' A('À'!") e BltB'!ò è

,-!^ YB fa,-,^=,,-^,

!a-la

indi.a la PendeEa (o @fii.i.ntè angolare) dela retla'



Si procede così (fig. 7):
- si considera, insieme al punto A, un punto P della curva prossimo ad A;

si considerano dunque i punti seguenti:
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AIa, f(a)), PI@+h), f(a+h))\- si scrive l'equazione della retta.s, che congiuage A con

Y_TG)
,- o:*t

con
f(o + h)-f(a)

dalla (2) si ottiene l'equazione della tangente,
m, della tangente alla pendenza mr.
per ottenere la pendenza mr, si osserva che,
h+O e m,+m,, perciò risulta:

_. l@+h\-Ji\a)^,=lu h

P; si ottiene

(2)

sostituendo la pendenza

quando Pr.4, si ha che

a valutare la

Abbiamo esaminato tre problemi apparentemente molto diversi
fra loro; eppure, per risolvere questi problemi abbiamo impostato sempre
lo stesso tipo di calcolo:
- nel problema A, si è determinata la velocità istantanea v, calcolando

-. 
^d+h)-^o\'=I4 ,

ossia calcolaodo la rapidità di variazione della distanza s=f(r);
- tel problema B, si è determinato il lasso istantaneo di cres.ita di una

popolazione, calcolando
.. 

^a+h\-^a)r=lrm-&-o h
ossia calcolando la rapidità di variazione della popolazione P=/(r);

- nel problema C, si è determinata la pendenza ,rr, della tangente ad una
curva in un punto, calcolando

-. I(a+h)-la),,=I\ h
ossia calcolando la rapidità di va azione dell'ordìnata )=/(x).

Si capisce dunque come i più vari problemi di tipo applicativo conducano
a sviluppare le tecniche algeb che necessarie per calcolare la rapidità di
lariazione di una grandezza che è funzione dr un altra. E proprio di que-
sto che ci occupercmo nei paragrafi seguenti.

2. Derivata di una funzione in un punto
I problemi esaminati nel paragrafo precedente conducono
rapidità di variazione di una grandezza funzione di un'altra.
noscere che, in tutti icasi, si segùe lo stesso procedimento.

Indicata con y=f(r) la funzione data e con a il valore di,r,
procede nel modo seguente:
1) si assegna un piccolo incremento l, alla variabile r, considerando, insie'

me al valore a, il valorc a+h;
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2) si valuta il corrispondente incremento che subisce la va abile y, tenen-
do presente che risulta

pel .r=d Y=f(a).
pet x=a+h y=f(a+h),

e perciò l'incremento che subisce y è dato da

f(a + h) ^ l(a) |

3) si calcoìa il rapporto fra questi due incrementi, e cioè il rappo o incre-
mentale. dato da

f(a+ h)-f(a)
11

4) si assegnano ad i valori sempre piir prossimi a 0 e si calcola

f(a+ h)-l\n)
lim

Fissiamo ora l'attenzione su qucsl'ultimo calcolo: quando ftr0, sia il
numeratore che il denominatore tendono a 0. perciò il limite del rapporto
incrementalc c unc torms lndelermrnara oel ripo !.'0
Si poqsono rJunque presenlare le seguenli situazioni:

{la+ht |ht1) Lm--_7-=-
in tal caso non si riesc€ a determinare la rapidilà di variazione cercata.

^. f(a+ h)_|tu)z) ll1 h ='
dove I indica un numcro finito (anche 0); in tal caso il numero I indica
prop o Ia rapidità di variazione.

Il procedimento descritto è abitualmente indicato con un apposi-
to termine: il numero I prende il nome di d€rivaaa dells fùnzione J=/(r)
nel punto d'ascissa a e si indica con il simbolo /'(d): si scrive:

na+ h\-ftat
I\' h:-- --I' kt

Si dice dunque che la derivata in un punto è il limit€ del rappo o incre.
mentale, quando tende a 0 l'incremento daao alla variabile r.
Nel calcolo delle derivate si usano anche altri simboli, fra i quali segnalia-
mo i scguenti:
- I'incremento à, assegnato alla variabile r. viene indicato conrJi,
- il corrispondente incrcmento che subisce la funzione vienc anche indica-

to con l,i' o con -.1Ì; così si scrive:

lQ + h) - fla\= rf= Jyl,

- il rapporto incrementale viene pertanto scritto nella forma
f(a+h)-fia) _ )f _)yft-Ltlr

- la dcrivata viene indicata con

l,tf\ /.iv\
\,?',1,=,' oPPure \/,/,=,

I Lr l<tllr.r I ld m"ru{olr dtll'dltdh(ro Srccor e linrzrdle,iell Prtola drflcrentr: il
{moulù I' rir' dr Junqu, 'he linrrLment, de'1. rdirhrlc , 'i rrnenc e'eguendo unl dilfer.n/d



Quest'ultima terminologia è certo piir pesante ma riassume in modo piir
preciso il procedimento seguito; in particolare corda che ilprocedimento
riguarda il valore i=d.

Si osserva subito che sia il procedimento di calcolo seguito che la
definizione di derivata di una funzione in un punto sono indipendenti dal
particolare problema che si vuole risolvere. Ma, tornando agli esempi che
abbiamo esaminato nel paragrafo precedente, si ha che:

- quando si calcola la velocità all'istonte t=a di tu corpo che si muoye
secondo la legge s=f(t),
il rapporto incrementale indica la velocità mcdia v..
la derivata indica la velocità istanlanea v.

- quando si calcola il tasso.li ctescita all'istante t=a di uM popolazione
che yatiq nel tenpo secondo la legge P=f(t),
il mpporto incrementale indica il tasso medio di crescita r».
Ia derivàta indica il tasso istantaneo di crescita /.

- quando si calcola I'equazione della tangenre atl una atya d'equazione
y=[(t) in un s o punto A d oscirsa a.
il rapporlo increm€ntale indica la pendenza m, dells secante s,
la derivata indica la pendeùza rrr, della tangente ,.

3. Funzione derivabile in un punto

Applichiamo ora le nozioni introdotte nel paragrafo precedente a due casi
particolari.

A) È data la funzione y=1'?e se ne vuole calcolare la dcrivata nel punto
d'ascissa r=0. Si procede così:

1) si assegna un piccolo incremento lÌ=,i? alla vadabile.r. considerando.
insieme al valore 0. il valore 0+lr=i:

2) si valuta il corrispondente inoemento che subisce Ìa variabile ), tenen-
do presente che risulta

e perciò l'incremento che subisce ) è dato da

$=h|-o=h1:
3) si calcola il rapporto incrementale, dato da
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f(0)=o']=0,
f(0+D=h!.

/'(tr) =l,im r=0.

In conclusione si ottiene:

"f,(0) = 0.
ll risullato ottenuro ha un'immediata interpre-
razione geometrica (Irg.8): la retta r. tangcnle
alla parabola d equazione y=r ncl punlo
O(0, 0), ha la pendenza che vale 0; perciò la
retta I è parallela all'asse delle -r. In questo
caso particolarc I coincide addirittura con l'as-
se delle r.

)f h:

4) si calcola lr
/'(0)=l,S 1,. ossia

Fig. I
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f,) Si vuole determinare la derivata della funziooe y=!t nel punto d'a-
scissa r=0.

Ripeteldo il procedimento di prima si catcola il rapporto incrementale che
è dato da:

af=
Ax

Perciò dsulta:

/(0+r)-flo) _t/i-o _ th \/_h.

ri,n4=ri.a=*.h-0 lr tt-0 lh
_ Si conclude dunque che non esiste la derivata della funzione

]=Énel punto d ascissa 0. ossia la funzione )=![ non è derivabile nel
puoto O(0, 0).

Anche questo risultato ha un immediata inrerpretazione geome-
trica (fig. 9): la retta ,. tangente alla curva d'equazione )=Vr in O(0. 0),
coincide con l'asse delle )); ed è Doto che non è possibile determinare la
pendenza dell'asse delle y (o di uoa retta parallela all'asse delle y)'.

Gli esempi oÉ esaminati permettono di cogliere iì significato della se-
guente definizione:
sl dice che ùno funzione ,:lF) è derivrbile in un pùnto d'ascissa a se
rlsulta

frd+hl-fratft(at=tim-. "..=t
l-0 h

dove I indica un numero linito.
Possiamo inoltrc aggiungere che

- se risulta /'(d)=0, la tangetrle, alla curva nel pun0o A[4,14)] ha la
perdetrza che vale 0, perciò , rirulta parallela all'asse d€lle Ì.

- se il liDite 1 del rapporto itrcrcEentale notr esl§ae oppùre è inlinito' Ia
funzione non è deriv{blle nel punlo A.

IJ figg. 10 e 1l mosrano aDcora due esempi di funzioni non
derivabili in un punto2.

r Per Easeiori mrizi! sdla p.ndenza di una r€ra vedi E. Casrelnùow C. con Giorgi.
D. val,nti, Mot tutica nella rcoltò,cÀp. t., P.r i cakoli coEispondénti vedi 6cr.Éi .xe Pa8g. l()3-401.

Fig. I
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Flg. l0 Flg. 'l l

4. Funzione derivata
Cominciamo col calcolare la derivata di una funzione, per esempio r:x3,in punti di diversa ascissa. Si ha che:
- per .r=0 dsùlta

ll0+h)-ll0\ h3 ."
llh

e quindi
f (0)=lim iu=0:

- per ,=l risulta
f(1+ h)-f(1) (l+rt)3-l=--i-=t*gn*n,

e quindi
,f'(1)=hq (3+3,+1,'z)=3;

- ler r=-1 sùlta
fl-1+ h)- f(-t)

h
e quindi

L- 1+ h)1 -|- t) _2 _ 1,, ! t 2

/'(-1)=lim (3-3r+n'?)=3.

Si osserva che,. per ogni valore di,r, si è seguito sempre lo stesso prccedi-
menloi-proc€dimento che si può riperere a partire da uno qualuique dei
valon dr -r che appanengono al campo d'esislenza della funzione y=y'. Si
capisce così che, ad omi valore di x si può far corrisDondere il-numeto
/'(r). risultato del procedimenlo di derivazione. In qriesro modo si crea
un'altra funzione: la fùnzione derivata della funzione'v--C



124 4. Ls de vate

Per ottenere I'espressione analitica di questa funzione derivata
basterà applicare il procedimento di derivazione a partire da un punto
qualunque d ascissa -r; si ha:

llr+,/rl-/lrt Ir+,fr)r-tl't -1 t+3hx+h:h - h -"
e quindi

tr'(r)=lim ( 3rr +3[r +/r]l =3.rr

Spesso si indica brevemente la funzione dcrivata con ),', si scrive
dunque che la funzione derivata della funzione r=t' è J'-l.*.

AIcune importanlr osservazioni:

A) le due lettere à ed -r hanno un ruolo diverso nelle espressioni ora
scritte:
- la variabile i assume valori sempre piìi vicini a 0i
- la lettera.r indìca una generica ascissa. che rimane fissa durante il

procedimento di derivazione.

B) quando si conosce lespressione analitica della funzione de vata. è
facile calcolare il valore della derivata in un punto: basta sostituiÉ ad
.r rl \alore desiderato. Ecco qualche esempio.

Data la funzione

si è lrovato chc la funzione derivato è

/'(,)=:,.
Risulta perciò:

/'(0)-3 0'?=0 i f'(\)4 r1=3; .f'(-t)=3 (-1)']=3; ...

C) La funzione

è legata alla funzione

'I=,rr'
da cui è derivata da un'intuitiva relazione di carattere geometrico che
è illustrata in fig. 12. Si immagina una tangente che "scorre lungo la
curva" d'equazione

per ogni valore dell'ascissa x, si ''legge" la pendenza della tangente
sulla curva che rappresenta la funzione derivata e cioè

E chiaro che il procedimento seguito prima si può applicare a qualunque
funzione y{(.t), che sia de vabile in tutti i punti del suo campo di esi-
stenza. Si definisce così la funzione d€rivata, data da:

,f,(r)=},,]t
f(x+ h)-1\x,

ed indicata spesso col simbolo
r'=f'(xl.



Fig. 12

Per indicare la funzione de vata si usano anche altri simboli, fra
i quali segnaliamo in particolare i seguenti

df dv
à oppùe d;.

analoghi a quelli gia inrodotti a prcposito della derivata in un punto.

Nei paragrafi seguenti vedremo comc si possono calcolare, a partire da
semplici regole, le funzioni derivate di tutte le funzioni che conosciamo.
Svilupperemo un procedimento analogo a qùello seguito per il calcolo dei
limiti e cioè:I) si calcolaDo le derivate di alcune funzioni elementari,
II) si tlovano le regole fondamentali "dell'algebra delle derivate".

Vedremo che, in questo modo, si escono a calcolare le derivate
di tutte le funzioni ottenute componendo quelle elementari.

5. Derivate di alcune funzioni elementari
In questo paragrafo calcoleremo le de vate delle seguenti funzioni:

y=k, y=)t, y=sen r, ),=.,.
Per calcolare le derivate di queste funzioni peteremo sempre lo stesso
procedimento; indicando la funzione considerata con y=/(r), si procedc
così:
1) si calcola il mpporto incrementale della funzione , dato da

Ay l(x+h)-f(x\
rt-r h '

2) si ottiene Ia funzione derivata /'=/'(r), calcolando il limite per à--+0
del rapporto incrementale; ossia

. ly fot+h\-f(x),rtr)=[iq;=lint .!j-:
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A) Derivata della furEione ,=È
Cominciamo con l'esaminare un caso numerico: y=4. La funzione asse_
gnata fa corrispondere sempre lo stesso numero 4 ad ogli valorc di ,
(fig. 13); risùlta quindi:

av4-40^
Ax h h -'

e dunque
f (r)=0.

È chiaro che il procedimento ora svolto si r!
pete per qualunque valore della costante t e
permette di allivare alla seguente conchr-
slone:

la derlvata dl J=t è J'=0.
Il risultato ora ottenuto era facilmente preve-
dibilei la funzione ,=[ ha come grafico una
retta r parallela all'asse delle ,; perciò la tan-
gente ad r cohcide con / stessa. Il fatto che la
derivata vale 0 indica proprio che la pendenza
della talgente vale 0 in ogni pùnto.

Fis. 13

B) Derivat! della funzlone ,=r
Calcolando il lapporto inclementale, si ha:

Av x+h-x h .
Ax- x - h-"

perciò risulta:
f'(x)=1.

Si conclude che
la derivata di J=, è J'=1.

Anche qùesto risultato ha un'immediata inter-
pretazione geometrica: la funzione y=r ha co-
me grafico la bisellrice del l" e 3'quadrante
(fig. I4); perciò la retta tangente ad s coinci-
de, per qualuDque valore di .r, con s stessa. Il
fatto che la derivata vale I pet qualunque x
indica, appunto, che la pe[denza della tangen-
te vale 1 in ogni punto.

Fig. 14

C) Derivata dl y=sgnx
Calcoliamo prima di tutto il Épporto incrementale; si ha:

Ày sen (r+à)-sen x
ar=h'

Risulta quindi

f'(r) =lim
sen (x+r)-sen x



Il limite si presenta come una forma indeterminata del tipo $ che, in
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questo caso, non è immediato risolvere. Occofie valersi delle formule di
addizioner; in base a queste fomule risulta:

sen(x*lr)=59n ;Y ss5 ,l+cos r'sen l,,
e quindi

sen(r+rr) -sen ,:sen r.cos à+cos r.s€n ,r-sen r=
=sen .x (cos à- l)+cos r.sen à.

Si può allora scrivere il rapporto incrementale nella forma seguente:
AY cos i-l . sen /r
È=*n x --i- + cos.t -;-

Si è così condotti a calcolate il seguente limite:

/6):Et [.*,' se*l*"o.,' *;A]
Ora, per concludere il calcolo, basta ricordare che risultar:

,. l-cos, ^ .. sen à -llm-=u e lrm:=l,-0 h h.o h
perciò si ottiene

",, . ,. I cos ,r-1 sen il, (.rr=l's 
lsen 

,t._--7- +cos.t.-, 
.]=cos 

r

Si arriva dunque alla seguente conclusione:
lo derivttr delLe fundone ,=s€n r è ,'=cos x.

Anche questo risultato può essere interpretato geometricamente. conside-
rando i gÌafici di y=5s e y=cosx (fig, l5)i fissato sulla sinusoide un
qualunque punto P d'ascissa .r e disegnata la relativa tangente ,, si può
"leggere" sulla curva y:cos x il coefficiente angolare della rctta ,.

Fig. 15

It fomul. di addiziolc da udlìuare sno: §enG+p)=s.n d @s É+6s z sen I, dovc z. , indièno rnsoli ass.snati.! Vedi @p. 3, paragrafo 7.
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D) Derivata di J=?'
Cominciamo. come sempre. col calcolare il rapporto incrementale; si ha

)! _et\+h)-e\ _et -eh-et _e'.(et'-1.\lxhhh
Risulta

)tlf'{rl=lim er ':-----1.
h

Ora, per ottenere la derivata cercata. basta cordare che si har:
.. 4-tllm-=1.

Risulta quindi:
-1, 1

l'(r) =lim e, . j-----: =€,.",-0fi
Si arriva così alla seguente conclusione:

la derlvata della funzione y=e' I y'=s'.
Questo sultato scmbra dawero sorprenden-
te: la funzione esponenziale ha per derivaE se
stessa!

L'interpretazione grafica può aiutare
a capire: si traccia il grafico della curva espo-
nenziale (fig. l6) e si indica sulla curva un
punto P e la relativa tangente a: se, per esem-
pio. il punto è P(0, 1), la tangente in P ha la
pendenza rr=1; se poi il punto è P'(1. e), la
tangente in P' ha la pendenza m'=e. Accade
cioè che l'ordinata del punto P coincide col
valore della pendenza della retta I e questa
proprietà vule semp,e. qurlunque si,i là posi-
zione di P sulla curva.

Fig. 16

6. L'algebra delle derivate
In questo paragrafo sono sviluppate le regole pcr calcolare Ie derivate di
funzioni ottenute da quelle elementari con le seguenÌi operazioni:
A) addizione;
B) moltiplicazione;
C) divisione;
D) composizione di funzioni;
E) passaggio alla funzione inversa.
Per trovare le varie regole di dcrivazione si segue semprc lo stesso proce_
dimento e cioè:

si scrive il rappoto incrementalc della funzione dala,
si calcola il limite dcl rapporlo incrementale Per l-0.

ì vedi oìp. 3. prr srnn, 6-

1)
2)



4. Le de'ivat€ 129
A) D.rivata della somma di due funzioni
Riprendhmo alcune dellc Iunzioni di cui abbiamo calcolato le dcrivare nel
paragrafò precedente e scri\iamo alcune lunziont o[enute dalla loro som-
ma; si ha per esempio:

/=sen r+4; y=x+!z; y=sen x+eti y=x+e'...
Si vuole calcolare la derivata di una di queste funzioni, che indicheremo
genericamente con

y:F(a), ossia F(i) =/(,t) +g(.r),
dove y=/(r) e )7=g(r) sono due funzioni di cui conosciamo le derivate.
Ora, conoscere le de vate di r:/(x) e /=g(.x), vuol dire conoscere il
limite del rapporto incrementale relativo a ciascuna funzione, ossia sapere

.. l(x t h)-llx) ". .. Rlx-h)-Rl\,)tì\, n =J't,l . |,$f,=s'rx). (r)
Scriviamo dunque il rapporto incrementale della funzione )=F(r); si ha:

-ry_ F(.Ì+r)-F(x)
lxh

ossia

ù_ [/(, + r) + s(, + l,) ]- [/(r) +s(r) ]lxh
Si osserva subito che si può scrivere questo rapporto incrementale come
somma dei rapporti incrementali (1), di cui conosciamo il limite e cioè:

)y f(x+h)'l(x) g(x+h1-g|t1
i-h-h

Risulta così

Si conclude che:
una funzione del tipo )=/(.r)+S(r) ha per derivata ,'1"'(-r)+8'(r).

Si può anche dire, a parole, che:
la derivata della somma di due funzioni si ottiene addizionando le relative
derivate.

Siamo dunque in grado di calcolare le de vate delle funzioni indicate
all'inizio: si ha che

y=sen,r+4 ha come derivata )'=cos -1r0. ossia y'=cos r:
y=x+V2 ha come derivata y'=l+0 . ossia y'-l:
)=sen-r+€' ha comc de vata y'=cosx+e',
y=r+et ha come derivata )'=1+s";

Si osserva in particolare, a partire dalle prime due derivate, che le funzio-
ni del tipo

r:f@)+k e y=f(t)
hanno la stessa derivata

v' =r (ò.

lfG+t-r'' (,) = l,i$
-f(x)h) g(x+\

h I+ =/'(x)+s,(Ì).
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Qùesto risultato ha un'immediata interpreta-
zione geometrica.

L€ due funzioni y=f(r)+k e y=f(x)
hanno come grafico due curve come quelle di
fig. 17: si tratta di due cùfte uguali, ùna tra-
slata rispetto all'altra nella direzione dell'asse
delle y. .

E chiaro allora che, in corrisponden'
za ad uno stesso valore di r, si trovano tan-
genti con uguale pendenza.

Fig. 17

B) Derlvata del prodotto di due funzioni
Anche in questo caso è facile scriverc delle funzioni che siano il prodotto
di due delle funzioni di cui abbiamo calcolato le derivate nel paragrafo
precedentel consideriamo. per esempio:

/=8 sen ,; y=V5 r' y=xe') !=e' sen x ...
Si vuole calcolare la derivata di una di queste funzioni, che indicheremo
genericamente con

y=F(x), ossia F(r)=/(r)r(Ì),
dove ],=/(-y) e y=g(x) sono due funzioni di cui sono note le derivate;
sappiamo quindi che risulta:

fk+h\-fla\l,S'-=.r'(,) e I'q =8'o). (1)eQ+ h)-sG)
h

Ripetiamo il procedimento seguito nel caso (A)
incrementale della funzione y=F(.r); si ha:

Ay _F(x+h)-F(x)Ath
ossia

scriviamo il rapporto

^y 
_flx + h) c@ + h)- f(x). s(x)

Àxh
Ci si rende conto che non si riesce piir a proseguire come nel caso della
somma: il Épporto inqementale (2) non si può ottenere moltiplicando i
due rapporti incrementali presenti nelle (1).

Per "ritrovare" i rapporti increme[tali delle due funzioni, occor-
re valersi di un artificio algebrico: si aggiunge e si toglie al numeratore
della (2) l'espressione flx+h\g(x\. In questo modo si otliene:

Ay
At

f(x + h). g(x + h)- f(x\. s(x\ + f(t + h). s(x\ - f(x + h). s(x)

Quest'ultima espressione si può scrivere, poi, nella forma seguente:

(2)

E=fQ+h\'T+8(l\. f(x+ h)-f(x)



Si ottiene dunque

F' tx )=tnnl/.x - h t - lliJ!-g! + se ) -'' r-u[' h
e quindi, tenendo anche presente che sulta

liq /(.r+n)=flr)
si ha

F' (x)=f(r) . g'(x) + g(x\ . f'(x)
Si conclude così che una funzione del tipo

J=l(.t)g(r) ha per derivata r'=f(r)g(r)+l(.r)g'(.r).
DuDque, la derivats del prodotto di due funzioni ,,on Ji orriene moltiplictn.
do le relative derivrte.

Si scopre così che "l'algebra delle derivate" presenta delle regole
molto particolari e non prevedibili.

Per impadronirci dell'ultima regola, calcoliamo le derivate delle
funzioni indicate all'inizio di questa pa e (B); si ha che:

y=8 serlt ha come de vata y'=0 sen.r+8 cosl, ossia y'=8 cosr'
y=Vi.r ha come derivata y'=ù+\6. l. ossia y'=V5;
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D
h

f(t+ I'f(,

ossia y':s'11.rr1'
y=e'sen x ha come dedvata )'=e'sen r+e'cos r, ossia )'=e*(sen r+cos r).

Si osserva, in particolare a partire dalle prime dùe derivate calcolate, che
le funzioni del tipo

v= kf(a)
hanno per derivata

y'=k f(r),
qualunque sia il valore della costante /<.

Questo risultato ha un'immediata interpretazione geometrica:
per passare dal grafico della funzione y=fl.x) al grafico della y=f1r;, .i
opem ùna dilatazione che moltiplica pcr t le ordinate (fig. 18),; è chiaro
che questa trasfomazione "si trasmene" in ogni punto e qùi.di modifica
anche la tangente alla curva.

ha come derivata y'=le'+r d,

' Pcr mae8iori norizi. sull. irasfomeiooi dcl piatu v.di.ap. l, pdagralo 5.
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C) Derivata del quoziente di due funzioni
Ecco qualche esempio di funzione, che è quoziente di due funzioni di cui è
nota la de vata:

v=!9!À. u=L. "=-1 .' Jl ' e'' ' Sen 't
Si t.atta di calcolare la de vata di una di queste funzioni, che indicheremo
genericamente con

v=F(xl. ossia r(r\=U'L- '-'' c(r)'
dove y=flx) e )=g(.t) sono due funzioni di cui conosciamo le derivate.
Seguiremo in questi casi ùna via analoga a quella indicata nell'algebra dei
limiti: coflsideriamo il quoziente di due funzioni come un prodotto, scri-
vendo, per esempio

sent 1 x 1

-=Sen,r-. 
-=X', ...xx

In generale si sclive
flrì
8(-r) " 8(x)

In questo modo il problema da affroltare diventa il seguente: calcolare la
de vata di

1' glx)
conoscendo la derivata della funzione y:g(r).

Ripetiamo ancora una volta il procedimento seguito nei casi (A)
e (B), cioè scriviamo prima di tutto il rapporto incrementale della funzio-
ne con§iderata; §i hai

1 I lek+ht-p,,Il\
Ay s(x+h) sQ) Ay \ ,, l--1 = ----)_-------::-_------L

^x h ---'- Ax B(x+r) g(x)

La derivata cercata è dunque data da:

s(x+ h)- g(x)
, .. ------t- -g'1,1' 'in se+h).s(.x) d(x) '

visto che risulta
e( x+ h\- p(x\

it1g 
:f,=e'(rl e lig e(x+[)=e(x).

Si conclude che una funzione del tipo

,=-L h, Der derivrre v.= -8'(r)
' 8{r) ' r-- ---"--' s}(r)

È facile ora calcolare la derivata del quoziente di due funzioni: basta
valersi simultaneamente dell'ultima regola e di quella per calcolare la
derivata del prodotto; si ha che

flr) ".. 1ossla v= xt.-' 8Q)' -'-'- ', "'"', 8e)
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ha come de vata

. ".. t ^ s (.r) f'(x') eG)- l(x).e'(x)
ctx) " dG) . {\x\

Si conclude che una funzione del tipo
lxt , I'lxtglx t-fixlg'txt)=s(*t h" per derlvala I = È@ .

Dunque, Ia d€rivata del quoziente di due funzioni rron si ottiene dividendo
le relative derivate.

Applichiamo ora I'ultima regola per calcolale le derivate delle varie fun-
zioni indicate all'inizio di questa parte (C); si ha che:

y=@ hu come derivata ),- l cos l--sen x 1 , ossia t,,= Àl9!J:§9!I.xx-x2'
. Ie'-xe' l-xy - na come oeflvata / = k.l . ossra ) -----.

4 0 sen x-4 cos : -4 cos r/=,",, nu come oeavala y = ,"n,, ossra I - *rr,
D) Derivata delle funzioni composte
È facile scrivere delle funzioni che si ottengono componendo due funzio-
ni, di cui si conosce la derivata; ecco qualche esempior:

y=selZt, y=è3\, y-e*n'
EsaminaDdo queste funzioni, si individuano le due funzioni di cui ciascuna
è composta:

y=sen 2 x si ottiene componendo 2-2ir e y-sen z.y=en si ottiene componendo z=3x e y=e'.
y=e*n' si ottiene componendo z=sen x e y:ez.

Si vuole calcolare Ia derivata di una di queste funzioni, che indicheremo
gene camente con

v= F(x),
sapendo che risulta

r(.r) =/[s(.Y)] ,
dove

y=flx) e z= g(x)

sono due funzioni di cui si conoscono le derivate. Ouesto significa, come
abbiamo già detto, che conosciamo il limìte del rapporto incrementale
relativo a ciascuna funzione, ossia sappiamo che risulta:

fix-h) fixt .. B(x+ r)-B(.r)Ill r, ' =f (x\ " IiS -r, 
' =g'(xl. (l)

Ripetiamo il procedimento seguito nei casi precedenti, cioè scdviamo
p ma di tutto il rapporto incrementale della funzione )=F('); si ha:

Ay F(x+h) F(x) ^y fl8@+h)l-fl8k)l
Ar= h ' ossra r§= l, (3)

1 Vedi anche cap. 1. paracraio 6
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Incontriamo cosi un problema già affrontato più volte: "ritrovare" nel
rapporto incrementale (3) i rapporti incrementali (1), di cui è noto il
limite. In questo caso, conviene scrivere

k= s(x + h) - s(x) ,
in modo che risuìti

g(.r+ft)=8(x)+,t, ossia g()r+[)-z+t.
Il rapporto incrementale (3) assume così la forma seguelte

ly f(z+ k)-J\z)
4rh

questa espressione "somigìia" molto al rapporto incrementale che defini-
sce l'(r), ma al denominatore compare l?, mentre al numeratore l'i[cre-
Nento della variabile z è t e non ,Si esce tuttavia ad arrivare alla delivata cercata moltiplicando il
numeratore e il denominatore della (3') peÌ t (supponendo che risulri
k+0).
Si ottiene infatti:

ly Ì(z+k)-.f(z) k

(3',)

f(z+k) f(z) g("r+ l,)-8()u)

passando ora al limite per lrè0, si oltiene che anche t-.0; si ha quindi:
, .. J\z- k)-l(z) s(, -/,) -s(,) ...y =;,,s k - h -=J tz) 8\xt.

Si co[clude che:
la de vata di rJtg(r)l è data da J'=/[alr)]a'(x).

Ecco qualche esempio di applicazione di questa regola:
)=sen 2,x, composta da z-2-r e y-sen z. ha come dcrivata y'=2c9s2x.y=?" composta da z=3.r e y=e' . ha come deri\ata y'=ll'.y=e*"' , composta da z=sen ). e y=ez , ha come derivata y'=Cn'cosr.

D) D€rivata dell€ funzioni inve$e
Coflsideriamo infine le seguenti funzioni, inverse di funzioni elementari,
di cui è nota la derivata:

)=ht , ossia -r=er , inveAa <li y=e';
,:arcsen r, ossia r:sen ), inversa di y=sen Ì.

Indichiamo con y=g(r) la funzictne inversa di una fùnzione /=/(.r). di cui
è nota la derivata. Per determinare rapidamente y'=g'(r), conviene basar-
si sul fatto che, componendo una funzione e la suà inversar, si ottiene
sempre la funzione y=.r: risulra dunque

.fls(,)l:,. (4)
Si calcola allora la derivata dei due memb della (4), applicando la regola
di derivazione delle funzioni composte; si ha:

rls(.f)ìs,(r)= 1.

Da quest'ultima relazione si può cavare la derivata g'(Ì). Si ottiene:
.tlS'f*)=/,ls(*I ossia S'(x)-7,r. purche 'isLilli /'())r'0.

-LYkh

I Vedi caD. l. prraerah 6.
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Si afiva così alla seguente conclusione:
se r=g(r) è l'inversa di una funzione derivabile ,=/(.È), per tutti i valori di
.r per cui risulta/r(J)+0, si ha:

Ir =g tx,= f\$,
l,a regola di derivazione della funzione inversa di una data funzione si
Dresta-ad un inluitiva interprelazione geomeLlica: y=(x) e la sua inversa
i=f(y), ossia y=B(x). hanno come gralico due curve simmetriche ri§pelto
attà iétta r a'équàiione Ì=x (fig. 19J; perciò, ad ogni punlo P[4, /(a)] con
tangente / su uia curva, corrisponde un punto P'[/(r), dl con tangente ,'
sulÉ curva simmetrica. Si capisce allora che anche le rette I e r'saranno
simmetriche rispetto ad r ed avranno equazioni del tipo:

t't x=mv+n- ossia ,=a*-_!L'mm
La relazione S'(.x):fry indica dunque che I e /' hanno pendenza m e 1.

Applichiamo ora l'ultima regola ottenuta pel deteÌminare le inverse delle
fu;ioni indicate all'inizio di questa parte (D).

J=ln r . os\ia .(=p' ha come denvara y =1,=*-J-=1
lll

],:arcsen ,, ossia r=sen y, ha come deflvata, , = cos y = V1_se;', = VI=

r Ci si vale ddh seguedle reÌazione nota dalla lrìgonometria;

@:r)-§en:)=t da cui i ri."\d ro,y ' l/ll*
Oc@lre ricordale che, qua.do si considera la fùnzione ,=arcsen t si olte'gono valori di v l'li che

-I<r<l e qurndi co§,roi

si ha perciò. nel c6o esami.alo:

-. y=Vi:*o'r.

19Fig.
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7. Qualche applicazione dell'algebra delle derivate

In questo paragraJo vedrcmo come si possono calcolare le derivate di
molie tunzioni, valendosi di una o più regole stabilite dalt'algebra delle
de vate.

A) Derivata di J:r'
Consideriamo le funzioni del tipo y=,l", distinguendo vari casi a seconda
dell'esponente ft assegnato.

. n intero positivo
Si ratta delle segùenti funzioni:

per r= 1, )=x,
Per n=2^. Y=i=x'x,
PeI a=J, Y=x"=r'x'

p", 
"ut"otur" 

le derivate di queste funzioni, basta valersi della rcgola per
derivare il prodotto di funzioni; si ha:

oer z=1. y=r. con derivata y'=1i'per n=2. v=f, ossia y=r'x, con derivata y'-l x+Ì 1, ossia y'=2r'
fer z:3. y=.C, ossiÀ i=fr. con derivata y'=2t'x+i l. o§sia ,'=3/...

Si arriva alla seguente regola generale:

,=r' ha p€r dcdvrta J'=rrri-r.
. n intero ncgqtivo
Si tratta delle seguenti funzioni:

Per n=-\' Y=x-l' cioè Y=1,

pet n=-2, y=x-,, cioa r=|,...
per rt=- r. y=x-'. ooè y=1, (con r intero positivo),'x'

Per calcolare le derivate di queste funzioni ci si vale della regola di deriva-
zione del reciproco di una funzione; si ha che:

,= t ha Der derivata ,'=-'{-' . ossia vt- rx'-t 2t
'x'*'

quindi
y:x-' ha per derivata y'--rx-/-t.

Si scoprc che, anche quando I'esponente n è intero negativo (cioè si ha
z=-r), continua a valere la s€guente regola generale:

J=ro ha Per deriYata ,':mi-I.
a n nuriero rcale quolunque
Si tratta di funzioni come le seguenti:

llper n-j y=xz ossia y=Vi

w,,=-l y=r-3 o..iu y=

Pet n=z t=t'

1



Dato che-rr indica un qualunque numero reale, consideriamo la funzioney=r, detinita nell'insieme dei reali positivi. Così si scriver:
{:{l,"l=4 t"t

e si calcola la derivata della fuDzione assegnata scrivendola nella forma
='r lDr

Si ha, valendosi della regola di de vazione di funzione composta;
v'=4t" '-nL''x

ossia

v,=et ltt. n. L=n. f , L'x
e, in definitiva

!':n'" 1'

Si conclude dunque che
y:.r' ha per derlvata ,'=zr,-t, qualunque sr il valore dell'espc
nente ,,, purché reale.

Si possono ora calcolare le derivate delle funzioni indicate all,inizio. Si hache:
L .rJ=xz ha per derivata y'=jx7-' iLossia )r'=it ,

y=* na per de vata

-.,- 1' 2.rt

3.V.li

B) Derivata di J=cos,
Per derivare questa funzione ficordiamo le seguenli relazioni note dalla
trigonometria:'

/"\cos x=sen 
i_2 

_ri/

t" \sen x=cos lr_x/.
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e pelciò

y:l; ha per deiivata

-?t=t 3 ha per derivata

e perciò

infine
y=r' ha per derivata

.t
ossia ),'= - ix 3

I Ci § v.lc più voll. dclta nola p.opriera d.i logàrilDir t. (a.)-p.b..
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Allola, invece di derivare la funzione y=cas v, possiamo derivare la fun-
zione

/_\
v=sen []-xl' \'2 I

valendosi della regola di derivazione di una funzione composta; si ha:
t_ \ /- \

r.=cos $_xl 
.r_ rr=_cos li 

_,.
Si trova dunque che la derivata di J=co§, è J'=-sen r.
C) Derivata di y=g...os r.
Applicando i sultati ottenuti nel caso precedente, insieme con la regola
di derivazione della funzione inversa di una funzione, si ha che la derivata
di y=61..or ,. ossia x=cos ) è data da:

. I -1 -l
' -s", Y \,/i-""rf \,/i;

Si conclude che ls derivala dl J=arctos , e y'= $.- Vl-l
D) Derivstr della fùnzlone y=ig .r
Per de vare questa funzione, occofie applicare contemporaneamente le
seguenti regole:
- i risultari ottenuti nel caso B),- la regola relativa al quoziente di funzioni.
- alcune flozioni di trigonometria.
Si ha che:

y=tg t si può anche sc vere come y=§gql.
Perciò risulta

. cos.r'cos.r senx (-senx) cos2x-sen:x= a"a'., - aaa-
La derivata così ottenuta si può anche scrivere in una delle due forme
seguenti ì

y'=l+te r, oppure ,'=- Lcos2 x
Si conclude che la fitozione J=tg, ha come derivata r'=l+td x.

E) Derivata dl )=arctg .r
I-a derivata di questa funzione si ottiene valendosi dei risultati appena
rovati e della regola per derivarc la funzione inversa, Si ha che

,=arctg r, ossia r=tg y, ha Pel derivata

.,,_ 1 _1' l1tg! y l-x'
Si conclude che la lunzione )=ùrctg r ha come derivrts ,'=;7.

I Si può applicarc la propd.ta distribuliv. dell addirione nspe o alla divisionc e *tivere:

,,=seÙ*e4l=111a, r. oppurc rierdùe che risulra seni r+c6: x=1.



Osserviamo che alcune delle derivate che abbiamo calcolato danno dei
risultati abbastanza imprevedibili; si ha. per csempio chei
- la funzione trascendente,=lnx ha come derivata una funzione che non

è affatlo trascendenle; (i lralra della Iru zrone razlonale )= -:
- la funzione trascendente )=arctg x ha per derivata ancora una funzione

razionale. cioè y= -1-:' l+xz
- la funzione trascendente )=arcsen * ha per derivata una funzione che

non è più trascendente! anche se è irrazionale; si tratta della funzione
I

Si capisce che I'operazione di derivazione "getta un ponte" fra funzioni
di tipo diverso: questo collegamento s'inierpreta geòmerricamente, ri-
flettendo che la derivata di una funzione in un punto indica sempre il
coefficiente angolare della tangente al grafico della funzione in quel
punto.

8. Teoremi sulle funzioni derivabili
In questo paragrafo sono raccolti alcuni teoremi che valgono per tutte lc
funzioni derivabili. Questi teoremi sono tutti basati sulla nozione di
funzione derivabile. che ora richiamiamo:
- Una funzione )=f(r) è derivabile in un punto P d'ascissa d se risulta

.. l(a+ h)-l(a\ -...lrm -_ --_- =I l./).,-uh'
dove /'(a) indica un numero finito.
Dal punto di vista geometrico, il grafico di una funzione derivabile jn P
è taogente nel punto P alla retta t, che ha pendenza /'(a) (fig.20).

- Una tunzione è derivabile in un intervallo, se è derivabile in tuttii punti
di quell'intervallo.

I vari teoremi saranno considerati soltanto da un punto di vista grafico-
inluitivo; tuttavia si può completare questa trattazione con le dimostrazio-
oi esposte nel Complemento B.
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Fig.20
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l) Teorema sulla continuità delle funzioni derivabili

Una funzion€ J=Ir) che è derivabile in un punto P d'ascissa a, è anche
continua nello stesso punto P.

Il teorema esprime una proprietà semplice da intuire da un punto
di vista geomet co: la funzione )=/(r), che è derivabile nel punto
P[a, /(a)], "si appoggia" nel punto P alla retta , di pendenza /'(a) (fig. 20).
Si capisce allora che in P non ci può essere un'interruzione della cu a,
cioè la funzione )=/(r) non può presentare una discontinuità nel punto
d'ascissa x=a.

Un'importante osservazione: non vale il teorema inverso, cioè
una funzione continua in un punto non è necessariamente derivabile in
quel punto. ln tig. 2l si trova un esempio di funzione conlinua rha non
derivabile nel punto ,4(1.0): si rratta della funzione y=V.r-1. di cui
abbiamo già parlato nel paragrafo 3.

Fig. 21

2) Teorema di Lagranger (o del valore medio)

Se una fùnzione J=l[.r) è derivabile nell'intèrvallo [a, r], allora esiste, al-
I'intemo dell'intervallo (a, r), alm€no un valore c, tale che risulti

.lv)-l\d» ^.. ._'-=t'lc)lt-a
È facile interpretare geomet camente questo leorema: il rapporto

f(t)-l(o)
b-a

indica la pendenza della retta / che congiunge i punti AIa, /(a)l e
a[t, f(t)], e

f'(c)
indica la pendenza della tangente, alla curva in un punto C d'ascissa c.

Iì teorema afferma dunque che esiste almeno un punto C, dove
la tangente , è parallela alla rctta r (fig.22).

lJoseph-LouisLaClange(1736-1813).nacauea'Iorino,dovediventòProlessoredimar._
natica all A@adcmia Milnare. vis* più, lardi alìa @n€ di Fed.n.o il Grand. di Prusia e poi a qù.lla
di Luigi XVI di Francia. dìvenrando u.a dell. figur. rapprescntaiiv. del penodo della Rivoluione



Questo teorema ha una lotevole im-
portanza teorica per il seguente motivo: per
determinare la derivata di una funzione in un
punto, si deve calcolare il rapporto incremen-
lale e perciò si deve valulare la funzione in un
intorno del punto. Tuttavia, la derivata sem-
bra «perdere completamente queste.informa-
zioni duranre il passaggio al limire.. E proprro
il teorema del valor medio che stabilisce una
relazione fra rapporto incrementale e dedva-
ta, senza richiamare esplicitamente il passag-
gio al limite.

3) Teorema di Rolle'

Se per una funzione J =.](x) derivabile in un in-
t€rvallo [a, à] si ha

J\a1=J\b),
allora esiste, all'int€rno dell'intervallo (c, r),
almeno un valore c, lale che risulti

J'@l=o'
Questo teorema fissa I'attenzione su un caso
particolare del teorema precedente (fig. 23): il
caso in cui risulta

f(b)=f(a\ e perciò /(b)-/(a)=0.

Fig. 22

4) Teorema di de I'Hdpital:

Se due funzioni y=/(.r) e J=8(r), definite in uno stesso insieme, soddisfano
le seguenti condizioni:

I) all'interno dell'insieme sono derivabili e risulta g'(r)+0,
II) lim^Ì):lim 8(r)=0 (dove a è un numero o il simbolo -),
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IU) Iim--.-=1,-. g.txt
allora, risulta anche

fl.r)tim :-:--: =1.,_, g(.r)

(dove 1 è un numero o il simbolo o),

t Michel RoUe (1652-l?19). Erande maremarico fr,.cer, è nolo ùnchè Per lc sue oitiche
ai mcrodi dell analisi infinnesimale.

? Gùiìlaune de lHòphal- mareEarico liance*, pubblicò nel 1696 il pnmo na.xìl€ di
.dl,rlo drrrerenadl.,hc {d nà $do ('mpdo: ,4a,/rre d?, ùlùn?nt Pcn^ ln qurno libro si
dimù{rc cnche 'l corcmd di cur .r o<cupramò ora: tate ieorPma eE {rro &a rormularo da Bernoullr
macsrro di dc I Hòpnol.
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Cerchiamo di capire il significato di questo teorema su un esem-
pio. Consideriamo le funzioni

flx)=3x-3 e s(r\=Lt-2,
defi te nell'insieme di tutti i numeri reali.

Queste due fulrzioni sono tali che:
I) sono derivabiti nel lorc insieme di definizione e risulta g'(a)=2+0,
II) dsulta lirq (3r-3)=0 e hq (2r-2)=0.

Se allora si calcola
.. 3x-3$ 2,r'

si ottiene una foma indeteminata del 0tIPo 6 ì non Sl nesce cloe a Pleve-
dere il risultato di questo limite, perché questo risultato dipende dalla
npidita con cui le due funzioai fl,t) e g(.t) tendono a zero.

In questo caso particolare, pe!ò, si desce a calcolare il limite con
un semplice artificio algebdco; si scrive:

3r-3 3.(r-1) 3
»-2= z\x-D=r'

Si ottiene quindi
,. 3x-3 3\\L-r=,

Ci si rende conto che il risultato otteluto è uguale al apporto delle der!
vate, dato che si ha proprio:

f(r):3 e g'(t)=2;
si verifica dunqùe che

.. fl,) .. f (x)llm-=llm--Hr 8(r) r-1 8'(r)
Questo risultalo si può interpretare basaDdosi sul grafico delle due fulzio-
ni che compaiono nel limite assegnato. Si ottengono le due retle rappre-
se[tate in fig. 24 e cioè:

r che ha equazione y=3-r-3 e, quindi, penderza ,r=3,
s che ha equazione y=2r-2 e, quindi, pendenza m'=2.

Fig. 24



Si può allora pensare che la rapidità con cui ciascuna retta tende a 0,
quando ,+1! dipenda dalla pendenza della retta: se r-1, ci si awicina
più rapidamente ad,4(1,0) "scendendo" lungo r piuttosto che lungo.r.

Questo caso particolare può dare l'idea di estendere il sultato
ad altre funzioni, valutando la rapidità con cui una funzione tende a 0
attraverso la pendenza della relativa tangente, ossia attraverso la derivata.
In breve, il teorema di de l'Hdpital tratta i casi in cui il

f(t\lim!,-" c@)
si presenla come una forma indeterminata del ripo ! ed afferma che:'tJ
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se esisre lim 4q=1. allora risutta ,t- /('l -,,. 'r,t,'ì.,-, c (x) ,-,8(r) r-o s (.r)

Vediamo un esempio di applicazione di questo teorema; troveremo così,
in modo più rapido, i risultati ottenuti nel cap. 3, paragrafo 7.

Si deve calcolare il limite seguente:
.. sen -r

In questo caso si ha:

fl.r)=sen -t e quindi /'(x):cos ,,B(r)=,r e quiadi g'(r)= 1,
Si verifica immediatamente che sono rispettate le condizioni elencate nel
teorema; perciò dsulta

lim cos r=l e quindi

Qualche osservazione, per completare I'esame del teorema di de L'Hdpi-
tal:

A) Il teorema vale solo se sono verificate le ipot€si elencate
Per fissare meglio l'attenzione su quest'osservazione, consideriamo, per
esempio, il limite seguente:

lim

Questo limite non è una form, indeterminala, dato che il numeratore
tende ad I e solo il denominatore tende a 0.

Svolgendo correttamente i calcoli si ottiene
-- co§ rllm 

-=@-
Se, invece, applichiamo in modo errato il t€orema di L'H6pittl, calcolando
il limite del rapporto delle derivate, si ha:

1- §§!I =6

e arriviamo Àd un risullato errato.
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B) tr tcorcm! dt de I'Hdpiaal st estende .d eltre formc iDdetermirate
Da quanto si è visto finora, si potrcbbe concludere che le forme indeter-

n
mhate del tipo ò sono "privilegiate", dato che si possono lrattare con un

criterio di validità generale.

In realta teorema si estende, con una fomulazione analoga,
alle torme rndetermrnate del tlpo -.

Inoltre, accompagnando il teorema con qualche artificio algebd-
co, si escono a trattare anche le forme indeterminate del tipo 0o e
.o- oo (vedi esercizi).

C) Nor vale ll tcorema furvcrso
lnfatti il teorema di L'H6pital affema solo che, nelle ipotesi indicate,

se esiste ti^ I'!) =t - si ha,_. g lx)
Perciò può accadere che

risulti [m 4-/. ma non,-a Elr )

ri^f?1. =t.I-. 8(.r)

. .. f (x't
,-. c'\x)

Ecco un esempio: risulta (v. tabella)
.. senÌ ^lrm 

-=u
t-a )C

ma non esiste il limite del rapporto delle derivate, perché
lim cos, non esiste.
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1100

110«)
:t'l0OOO

-0,05
-0,005
-0,m06
-0,0m0s


