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Le figg. 10-12 visualizzano i risultaÌi ottenuti:

- la differenza centrale ,I fornisce il risultato esatto (2l1) della derivata e questo
vuol dire che la secante P0 è parallela alla tangente l, (fig. 10)i

- la differenza in ava[ti J fornisce un valore approssimato per €ccesso della
derivata e lerrore commesso vale semprell (fig. 1l):

- la differenza 7, all'indietro fornisce un valore apProssimalo Per difetto d€lla
derivata e I'errore commesso vale ancora I (fig. 12).

Fig. 10 Fig. 11 Fig. 12

- La funzione ]=f, che ha comc derivata

Calcolando le tre differenze inlrodotte prima. relalilamente ad un punlo,4 di
ascissa a. si ottiene:

(a+r)'-dr -. - ..)l=-=Ja' +Jah+|t'

vf=o' (!-h\' 
=3,,'-3ot nt,''

." (a+I)r (a rr)' - , ,,
''J=- 2h-:)rrL

ora si ottenpono comunoue dei valori aoorossimari della derivala richiesla. che
vale lar. Ino'[re. l errore aella differenzaièntrale a) vale /r'e quindr drpende solo
dallampiezza,lr dell'inlervillo \celto: invece. gli errori che si commellono con le
altre due differenze dipendono anche dalla scclta dell'a§cissa a.

B. Dimostrazioni dei teoremi sulle funzioni
derivabili

Ouesto comolemento inleqrr il paraaralo 8 del teslo. dove §ono ctpo\li soltanlo
dì un punto'di u,ttu g.uficà-inruitivo-alcuni reoremi sulle funzioni denvabili. Vi\i
trovano dunque:
- 'eoremi 

giA esposlr ncl le.lo. che vengono qui dimosirall ngororamente:
- leoremi ahe per bre\ilà rono \lali ome:\r nel lesto.

4. Complementi



B. Dimoskdionid6i léorcmi surto runzioni derivabii

1. Teorema sulla continuità delle funzioni derivabili

Una frrnzione J=ft), ch€ è derivabiìe in un punto P d,ascissa a, è anche continua
nello stesso punto P.

Per dimostrare questo teorema, che è illustraro da un punro di vista
gralico-inruitivo nel paragrafo 8. fissiamo prima di tutro larLenzionè sull ipotesi e
sulla tesi:

- ipotesii ,=/(r) è derivabile in Pla, f(a)1, cioè rìsulra:
fh+h\ fh\lim": r r :=I'ra).

- tesi: )=/(r) conlinua in P, ossia si ha:
rg/(,)J(,)

Si deve dunque dimostrare che I'ipotesi implica la tesi, ossia che l'iporesi "contie-
ne in sé" la tesi,
Infatti, dato che /'(d) è un numero finiro, a partirc dall'ipotesi si può scrivere:

da cui

f14 [fla+l) "f(a)l:0, ossia tqàfk+h):fla)
Per concludere la dimostraziore. basta ora introdurre la variabile

x=a+h, tale che x)a, quando h+0.
In questo modo si ottiene, appunto, Ia condizione di continuità:

tE) flx)=f(a) .

2. Teorema sui punti di massimo e minimo relativo

Vediamo prima di tutto che cosa si intende con il temine "punto di massimo o
minimo relativo", esaminando il gmfico di fig. 13.

Fissiamo l'attenzione sul punto ,4 della curva; si tratta di un punto che
presenta una caratteristica particolare: è "il più alto dei punti vicini" e perciò
prende il nome di punto di massimo rclstivo.

In temini precisi, si dice che:
A(r, /(a)) è un punto di massimo relativo, se risultÉ

fra)>^x),
qùando r varia in uÌ opportuno intorno ,(a).
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Fig. 13
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Analogamente, si os§ena che il punto , di lig. 14 "è il più basso dei punti vicini";
si dice che
,(r, "(r)) è un pùnto di minimo rclitivo, sc risults

^hl=^x),qùondo Ì varia in un opportuno intorno I(r).
Relativamente a questi punti particolari vale il seguente teorema:

Se uns ftrnzione J=l(Ì), d€rlvàbile In un pùoto A d'asclsss d, presentr in A un
punto di massimo (o di minimo) relativo, allorr risulfr/'(a)=0.

Questo teorema ha un'intuiliva interpretazione geometrica (fig. 15); in
un pìrnto di massimo o di minimo lelativo la tangente ad una curva è parallela
all'asse delle .r e, dunque, ha la pendenza, data da f'(a), che lale 0.

Fig. t4 Fig. 1s

Dimostriamo om il teorema per un punto di massimo rclativo; si ha
dunque:
ipote6i: )-/(.r) dedvabile in ,a(/, r(a)),

/(a)=^.r) per', variabile in I(a),
tcsi: l'@)=0.
Per dimostrare che la tesi segue necessariamente dall'ipotesi, calcoliamo la deri-
vatal'(a); dato che la funzione è derivabile in / per ipotesi, si ha certamente

.. f(o+h)-lb) con / numero finito.

Esaminiamo ora come varia il rappono insremenlale. quando si assegnano ad rt
valori positivi e Degativi vicini a 0. E chiaro chc si ha comunque ffig. 16)

f(a\>l(a+h) equindi l(a+h)-lb)<o.



B. Dimoslrazioni dèi ieoÉni sulie runzioni de vabii

Tenendo ora presente il feorema della permanenza del segnor, si può dire che

- se è dato lr>0,
tul*@.0

- se è dato ft<o,
lk+h)-l(a) - ^h'" con l>0.
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e quindi

e quindi

con l<0;. f(a+h)-f(al

.. tla+h)-f(a)m-=1,
Allora deve necessariamente risultare

.. f(a+h)-f(a\ ^llm-=U. ossia f'(r):0.
La dimostrazione si ripete, con qualche owia modifica, per un punto di minimo
relativo.

Abbiamo così dimostrato che s€ un punto A d'ascissa d è un punto di
nassimo p di minimo relativo, allom risultà /'(d)=0.

E importante notare subito che non yale il teorema inverso; cioè non
basta verificare che in un punto P d'ascissa a isulti/'(a)=0, per essere certi che il
punto P sia di massjmo o minimo relativo.

Ecco un esempio: per la funzione y=',, isulta ]':3-t2; perciò nel punto
O(0, 0) risulta )'(0):0.

Eppure l'origine O non è cefio un punto di massimo o minimo relativo
per la cu a (fig. 17) anche se la retta tangente in O ha la pendenza che vale 0,
dato che coincide con l'asse delle x.

3. Teorema di Bolle

Se per una funzione ):/(Ì), derivabile in un intervallo [a' à], si ha

flat=/(.b),
allora esiste, all'intemo dell'intcrvalo (4, à)' almeno un Yalore c tale che risulti

"f'(c):0.
Per dimostrare que\Lo leorema. illu:lrdro dal punto di vi\rd grafrco_intuili!o neì
oarasralo 8. basta rimrdare che, nelle condiTioni indicale. la funzione è continua
in un'inlervallo chiuso. percio \ale il teorema di rÀeierstra.\?. croe la lunTione ha
un valore massimo M ed un valore minimo m,

1 Vedi cap. 3, paraCralo 8.
2 vedi cap. 3, paragralo 8.
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Inoltre, la condizione /(4)=/(b) esclude che il massimo ed il minimo

cadano entrambi agli estremi dell'inaervallo (altrimenti risulterebbe h =M e la
funzione avrebbe valore costanle).

Deve dunque esistere almeno un prnto di ma§mo o minimo che cade
all'interno dell'inteiallo (ll, A); in questo punto, che è di massimo (o rninimo)
relativo, Ia derivata deve valere 0 per il teorema precedente.

La dimostrazione è così completata.

4. Teorema di Lagrange

Se una futrzione )=nr) è deriv.bile Dell'itrt€rvrllo [a' ,], rllorr esiste, 8['interno
dell'tntervàllo (a, ,), almeno un valore c, tale che risulti

^b)-Aal 
-.. .:- =l lct.

Per dimostrare questo leorema ci si basa sulla interprelazione geometrico-inluili'
va data nel resro (lig. l8): si con\idera il rapporto

fl.b)-(a) 0)
dove m indica la pendenza della retta r che congiunge i due Punri A[4./(d)l e
8[b,fb)1. Si riscrjve quindi la relazione (l) nella forma seguenre:

flb\-l(a)=n(b-a). ossia flb)- b=f(a)-na.
L'ultima uguaglianza conduce ad individuare una "funzione ausiliaria" che soddi_
sfa le condizioni indicate dal teorema di Rolle. Si tratta della seguente funzione:

F(x')=fA)- nx ,
che. in parricolare. assume lo slesso valore sia F,er r-a che per r=b -si applièa atlora il teorema di Rolle. affermando che esisle almeno un Punlo C
d'ascissa c per cui risulta

ossia f'(c\-m=o

Riprendendo la relazione (l), si conclude che csiste almeno un valore c per cui
risuha:

flb\-l(a\ _ r.t"\h-a
La dimostrazione è così completata.

F (c)=0'
e quindi

n_f,(c\.

Fig. 18



B. Dimosir&ioni d€iteoromisulls lunzioni de vabli

5. Teorema di Cauchy

Se due funzionir=f.r) eJ=g(r), definite nello stesso intervallo [a, ,]! presentano le
§eguenti caratteri§tiche:
- sono derivabili nell'intervallo [a, ,],
- risulta g'(.r)+0 per ogni valore di r interno all'intcrvallo [a, r];
allora si verifrca che:
t') s(a)+s(b),II) si può trovare almeno un punto c, all'intemo dell'intervallo [a, r] per cui

risulta
frb) t@ _f'(.cl
s(b)-g(a) g'lc)

Quest'ultimo teorema è meno espressivo dei precedentj, che hanno un'immediata
interpretazione geometrica; si tratta tutlavia di un teorema che permette di dimo-
strare vari teoremi, fra cui il successivo teorema di de l'HÒpital.

È immediato dimostrare la prima affermazione presentata in questo
teorema, basandosi sul teorema di Rolle e ragionando per assurdo: se risultasse
8(a)=g(b), si dovrebbe trovare, all'interno dell'intervallo, almeno un punto c in
cui risulta 8'(.r)-0. contrariamente all ipotesi.

La seconda parte del teorema è invece una generalizzazione del teorema
di Lagrange e sr dimoslra in modo analogo

Ci si basa sempre su una "funzione ausiliaria', che si scopre indicando
con À il valore noto del segueflte mpporto:

flb\ th\''. " -k (2)
clb) e\a)

Così si scriv€:

/(ò)-/(a):kls(ò)-s(a)1, ossia f(b)-kgb)-flò ks@).
Ora. la "funzione ausiliaria" che soddisfa le condizioni indicate dal teorema di
Rolle è la seguente:

F(x):f(,) ke@.
Applicando dunque il teorema di Rolle, si può trovare un valore c per cui risulta
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F'(c)=o' ossia

^ - s1.,

f'(c) ks'(c):0;

Riprendendo la relazione (2), si conclude che esiste àlmeno un valorc c.per cui
risulta:

l(b)-f(a) f'(c)
db) B@\- !@

Ed è così completata la dimostrazione.

I qugu'.ir I uuh C. u.h, r'7ò'l-"ì§7r . rd irpegner( m'l'rdr< e Prore. ore -ll-ELol, Po\
re,hnrqJe,IP"r4.(ùncdeleprrne\uoled ngeer.ldo'l'rropJ) Vdrcì.'.od'gr,nJe\n.r( h,
semp.é.ùrato nei suoi scrilti L eleganza della forma ed il ngore delle dihoslrazioni.
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6. Teorema di de l'Hopital

Se due funzioni J=n ) e y=g(r), defmitè itr ùro stcsso bsieme, soddlsfano le
§egu€trti coDdlrioni:
I) sll'intemo d€ll'lnsi€Ea sono derlvsbl[ e risults a'(.r)+o,II) lFIr)= lE s(r)=0, (dove , è un numero o il slmbolo @),

Itr) lim'-;- =/. {dov. / è un nomem o il rimbolo @»,-. g (.r)
dlof., r'§ L anch.

,. nÌ)r{ 8(.r)

Per dimostrare questo teorema, illustrato da un punto di vista grafico-intutivo nel
pafigrafo 8, convieoe scrivere

,. f(x\ .. fk\-fta\lrm-=llm-.H 8(.r) :q 8(r) _8(a.)

Crsì, applicando il teorcma di Cauchy, si può ottenere
flx)-fl") =f (r\st)-s@) I'O)

dove .I indica un valore che si trova in un intorno (destro o sinistro) di a, perciò
dovra essere (69. 19)

a<t<t oPpure x<t<a.

Fjg. l9

Osscrviamo ora che, quando r+4, anche tàa, e, siccome risulta per ipotesi
.. f (t\
,-, g'U)

si avrà aDche

.. fk)-fla)llm-=1,4 glx)_gla)
e, in conclusione,

l;m+:1.r{ 8(.r)


