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Eserczl

2.

1. Problemi che conducono alla derivata di una
funzione

l. La velocità di una pallina lasciata cadere da una certa altezza nel vuoto varia secondo la legge

Valutare l'accelerazione istantanea a della pallina, quando sono trascorsi Z' dall'inizio del movi_

(Calcolate pima di lutto t'acceleraziolre media (lel coìpo in un piccolo intenallo di tempo, tenendo
prcsenk che risulta

,:1l,a'= Jt

a^ indica I'accelenzione medin,
Ay indica la vatiazione di velocità,
)r indha t'inteflallo di tempo nel quale è arvenuta la varinzione Av.

Considerando come intavallo )t it rcmpo ch? nlcrcorr? J 2 e 2-h sccondi si otlien' "
,rrtti^"r" ,o." accelerazione istantania it valore a cu tende l'acrclera2ione nedia a.' quaruto
hà0. Nel caso esaminato si ottie e a:g).
La velocità di una pallina lasciata cadere da una certa altezza nell'aia vada secondo la legge

v=A (1 e-b ')
dove ,4 e ò sono due costanti
Vututaie l'u"ceterazione istantanea a della pallina, quando sono trascorsi Zidall'inizio del movi_

(Vedere te consialerazioni svolte nell'esercìzio precedente; in questo caso no è facile ottenere il
rbuhato del hmne...)
lndicare un Drocedimento qeneraÌe per calcolare in un dato istante c I'accelerazione istantanea a
aiin iorpo.r,. tl muove ion la veiocità i'ranranea variabile secondo la legge v--lf'/)

.. ltc+h)-f(c).(st olttene a:fim -----T- l.

PerdeterminarelaDorrdladiunfrumeodiunlubosiProcedecosìlfig'l):sifir§alatlen/ionesu,", 'àri,]"i i a.i i,iu" to del liume) e si misura la masia d acqua m che alLmverla s al larìare del
iempo t: "i considera quindi come portah p la rapidilà con cì,i m varia al variare di '
Tndicare

- ,on m=l(Ò Ia legge con cui m varia ai v'riarè dì r'
- con d un istante fissato
Descdvere ùn procedimento per calcolafe:

- la portata media P,. nell'intervallo di temPo da a
àd a+h.
la portata p all'istante l=4

fta+h)-f(a).(Jt otfiene p:nt4- i-)

J.

4.
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5. Gli elettroni liberi in un filo di rame si muovono caoticamente; non c'è quindi un moto ordinato
lungo Ia direzione del filo. Se. invece, si collegano 8li eslremi del filo ad una batteria, in ogni
punto del filo si stabilisce un campo eletlrico. che imprime agli elettroni un moto ordinato lungo il
ailo. Perciò si trova che, attrave$o una superficie s tagliala idealmenle nel filo, Passa una quant;
tà di carica q variàbile al variare del tempo r. La rapidilà con cui 4 varia al variare del tempo , è
chiamala intensità di corrente i.
Indicare
- con q=r(4 la leSge con cui 4 varia al variare di r,
- con a un istante fissato.
Descrivere un procedimento pcr calcolare:
- I'intensità media di corrente r,,, nell'intervallo di tempo da a ad a+ft.
- l'inlensità di correnie i all'isrante r:a.

fla+h) ft ù)(Si ouiene i:lim1- - +).h

6. Per studiare il decadimento radioattivo di una sostanza si può misurare la massa m d€lla soslanza
al varìare del tempo 1. La rapidità con cui m varia al variare del tempo, è chiamato tasso di

7-

decadimento /.
lndicare
- con n:(t) Ia legge con cùi ,rl varia al variare di l,
- con a un istante fissato.
Descrivere un procedimenio per calcolare:
- il tasso medio di decadimento /", nell'inlervallo di tcmpo da., ad d+r.
- il tasso di decadimento r,,, all isranle r=d.

fh+h)- ftù)6i ottiene r=lim L:_- !:-:)-
h

Per studiare Ia crescita di un animale si può misurale I'altezza I dell'animale al variar€ d€l tempo
r. La rapidità con cui ll varia al variare del tempo I è chiamato tasso di crescita r.
Indicare
- con /t=/(0 la leggc con cui /, varia al variare di r.
- con a un istante fìssato.
Descrivere un procedimento per calcolare:
- il lasso medio di crescita /,,. nell'inlervallo di tempo da a ad d+r,

il tasso di crescita r. relativo all istanle r=a.
1a+h) fht(Si o ietrc r:lim+ t.h

Per studiare l inquinamento termico che una central€ clettrica produce in un fiume. si può misuÉ-
r€ la temperatura I in un daro punto del fiume al variare del tempo l. La rapidità con cui I varia
al variare del tempo r è chiamato tasso di inquinamenao r.
Indicare
- con I=/(0 Ia legge con cui I varia al variare di r.

con (r un istanle fissato-
Descrjvere un procedimento per calcolare:

- il tasso medio di inquinamcnto r-,
- il tasso di inquinamento r. rclativo

.. f(a+h)-f(o) .pt otueke r=ttrh -----T- t.

9. In econornia è spesso necessario analizzare l'andamento del coslo C di produzione di una data
merce (plastica, concimi chimici....) al variare deua quantità 4 di m€rce prodotta.
In parliaolare, la rapidità con cui C varia al variare della quantita g è chiamata costo merginale c.
Indicare

- con C=/(t) la legge con cui C varia al variare di q,
- con a una quanlità di mercc fissata.

8.

ncll'intervallo di tempo da a ad d+à,
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Descrivere un procedimento per calcolare:

il costo marginale medio c., qùando la quantita 4 varia da /l ad a+À,
- il costo marginale c, relativo alla quanlità q:/I.

.. f(u+h)-fta)trt ottene c=unl---; ).

10. In economia è spesso necessario analizzare l'ardamento del profitto P che si ottiene vendendo
una data merce (plastica, concimi chimici, ...) al variare della quantità q di merce vendlrta.
In pafiicolarc, la rapidità cor cui P varia al variare della quantità q è chiamata prolitto margins-
lcp-
Indicare
- con P=/(t) la legge con cui P varia al vaiare di 4,

con d una quantità di metce fissata.
Descrivere un procedimento per calcolare:
- il profitto marginale medio p., quando la quantità q varia da a ad d+i,
- il prcfitto marginale p, relativo alla quantità 4=a.

f(a+h)-fh)l)t otltene P=ttn ---i- )

2. Derivata di una funzione in un punto

Derivata e rapporto incrementale

Gli esercizi dall'll a 18 conrlucono ad impadronisi di due nozio i rclative ad una funzioney:f(x), considemta in cofispondenza ad u.ìt valorc x=a:
. -tf fia+h)-^a)- rappoflo ncremenldte Jr= h

fid+h) fidt- deà,ato l'ta): ltlll 
-Calcolare il rapporto incrementale e la derivata delle funzioni indicate negli esercizi dall'11 al 18.

11. y=1, nel punto d'ascissa r=2.

12. y=r, nel punto d'ascissa r:1.

13. y=1, nel punto d'ascissa x:1.

14. y:;f, nel punto d'ascissa.r=1.

15. y:?', nel punto d'ascissa x:0.
Af ehl

lsi odene fi=1|, f tu=]. Tenerc prcsente le forme i rleteminate lisohe nel paruSrafo 6 del

cap. s).
16. Ì:sen.r, nel punto d'ascissa .r:0.

1t, "r** ff=yf , t' Q):1. Tenere presente le fÒme in(leteminate tisolte et paruSrafo7 del

cap.3).

lfI
i=4+h. f ())=41

{:.*:o*rr'. r',, t= rlLrx l
lÀf -r 1

Lr.,:,t*, ' f't":-1
l![: -r-2 ,,,,,:_,1l4r (1+ftf -'-' 1
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17. l=cos x, nel punto d'ascissa r=0.

tSi ottlene {=9!!1, f (0):0. Tenere presente le fotme indeterminate risohe trcl paragralo 7

del cap. 3).

rt. y=Vr-r, nel punto d'ascissa x=4.
st {i+i -2 t/a*-zlsi ha -- h e f4)=lin h I

Il limit. si presenta, come sempre, netta foma ndetermr ara det ripo $: ora, per eliminarc l'inde-
termbtazione, conviene procedere come nell'esercizio 225 del Capitolo 3., scrfuendo

$_
Ax

1t/ili-21.11Q*+21 4+h-l
h (\Ii+h+2) h.(17+ì+t'

Cosi si ottiene

lf1 t
-=__F__ e f (4)=_).

Derivata e rapporto incrementale nelle applicazioni

19.

Gli eserci.i dol 19 al 27 conducono ad interyretate roppo o inùemen,ale e derivata di una funzione
dal punto di vista grufico; per questo occorre ricordare che, fissara una funzione y=f(x) ed un suo

- il rappotto incrementale indica la pendenza m, di una seconte s, che unisce il punto A con un
punto P[a+h, f(a+h)],- la de.ivata indica la pendenza m,della ra Eette alla curva in A.

Si ha dunque (is. 2)
)f f (a)=m' '

Verificare che, considerata una funzione )--^-r) ed un suo punto ,4 [r; /(a)1, i nurn€ri n, e rr, si
possono visualizzare nel modo seguente (fig. 3)l
- si fissa sul asse delle r il punro y(- 1.0),
- da y si conduce Ia retta /.//s, fino ad incontrare l'asse delle y in O,,- da y si conduce lz retta r,/h, fino ad incontrare l'asse delle ) in 8,.

Fig. 2
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In questo modo si otlengono sull'asse delle y i punti A(0; /r,), 8,(0; m) e dunque i due numeri
m, e tn, si leggono facilmcnte sull asse delle ].
(r, ha equazione y=m,(x+1), r, ha equszione t=it,(:(+1), ...
Per ma\giori dettagli sull'argome to yedi a che Complemento A di questo capitolo).

20. Tracciare il grafico della funzione y:1. tìssare lattenzione 5ul punlo,4(1.1)erracciareilgrafìco
delle seglÌenti secanti:

. ] l\r)per,aeBl2.il.

',r*.e.clJ.1l.' \2 at
calcolare la pendenza delle due rette ottenute.
Tracciare il grafico della retta r, tangente alla parabola in A e calcolarne la pendenza.
Confrontare le pendenze delle tre rette sr. ir e r. valeqdosi del pÌocedimento indicaro neli'eserci-
zio 19.

21. Tracciare il grafico della funzione l=r:, fìssare l'attenzione sul punto,4(2; 4) e tracciare il grafico
delle seguenti secantil

s) per A e B(3; 3:),rl per A e C(2,5; 2,5');
calcolare Ia pendenza delle due rette ottenute.
Tracciare il grafico della retta r, tangente alla parabola in,4 e calcolarne la pendenza.
Confrontare le pendenze delle tre rette §1, r: e .. valendosi del procedimento jndicato nell eserci-
zio 19.

22- Ripetere l esercizio 21 più in generale, considerando le rette seguenti:
§) per,a(2.a) e P[2+h, (2+h)11.
, tangente alla parabola in,,l.

Studiare come varia la differenza }'l,-rx, al variare di À.

23. Ripetere l'esercizio 21 ancora più in generale. fissando sulla parabola y:rr il punto,4(d, a:) e
considerando le rette seguenti:

s) per A e PIa+h. (a+h)11.
4 tangenie alla parabola in,4.

Studiare come varia ta differenza m,-m, at vatiale di h.

24. ìrac,idre il graico delle funTroni seguenri

):j'] e ):t+1.
Considerare su ciascuna curva il punto di ascissa,r=0 e calcolare i rapporli incremental; che sì
ottengono. fissando À:1.
Verificare che i rapporti incrementali ottenuti sono uguali.
Càlcolare i rapporti incrementali relativi ad un punto d'ascissa,r:a. lasciando fisso I:1. Si
ottengono ancora valori ugualj?
Calcolare poi i rapporti incrementali relaiivi al punto d'ascissa r:2, considcrando I variabiìe. Si
ottengono ancora valori uguali?
Caicolare i rapporti incrementali relativi ad un punto d'ascissa -t=4, considerando 11 variabiìe. Si
ottengono ancora valori uguali?
Spiegare i risultati ottenuti ed interpretarli dal punto di vista grafico.

25. Ripetere l'esercizio 24, a partire dalle funzioni seguenti
y=x2 e ):(x+1)r.

2.6. Ripetere l esercizio 24, a partire dalle funzioni seguenti

l=r:+1. ):.-r, t:x 2.

27. Rispondere ai seguenli quesili:
a) i: rapporto incrementale di una funzione può assumere valorc 0 per qualche valore dell ascissa

d e deìl incremento i? Come si inierpreta questa situazione dal punto di visla grafico?
b) il rapporto incrementale di una funzione può assumere valorc 0 per qualche valore dell'ascis_

sa a1 Come si interpreta questa situazione dal punto di vista Srafico?

401
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a.

4. EsÉrcizi

Gli €sercizi del 28 àl 35 mnducuo sd applicore repporto incrementde e deriv.ta in veri settori.

Riprendere I'esercizio 3, pag. 397, e considenre in un dato istante t=c un corpo che si muove con
velocità istantanea variabile secondo la legge ,j(r); quale significaro assumono il rapporto incre'
mentale e la derivata /'(c)?
Riprendere l'esercizio 4, pag. 397, e considerare in Lrn dato istante l=a la massa d'acqua m che
attmversa una sezione .t di un tìrbo. Se m varia nel tempo secondo la legge m=/(r), quale signifi-
cato assumono il rapporto incrementale e la derivata /'(a)?
Riprendere l'esercizio 5, pag. 398, e considerare in un dato istante ,=a Ia quantità di carica 4 che
attraversa una sezione .t di un filo conduttore. Se q varia nel tempo secondo la leSge q=/(r), quaÌe
significato assumono il rapporto incrementale e Ia derivata /'(a)?
Riprendere l'esercizio 6, pag. 398, e considerare in un dato istante r=c la massa n di una sostanza
radioattiva. Se m varia nel tempo secondo la legge a:/(r), che significato hanno rapporto incre-
mentale e delivata /'(a)?
Riprendere I'esercizio 7, pag. 398, e considerare in ufl dato istante l=a I'altezza, di un animale.
Se à varia nel tempo secondo la legge À=/(r), quale significato assumono il rapporto incremenlale
e la derivata /'(a)?
Riprendere I'esercizio 8, pag. 398. e considerare in un dato istanle r:d la lemperalura f in un
daro punto di un fiume. Se f varia nel tempo secondo la legge I=/(4, quale significalo assumono
il rapporlo incrementale e Ia derivata /'(a)?
Riprender€ l'esercizio 9, pag. 398, e considerare, per una data quantità q=a di merc€, il costo di
produzione C. Se C varia al va are di q secondo la legge C=/(q), quale significato assumono il
rapporto incrementale e la denvaÀ f'(a)?
Riprendere l'esercizio 10, pag. 398. e considerare, per una data quantità di merce 4=4, il profitto
P. Se P varia al variare di 4 s€condo Ia legqe P=f(q'). quale significato assumono il rapporto
incrementale e la derivata /'(a)?

Vari modi di indicare il rapporto incrementale e la derivata

Data una fuozione )=^r) e fissato un suo punto ,41a, /(a)1, nel testo si è considerato il rapporto

rncremenrale * e la denvara / (a). indicati net modo seguente:lx
-V llat h)-^a) .,.. ,. 

^a+h\-^a\)'='- h ' J l4'='JrT ft
Esaminiamo ora altri qualtro modi molto diffusi per indicare il rapporto incrementale e la deriva_
ta in un punio.
I) Si indica r=Lx e si scrive

f(a+)r) f(a\,tf _
l-r

»-

30.

31.

12-

33.

v.

35.

f(a+ )x\-l(a')
Ir

II) Si indica a+rr=.r; così r+a, quando lr'0 e si scrive
rt fk\-th\ .. . .. l(t\'l@)

Si indica a:xo e a+l=x. così r+.to, quando l?-0 e si scrive
l/ t(.{)-f(rJ ".. /(r.) -(r,)I (.til=l,m 

-

lÌ ' '-\ .t -.ru
Si indica a:,r, e a+h=x,; coì x)-xt. quando r+0 e si scrive

!._Jtt t-ftx.) r,rr,r= ri- flr')-/(.t )
l.r .r.-.t,

rIl)

rv)



3. Funzione deivabile in un punto 403

3. Funzione derivabile in un punto

Sulla detinizione di funzione derivabile

Gli esercizi dal36 al 39 conàucono a iflexere su a seluente definizione:
u a funzione y=f(x) è denvabile i u suo p nto A.l'oscissa x=a, se nsuha

.. .fia+h)-Jta)fli-----i-='' con t numen Jmto

36. Nel testo si è dimostrato che non è derivabile in O(0,0) la lunzione
v=tG.

Dimostrare che la funzione è derivabile in qualunque alrro punto,4(.r. \ar) del suo campo di

(Tenendo prcsente lo syolgimento de 'eselcizio 18, si ha

! _tG n-to _ tr§ h t/,+n+G
Cosi tiu ta

,- I _1*o l/,+n+t/. :> - tl"
e dunque il limite del rapporto incrementale è ...)

37. Dimostrare che non è derivabile nel punto ,4(1,0) la funzione

y=lzi-r
Interpretare graficamente i isultati o(enuti.
(Relatiyamente a a funzio esiha

fol:fi-t=o " 11t+n1=lft +nt:l/i;
perciò il rappoio i crementale è dato da

tf:1/i: t
Ax h tlF

.. 1um:=6,,.
La retta t, tangente alla curva in A, è paralela a 'asse delle y).

38. Dimostrarc che non è derivabile nel pùnto O(0,0) la tunzione
r=lrl

(Tenendo presente il significato del simbolo lx , la funzione y=lxl è det'inita nel modo seguente

Y=x Per x>0
Y=-x Per x<0'

Si ottengono dunque, ne 'intono di 0, due rappotti incrementuli diwsi, a seconda del segno di h;

)fh)l-h
i= o per h>0, i= h Pet h<L).

Perciò lisulta
.. Jt .. )f!i.i=-t , lIi=,
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ma non esiste

li,rrllÀ-o lr
e quindi ... )

39. Dimostrare che non è derivabile nel punto O(0.0) la funzione
)=sen Ì

Inrerprelare graficamente i risultari otr€nuri.
(Tenendo prcse te ilsigttificato del sinbolo )xt,lafunzione y=se lx è definùa nel modo seguente

f=ser (-r)=-sen x per r<0.
Si ottengono d nque, nell intomo di 0, due ruppoii i,rcrementali .liyersi. a seconda del segno di h;

)t :en h )f -\e h
l.= , ret h>0. l, /, Pcr h<0

,. Jf , )t
,-o lr r-, h

,,!
D«l pu to di rista Beomet|ico, si ossetva che la cutva,lo,t amnete in O un unica taìrye te t, mu
due tanBenti distinte t e t').

Derivala, derivala destra, derivala sinistra

Cli esercizi rlal 40 al 13 coù.luco o a rdlettere sulla nozione di rteriyata, tenetklo anche prese te le .l4i-
nizioni di litnite, Ii»ire desrru e limite sitlistrc esposte nel pamgrafo 6 del cap. 2.
In ge erule, data una funzione r=fb) ed n suo punto A[a, f(t)], si possono calcolan i seguenti
inin:

.. lG -h)-ja) -. lta.1h)-lta) -. tk-h)-fia):'fh':':lh''t!t'h
Si ha che

nd+hl-f(d)- le ntuha lim-=lt. con t, nunero tinito
si dice che la fiinzio c è deiwbile a sinistm; il ,t mero L pendc il nome di dcnvab sinistu de a
Iunzione i?l punto A ? sì indica con fia):

f(a+h)-fiot_ se nsuuo tit,t ____L =1. co t, nu,nero lnito
si dice che la fun ione è deÀvabile a destra; il nuneÌo l, prende il ione di deivata dcstra dela
funzione nel punto A e si indiru con lldt

. .. fio+h)-Ila) .. Ib- h)-Ita)- se nrutta tt,n--i- =!I---fr-- -t, ton ( nume?o Jtnlto

si ilice che la funziou è deitrabile nel punlo A; il nuneru I pre (k il nome di d.irata della
Iuruione nel punto A e si indica con fh):- se invece nsuha lÉ1,, la funzione non è de vabilc nel punto A, che p.ende in tal caso il nome
.li puto angoloso.

I TÈn€re pr€senr. chc rnùhù (vedi cap 3, pùaeiafo 7) lmg;a=1.



3. Funzioie dsrivabile n un punlo 4O5
Dul punto di rista grafico, u a curva ammette in uù punto angoloso due tangenti distinte: t! conpe denza fik) e t,t con pendenza flfu).
Tenere presenti l€ considerazioni ora syolte per eseguire gli esercizi dal $ al 43.

40. Tracciare il grafico della funzione
l'- sen 'vl

e fissare l'attenzione sul punto O(0,0), risolvendo i seguenti quesiti:
calcolarc la derivata destra e la derivara sinisrra dclla funzione in O:- verificare che la funzione non è derivabile in Oi

- interpretare graficamente i risultali ottenuti.
(Vederc anche i suggerimenti dati netl'esetcizio 39).

Tracciare il grafico della funzione
J: rr 1

e fissare l'altenzione sùi punti,4(-1,0) e B(1,0), risolvendo i seguenti quesiti:
- calcoìare Ia derivata destra e la derivata sinistrà della funzione sìa in A che in B:- verilicdre che ld fun,,ione non e deri!abile ne ir,4 ne in A:

interpretare graficamente i risultati ottenuti.
(Tenere prcsente che Ia funzione è .lefinita nel nodo seguente:

) -\- { per .r>l o pPr \< - t.v:1 r ncr -1<r<t
Pelciò si ho, per esempio nel punto B(1,0),

41.

Iim t=_2 " l:tI:' t

;:2 h per h<0

42-

43,

Esaminare il grafico presentato nella fig. 4 ed indicare:
puflti in cui non esiste la derivata. dato che la tangente è paraìlela all'asse delle )lpunti in cui non esiste la derivata. dalo che si tratta di punti angolosìl
punti in cui la derivata vale 0.

Esaminare il grafico presentaio neìla fig. 5 e stabilire quali fra le seguenli affermazioni sono vere
a) Ia funzione non è derivabile nel punto B, dato che la rangente è parallela all'asse delle 'Iib) la funzione è de vabile nel punto B e la derivata vale 0, dato che la langente è parallela

all'asse deìle r:
c) la funzione non è derivabile nel punto,4, dato che la tangente è parallela all asse delle );d) la Iunzione è derivabile nel punto ,4 e Ia derivata vale 0, daro che la rangente è parallela

all'asse delle ì,.

Fig 4
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4. Funzione derivata

Sulla dèlinizione di derivata

Gli esercizi dal ,14 al 49 conducono ad impadrcnirsi della nozione di furzione dcrivrla di una datr
funzione J=/(.r).
Per questo è opponuno cordarc che la deivata f,(x) è delihita nel modo seguente:

".. . .. t(x+h)-f(!)
h

44. Calcoiare Ia funzione derivata della funzione y=-yr.
Visualizzare il legame fra la funzione e Ia sua derivata, basandosi suì grafico carlesiano delle due
funzioni e rispondere ai seguenti quesiti:

- calcolare /'(- 1), /'(l), f (lù, f tlE) "pt"gando it procedimento seguito e visualizzando sui
grafici ca csiani i risultati ottenutil

- quale panicolarità presenta il valore /'(0)?- indicare sulla parabola d'equazione y=Ì: il punto che ha Ia tangenre barallela alla bisettrice delI e III quadrante;
- può succedere che due punti della parabola d'equazione )=/ abbiano tangenti parallele?
(Si ottiene y'=2x- Te ere prcse te che due tangeni sono parullele se hanno la stessa pendenza ...)

45. Ripetere l'esercizio rl4 a pafiire dalla funzione 1,=xr.

46. Calcolare ìa funzione derivata della funzione y=1
Visualizzare il legame fra la funzione e la sua derivata. basandosi sul grafico cartesiano delte due
funzioni e rispondere ai seguenti quesiti:

- calcolare /'(- 1). /'(1), t(\rO. /'(- V3), spiegando il procedimento seguiro e visuatizzando sui
grafici cartesiani i risultati ott€nutii

- indica_re sulla curva d'equazione y=1 i punti che hanno Ia langenle parauela alla bisettrice delII e IV quadrante;
- si può calcolare /'(0)2- poà *"""a"i" "É"'iue punti della curva d equazione y=f abbiano ransenti parallele?

(Si otriene Y'=-L --1

47. Ripetere leserciTio 4b. a partire dalla funzione y- f.
(Sr ouiene y'= 2= t.

48. Fissare l'attenzione sulla funzione ),:.l e calcolare i seguenti rapporti incrementali:
- il rappofio incrementale, relativo all'ascissa r=1, con à va abile;
- il rapporto incrementale, relativo ad un'ascissa generica.r. con à:1;
- il rapporto incrementale, relativo ad un ascissa n, con ll variabile.
Confrontare i rapporti ottenuti. indicando in particolare:
a) il rapporto di cui valutare il limite perr+0. per ottenere/'(1);
b) il rappono di cui valutare il limite per ,-0, per ottenere /'(.x).

49. Fissare I'attenzione sulla funzione y=1e calcolare i seguenti rapponi incrementali:

- il rapporto incrementale, relativo all'ascissa r=0,5, con À variabile;
- il rappo(o incrementale, relativo all'ascissa r=0,5, con à=0,01;
- il rapporto incrementale, rclativo ad un'ascissa generica.r, con ll=0,5;
- il rapporto incrementale, relativo ad un'ascissa r, conll variabile.



Confrontare i rapportì ottenuti. indicando in particolare:
a) il rapporto che dà un valore approssinato di /'(0,5);b) il rapporto di cui valutare il limite per l1+0, per ottenere /,(0,5)tc) il rapporto che dà un valore approasinato di /,(r)id) il rapporto di cui valutare il limite per ll+0, per otrenerc /,(.r).
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Vari modi di indicare la derivata

Data una funzione ):/(r), derivabile in rutro il suo campo di esisrenza, nel testo si è considerata
la funzione derivata /'(.y), definita nel modo seguenre:

.... .. f(,.+h )-fe)r(r,=llm- h
Esaminiamo ora altri modi molto diffusi per indicare la funzione derivata.

I) Si indica [ \xt=Dtttt e ,i ,.ri* Di r,=tim I1]1II-]
dt df l\( +h ) 

^x)
III Si indrca /'(xl=É e \i *'',. É=l,q i?

àf df ,. fQ+ ry)-flx)III) Si indica l,=:li, /'(x)=dr e si scrive ;: liq:
IV) Si considera r:f(r), cioè una funzione del tempo; indicando È=1, e l'(r):.i(i), si scnve. ,. /(a+lr)_/(r)

l,

5. Derivate di alcune funzioni elementari

50, Tracciare il grafico delle seguend funzioni
IY- l. Y-i -t-V3. Y .-

"v2
Ripetere il procedimento esposto nel paragrafo 5 per calcolare la derivata di ciascuna funzione.
Interpretare graficamente i risultati ottenuii.

51. Nel testo si è dimostrato che la fuùzione ):Ì ha come funzione derivata r'=1.
Indicare il valore della derivata di ):x in corispondenza ai seguenti valori di j:

r- o. r r. ,-4. ,=v53
Interpretarc graficamente i risultati ottenuti.

52. Nel testo si è dimostrato che la funzione ),=sen.x ha come funzione derivata ]':cos r.
Visualizzare il legame fra la funzione e Ia sua derivata, basandosi sul grafico cartesiano delle due
funzioni e rispondere ai seguerti quesiti:

/-\ / -\- calcoldre / (0) l l'), l 1- , /'l -ì 'pieuando il procedimenlo \eeurto e \r.udlizlando \ui'\J ',\ 2i "
gratici carresiani i ri.ulrali oLLenuri:

- indicare sulla curva d'equazione ):sen -r i punti che harno Ia tangente paraìIela alla bisetlrice
delIeIIIqùadranie;

- come si possono ìndìviduare i punti della sinusoide che hanno le tangenti fra loro parallele?
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53- Nel teslo si è dimostrato che la funzione )=e' ha come funzione derivala )'=e'.
Visualizzarc il legame fra la funzione e la sua derivata. basandosi sul grafico cartesiano delle due
funzioni e rispondere ai seguenti quesili:

- cdlcolare f'(0). i (- Iì. i'1. '1./'l-] spiegando il procedimenro seeuiro e vi\udli//ando \ui
grafici cartcsiani i ri\ullàti ottenuli:

- indicare sulla curva d equazione y=e' il punto che ha la tangente parallela alla bisettrice del I e
[[I quadrante;

- si possono trovare sulla curva esponenziale punti chc hanno la tangenre parallela all'asse del-
le r?

54. Calcolare la derivata della funzione ):sen r. basandosi sulle formule di prostaferesi. invece che
sulle formule di addizionc.
(Si o iene

Jt ) , h, t, t, ""\
J\= h.os l^t )lte \

2
Per semplificarc i calcoli, si può ìt rcdurre la vaiabile

,=j
tefietdo prese te che, se h-0, a,rche z+0. Così si calcola stlbito

Itm coslx+ zt 
-=cos 

x),

sen o+h)-sen x=2 cos l,-i) *,!

6. Algebra delle derivate e sue applicazioni

Sulla derivata della somma e del prodotto di due tunzioni

Gli esercizi dal 55 al 78 corulucono ad inpadrotitsi delle seg etti rcBole di de vazio e

- una fuuione del tipo y=f(x)+s(x) ha pet denvah t'=f'(x)+E'G);- na Iu zione kl tipo )=llx)ek) ha per den@a J':l'k)CO)+16)c'Q),
Calcohre le derivate delle funzioni indi$t€ n€gli esercizi dal 55 al6l, speciflcando ln ogni caso le
regole ,pplic8te.

s5, J:.r+V3. ]:sen.r+2. y=e'+6
56. ,]l,:,r+sen Ì. /=sen Ì+?ì, ),=e'+n.

s7. y=4x. )=2 sen r. )=i".
58. y:-.n. y=-sen.t. y=-e'.

(renerc prcset e chc tisuht -x=(-t)!...)
se- ''- l, '---Vr.""r. ,=-s€'.,4



6. Alsebra deì16 dsrlvale e sue applcazioni 409
60. )=-r sen r, )=.r--e'. )=?'sen x.

61. ]=-f , .y=Ìr, y:nr.
(Tenere prese te che risuka Ì=x t, f=i t, x1=:tt t; si ottiene

y':2t, )'-3i, y':4t').
62. Dopo aver svolto l esercizio 61, indicare la regola generale per calcolare la derivata di ):r", con ,l

intero positivo.
(Si ottiene )ì'= t' 1).

63. Tenendo prcsenti j risullati dell'esercizio 62, càlcolare le derivate delle seguenti funzioni:
)=r5, ):Ìr, I:-r'0.

64, Calcolare le derivate delle seguenti funzioni. indicando, in ogni caso, le regole applicate:
,. 'I\)=4ì )__tlJ,

65. Indicare la regola per calcolare la derivata della sonma di tre funzioni.
(Unafunzio e del tipo y-f(x)+s(x)+h(r), si può co siderurc u a somma di due funzìoni, scrirendo
y:l(r)+[s6)+h(x)]...
Si otiene J' =f' (t) + g' (x) + h' (x) ).

66- Basandosi sullo svolgimento dell'esercizio 65, indicarc la regola per calcolare la derivata della
somma di un qualrnque numero n di funzioni.
(Si può àire, per etenpio, cosi: la de wtd della sonna di ù fuùzioni deivabiti è se pre datu dalla
somma delle n deivate de e funzioni deiwbili).

67. Applicando la regola indicata nell esercizio 66, calcolare le derivate delle seguenti funzioni:
)=.I+sen -r+4, )=i+sen r+et. y:x+e'+2

68, Indicare la regola per calcolare Ia derivata del prodotto dj tre funzioni
(Uns funziotle del tipo y:f(x)8(x)h(x), si può co,tsirlerure un ptodoto di due funzioni, scivendo
Y:l@t?Ot)h(t)l ...
Si otiene y' =f' (x)80)h(x)+f(t)e' @h(x) +f(x)g(r)h'(t)).

69. Basandosi sullo svolgimento dell'esercizio 68, indicare la regola per calcolare la derivala del
prodotto di un qualunque numero n di funzioni.
(Si può dirc, per esempio, così: ld deivata tlel prcdoto di n funzioùi deivabili è data dalla sonmtt
diitenninitiesioxingonotlalprc(tottosterso,sosinrcndoalptimo,alsecondo,.,n'mofaÌtorc
la rispetttua derivats).

70. Applicando la regola indicata nell esercizio 68. calcoìare le derivate delle seguenti funzioni:
y=4irr sen r, ]=jre' sen i, !=-\e'

Calcolare le derivate delle funzioni propo§te negli esercizi dal 7l al 77 indicando, in ogni caso, la
regola applicata.

7t. )-2r-r. ,=-Ì,-,1 , v-a-r'[.
72. )-.rr-.r. ): Zrr+3Ì. )=3.tr-5-t.

73. y:x' ./+.r-5, ): 4r'+5r'-10x'+20, i:]r lr'+:r-s.
74. y=-x6+L,.-,6. y:.t, 1,,-1.'+\r:. i:],'-]-,'+, r,5

7s. )=(r+1)(r 1), ):(r']+2)(rr-2), ]=(r 1)(-rr+r+1)
ln quJnli modr .i puo orgrn.zuare il (alcolo di que're deri!ale?
Ouat'e il procedimenlo piir rapi,lo?
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76. y=(2*z+x)(2x'1-x), )=(rr+1X.r-1), v=x3(-4xz+»t-3)

ln quanti modi .i può organizrate il calcolo di queste derilatel
Ouàl è ,1 procedjmento piir raPido?

77. y=(r'?+1)e', ):(2Ìr+r) sen.x, y=3-4 sen ,l

78, Scrivere Ia derivata di un polinomio, cioè di una funzione del tipo

Y = aa+ a ù + aù| +... + a,t'.
(Si oltiene y' =at+2arx+...+ a,x"-r).

80.

81.

Sulla derivata del quoziente di due funzioni

Gli esercizi dal 79 at 99 contLucofio ad impadronirsi delle seguenti rcgole di deivazione

t , ù denvoh,r,=-_4x1- una lunzione det npo !- ,tn no ? c:tx,
ftrt f'(xi P,l)-f(x) R'lx)- una funzione d?l ripo !-"st ) ha pet dPnraÌa j - 

--V;-
calcolarelederivatedellefunzioniindicatenegliesercizidalTgal99specifìcandoinognic.§olè
regole applicate.

rtl7e. y=;. ,=t. y= ,+3

1+l

ì 2x-r x-1v:rf|_r. v: »,. v=-7
.. -6x'Ì zx-3 ,-2*'-2L'2 r= r'?+r
' 2\21 1)' ' t Lt-2 ' r:-t'I

r senx+l): ..o * /= ..n;

u.

85.

47.

90.

.,_ 1+sen.x

91.
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93. y=!- v:À- v: e'+1

94. v=!j4. ,:1 " . != r+e',-le ' l+e'
^. 6-4x 4.r:-&j =____-, v=-------

V3
In quanti modi si può svolgere il calcolo delle derivale indicate?
Qual'è il prccedimento piir rapido?

96- v=n+1. ,=, 1 ,={-!'3r'
In quanti modi si può svolgere il calcolo delle derivate indicate?
Qual'è il procedimento piir rapido?

97. y=+ .r, y:-Y':+:, y=Ì++x.x:
In quanti modi si può svolgere il calcolo delle derivate indicate?
Qual'è il procedimento più rapido?

t -rB98, I -r- -L, )-\E-Y. y=r+-l§'lr
In quanti modi si può svolgere il calcolo delle derivate indicate?
Oual'è il procedimento più rapido?

9e. y=i -x.*, y-, ": - -, r-.r 3++
In quanti modi si può svolgere il calcolo delle derivate indicate?
Qual'è il procedimento più rapido?

Sulla derivata delle funzioni composte

Gli esercizi dal 100 al 116 corul cono ad impadronirsi della seguente regola di deritazione:
b demvata di !=flsq)l à diti da r'=f'ts@ls'(x).

100. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni
)=sen: r, ]=sen3 jr, y:sen" r.

l0l. Indicare la regola generale per calcolare la derivata di una funzione del tipo )=[sen rl', con,
intero positivo.
(Si ottiene y':nhe xl" t cos tt).

102. Indicare ìa regola generale per calcolare la derivata di una funzione del tipo y=[/(Ì)]', con n
intero positivo.
(Si ouiene y':n[f(:.)]" )f'(x)).

Calcolare le derivate delle funzioni indicatè negli es€rcizi dal r03 al 113, indicando, in oeni caso, l€
regole applicate.

103. y=(.r-1)'?, y=(x+2)1, y:(:.t sf.
(Tenere presente che le deivdte indicate si possono calcolarc i due otli:
I) applicando la regola di detiulzione di funzione composta;
ll) svolgendo il quadruto ed applicando quindi le ecessatie rcqole di derivazione.

Qual'à il procedimento più rupido?)
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104. r=(./-2)r, Ì=(3-f)r, y=(2Ì+x)2.
In quanti modi si può svolgere il calcolo delle derivate indicate?
Qual'è il procedimento piùr rapido?

r05. y=(Xr+3)i. )=(r-2)r. y=(4rr 8)r.
In quanti modi si può svolgere il calcolo delle derivate indicate?
Qual'è il procedimento piùr rapido?

/-\,-\1(}6. ,=sen Jr | :1. y=sen l.r- . ì. r=sen lr- 'i I' \ zt \ J' ' \ 6,
t_,/_\107 ) =cos (.r. --). )=coslr+-1. )=co:lr-;\ J/ \ 4i

l-\rm. )=sen (2r). )='en ljj. )=*, (r.-;l
/"\t09. )-cos l2.r). )=-. li] 1=66.12r--)

ll0. },=e-', ),="r'. y=éirt-o
lll. y=s". J=e-", y=è"
l12. y=str-:,1, )=e(,'*"), )=e(':-ì'+)

Lll3. y=si. y:e ' , y:e"
ll4. Indicare la regolà gererale per calcolare Ia derivata delle seguenti funzioni

l,:sen G,.r). Ì=scn (o-ì:+?). Ì:sen [/(.r)],
dove ., e ? indicano due costanti e /(,r) una qualunque funzione derivabilc.
(Si ottiene y'=rocos (@x), y'=aco|(ax+?), y'=f'@ cos Il(nl).

ll5. Indicare la regola generale per calcolare Ia derivata delle seguenti funzioni
y:cos (r,[), y=cos (@x+?). ,=co§ [/(r)1,

dove ., e ? indicano due costanti e /(.r) una qualunque funzione derivabile.
(Si ottiene y'=-ose (o:t), t'=-asen (ax+?), y'=-f'(t) s?,t \f(nl)

116. Indicare la regola generale per calcolare Ia derivata delle segucnti funzioni
y=d-. y=et^'ht. y:exn

dove a e à indicano due costanti e /(-!) una qualunqu€ funzione derivabile.
(Si ouie e y'=a e", y'=a etot+b), y'=l'(x) ett'r).

Sulla derivata delle funzioni inverse

GIi esercizi dol 117 al 123 co clucotb ad i,nPadrcnirsi .lella seSue,te rcgola di deivazio,,e:
sc )=g(x) è I'itw.$a di unaIu ùone dcn"abile r=16), p.r t tti i wloi t i x per cui nsùaf'(»*0' si

I) =8 tx)= I'ol
ll7. Calcolare la derivaia della funzione ]=V:r, inversa della funzione t=.{:.

tSi otiene Y'=J=1-
2\l r

ll8. Calcolare la dcrivala della funzione y=V.r. inversa della tunzione y:rr.
.1(5t oÌÌtene | =----i=)-JV.f
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ll9. Calcolare la derivata della funzione ]={jt inversa alella funzione r,=j,'.
lSi ottiene v'= I 

t' ,{;-
120. Calcolare la deivata della funzione )=arccos.rr1 inversa della funzione ):cos.v.

t§ otih? \'= ' )' vt-
121. Calcolare le derivate delle seguenti funzionii

):arcsen r+arccos ,I. ):arcsen r-arccos r,
Come si possono spiegare i risultati ottenuti?

(Si oniene y'=0, y'=-:!:
\/ 1-t,

Tcnere pre,ente thp t^uha orc.en r+arcco. t=|t.
122. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni:

,=l I' drcsen .r ' arcco§ -r

tsi ottien? v - -I' t/t *.s,"'", \r ' \/t r.tat..o\ t)
123. Calcola(e le derivate delle seguenti funzionil

,,_ 1 ., 1

' ln.r' ' {;
.1 Il)t ottrcne y =-, y = ----1-=, --. !- 

--
x \tnxt n!r,,.l ).
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Esercizi vari

Gli esercizi dal 124 al 185 conducono ad applicare simubaneamente i isubati dell'algebru delle
derivate ottenuti nei parugrufi 6 e 7 del testo e nei relati"'i esercizi. Per questo è opportuno tenere
prcsente lo schema riassuntivo esposto a pag. 667.

Calcolare le derivate delle fùnzioni esposte negli esercizi dal 124 al 16l, indicando, in ogni caso, Ie
regole applicate.

124. Ì: (r- 1)r- (x+ l)'], )= (xr- 1):- (r?+ 1):, ): (-rr-1)r- (xr+ 1):
Oual'è il procedimento piìì rapido per calcolare le derivate?
(Valendosi subito della rcgota di derivazione di funzione composts si ottiene, per la prima funzione

y' = 2 (x- I ) -2(r + I ) =2(x- I - x - t ) = - 4
Procedendo in modo analogo a psiire dalle akrc due funzioni, si ottiene: y'=-4x, y'=-12;1.

125. l=('t-4)3-(']r+4 )r, ):(rr s)r-(rr+s)r
(Seguenào le inàicazioni de 'eselcizio precedente, si otiene:

)--12. t- 21x. ) --18ù't.
126. y=(2:t1 ax s):-('Itr-zr+3):, 1=(5rr-10r 1)r+(3:r1 6r+s)l

(si otiene: y'=4(x-l)(3i-6r-13), y':8(x- l) (17x')-3* +5)).

tn, y:(x,+4x+1\.+(.rr+3Ì: 8)'], ]=(i+4r+1)r (t+3rr+8)l
( Si ottie e y' =6(x+2) (2x] + 111 + 18y''+ 1), t' =6()42) (s\' + 18i +1 )).
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Da. y=(4x-l)3(3x+1\4, y=(x+3).(Ì-k+3),
(Si ottiane y' =Ax«tt- 1)'z(3x+ I )3, y'=8x'Ì(x+3y(ì -2x+3».

rzs. v=--L. ,=r'}(?f-3)' (1-x')' ' (2x'_r)'
(Per svolgerc i calcoli ifi modo rupido ed efricie te non è oppotuuo sviluppare i quadrati, conviene
inyece procedere così, pef esempio, nel 1' caso:

.,,_4.t-l)1-4x.2(t-ì).(-2x) _ 4.Q- ò.(t -l+41) .] =_ - u_ --=---11_d-;in delinitiva si oniene "'=' ,!]r ! ! . Net secondo caso si ha v' =2' (?! t!) 
t.(t- t2t-tf ''

r3o. ,=lI:241 "=lutL\'' ('r+lÌ ' \2x+11
(Teheùdo presenti i suggerimenti dati nell'esercizio preceilente, si ha

, 4tjt-l) -8-(x+l)v =1;Lf. v=v;1v).
131. y=17§5sn y-3 ... ,*4, y-cos t-1, sen x-1,
132. y=1/j ssa (»1-3 cos (2r)+4, )=cos (zr)-Vtse! (2r)-14
133. ,=5srf y13 s€, ,-2, y=4 coJ r-c!6.r+I
134. y=5s 1à;, y=4sxl Qt)
135. y=sen1L2, y=*r';
136. r=s€n'? r+co6! r, y=serf;+(,rs,;

C.ome si può spiegare il particolate risultato che si ottiene?
(Si oniene nei due casi y'=0. Tenerc ptesente che risuha serl d+col a=1, per qualu que a).

sen JlJ/.}=G;;')=]=;;
,Itllt otlGne \)'=:. v'= ì-' ' l+cos.x' ' /-!en x

.-^ sen r+cos.xr.,ò. y=-.- sen I-@5.r - setr l+cos.r
6i onicne y'=----2-, y'= =--i-1.$en x-cos xr $en x+cos xr

139. y=19.l, y= ctgr, y=^tctgx
(Ten?ndo prcsente che suha tg x=sl!J. " ,rg r=*
si ottien. t'=1+tg:x. y'=-l-ctd x, y'=*L

, ,"ì140. y=tg 2r. )=,ctr-41. )=rc (2x+iJ
141, r4e1, )=tg:r, t=tÉe)

r42. ,t=!::ga. ,=l-,e*' r-r8 r t+tg.r

1a3. ,=IlEI. v=r-ts 'Ì' t(-12 t( ' x+lqx
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144. y-arcsen (2x). )=arcren (2rrl).
145. Ì=arctg (3r), y=arctg (3x+2),

146. y=\/i+ ;, y=X7 lF
147. y: L, y=+, r,=+lx \/l Vx'

.. t/- , t--148. y=-L, y=--la, y:-=VxrVi

415
y= arcsen (r'1)

y:ardg (Vr)

149. y=\8, y=\/-1, y=\4 3r

y51. '--L r= I *--l\/4^ \q-l \,-,7
152.

153_

,={#.
,\l*,

,=rtl=-*

,=rtl#
lS4. y=l+r+4''v/ Ial, ,-(9.,,--.) (,-+)

155. y=

156. )= ^ [-... (r,V I+.." (r,
157. y=x ln x, rfi;, ln .rr=;
158. y:r ln Ì-,, ):(Ì+ln Ì) (i-1), r:r1n r!

159. ,:ln (-x), y:ln (4r), ):ln (3Ì+4)
/r\160. y=ln (r1. y=ln irl. y=ln (V.Ì,\Ì/

16l. y=]n 1"o. r1, ],=ln (sen r), ),=ln (tC x)
(Si oniene y': tB x, y1:ctg x, y':tg x+ctg x).

162. Scrivere la formula g€n€rale per ottenere le derivate delle segì.renti funzioni:
y=ln f(x), y=arctgflr), ]=arcsen /(x).

^. t't^) f'@ l'lx)' 16) ' ttltx) t/t-1,1,1
163. Calcolarc la derivata delle seguenti funzioni

v:x, ): Ì, v= Ì
Visualizzare i risultati ottenuti tracciando il grafico di ogni Iunzione e della relativa derivata.

164, Calcolare le derivate delle seguenti funzioni
):ln r, y:ln ( -r), ,=ln lr .

Visualizzare i isultati ottenuti tracciando il grafico di ogni funzione e della relativa derivata.
(Attenzione al campo di esistenza tli ciascu a funzione e al dominio della corrispondente deivsta).

1-sen (à)
1-*. (rr)
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165. Calcolare le derivaie delle seguenti funzioni

):sen Ì. ),= sen jr, 1,=]sen x .

Visualizzare i risultati ottenuti tracciando il grafico di ogni funzione e della relativa derivata.

166. Calcolare le derivale delle leguenri funzioni
):ln (senÌ). y:ln ( sen x), ):ln senn .

Confrontare le tre derivate ortenutc. tracciandone il relativo grafico.

167. Calcolare Ie derivate delle seguenti lunzioni
y:ln [/(r)]. ]=ln [-/(.r)]. y=tn /(r)1.

Confrontare le tre derivate ottenute.

168. Confrontare due procedimenti per derivare le seguenti funzioni
y=sen (2t). )=cos (2t). )=tS (ZY)

I) valersi della regola di derivazione di funzione composta;
II) valersi delle {ormule di duplicazione e, successivamente, delle necessarie regole di deriva-

169. Confuontare due procedimenli per derivare le seguenri funzioni
,=sen (r+t). )=cos (r+k). ):tg (r+k)

I) valersi della regola di derivazione di funzione composta;
Il) valersi delle formule di addizione e, successivamente. delle necessarie regole di derivazione.

170, Conftontare due procedimenli per derivare le scguenti funzioni

)-r." ,. u-cos ,. Y=rc J
I) valersi della regola di dcrivazione di funzione composta;
II) valersi delle formule di bisezione e, successivamente, delle necessarie regole di derivazione.

171. Dimostrare che Ia derivala di una lunzione dispari è una funzione pari.
(Dire che la Ik zione è dispari, v ol dirc che isuha

f(-t)=-f(x).
Calcolando la derivata dei due mentbri ...)

172. Verificare i risultati dell'esercizio precedente, esaminando, per esempio, Ie derivate delle funzioni
y:rr e y-sen.r.

173. Dimostrare che la derivala di una funzione pari è una funzione dispari.
(Tenerc prcsenti i snggerinrcùti dati ell'esercizio 171).

174. Verificare i risultati dell'esercizìo precedente, esaminando, per esempio. le derivate delle funzioni

,=xr c ,:cos t'
175. Dimostrare che Ia derivata di una funzione pcriodica con periodo I è ancora una funzione

periodica con lo stesso periodo.
(Dire che la I ,lzio,te è peiodica co periodo T vuol dirc che sulta

f(x+T)=l(x).
Calcolando la derivata dei due ùrctnbri ...)

176. Verificare i risultati {.tell'esercizio precedente. esaminando, per esempio, le derivate delìe funzioni

)=cos x, y=sen r, )=sen (2.r).

l?7. Scegliere Ira le seguenti frasi quelta ch€ è ricavata correttamente dalle regole dell'algebra delle

D

II)
se la funzione y:f(jr)+g(r) è derivabile in un punto d'ascissa r=li, rllora sono derivabili nEllo
stesso punlo anche le lunzioni ,-/1Ì) e r-S(r).
se due tun/ioni ),=r(.r) e y -g(r) sono denvabili in un Punto d a§cissa.r-d. allora è derivabile
nello stesso punto anche la funzione )=r(Ì)+8(.r).
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178. Verificare che le due funzioni y= x)ey=2 * non sono derivabili nel punto d'ascissa r:0, ma

la loro somma è derivabile in quel punto.
Ques1i risulÌati contraddicono le regole dell'algebra delle derivaie?

179. Scegliere fra le seguenti frasi quella che è derivala correttamente dalle regole dell'algebra delle
derivate:
I) se la funzione y=[/(:)l' è derivabile in un punto d'ascissa x:/i, allora è derivabile nello stesso

punto anche la funzione )=/(r);II) se la funzione )-/(Ì) è derivabile in un punto d'ascissa r=a. allora ò derivabile nello stesso
punto anche la irnzione l:1/(r)1".

180. Verificare che la funzione )=i?non è tlerivabile nel punto d'ascissa -r:0, ma è derivabile nello
ltesso punlo la funzrone y=[Vxl].
Questi risultati contraddicono le regole dell'algebra delle derivate?

l8l. Scegliere fra le seguenti frasi quelle che sono ricavate correttamente dalle regole dell algebra delle
derivate:
I) se per due funzioni ):/(Ì) e ),:g(.r), risulta /'(a) =8'(a):0. anche la derivata della funzione

y:/(x)6(x) vale zero pet x:a;II) se la derivata della funzione y:/(.r)6(x) vale zerc pet x:a. allora risulta certamente
f'Ql)= s' (a)=0;

III) se la derjvata della funzione y:/(r)g(Ì) vale zerc per x:a, allora risulta certamente
f'(a)s(a)= -fla)s'(a) .

182. Scegliere fra le seguenti frasi quelle che sono ricavate correitamente dalle regole dell'algebra delle

I) se per una funzione,=/(n), risultaf'(d):0, anche la derivata della funzione y:[/(.r)]" vale
zero per .r:d;II) se la derivata della funzione y:[/(,r)]' vale zero per i:a. allora risulta certamente /'(d):0;III) se la derivata della funzione ):IflÌ)]' vale zero per.r=a, allora deve risultare certamente
f'(a)=0 oppure [/(a)]" '=0.

183. Scegliere fra le seguenli frasi quelle che sono dcavate correttamente dalle regole dell'algebra delle

I) se per due funzioni ):/(.y) e ):g(.y), risulta/'(a)=s'(a):0. anche la derivata delìa funzione
l(nY=- vale zelo Der .x:41
8(r ) /rrrII) se Ia derivata della funzione y:1-::-: vale zero per r=d, allora risulta certamente

/'(a)-s (a)- 0: 8{ ' ì

III) se la derivata della funzione i=9 *f. zero per .r=a! allora risuÌta cetamente
l \a)B\4=l\n)s \a). 8( \ )

I84, li.r.rro un numero reale *. rndrcdre una runlionc )-J(\) per cui risulli

"f(»=0 c f'(0):k.
185. Fissato un numero reale k, indicare una funzione y:/(r) per cui risulti

f'(0)=0 e /(0)=k
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7. Teoremi sulle funzioni derivabili

Sulla continuità delle tunzioni derivabili

186. Esaminare la funzione )=Vr-l e verificare che:

- la funzione è conlinua, ma non derivabile nel punto n(1,0),
la tangente al grafico della funzione in ,4 è parallela all'asse delle ,.

Considerare la funzione inversa della prccedente, e v€rificare che:

- la funzione è derivabile e quindi continua nel punto ?4'(0,1),
- la tangente al gralico della funzione in.4' è parallela all'asse delle r.
Visualizzare i risultati, tracciando i grafici delle due funzioni.

lE?. Esaminaie la fuflzione ]]=.l] e vedficare che'
- la funzione è derivabile e quindi conlinùa nel punto O d'ascissa 0.- risulta /'(0):0.
Considerare la funzione y={[, inversa della precedente, e verificare
derivabile nel punto O.
Visualizzarc i risultaÌi, tracciando i grafici d€lle due funzioni.

Itt. Esaminare il grafico rappresentato in fi8. 6 e indicare:
- i punti in cui Ia funzione è continua, ma non derivabile,
- le ascisse dei punti in cui la fùnzione non è continua.
Ci sono punti in cui la cuna è derivabile senza essere continua?

lE9. Esaminare il grafico rappÌesentato in fig. 7 e indicare:

- i punti in cui la funzione è cootinua, ma non derivabile,
- i punti in cui la derivata della lunzione vale 0.
Tracciare il grafico della funzione inversa di quella data e indicare:
- i punti in cui la funzione è continua, ma non derivabile,
- i punti in cui la deivata della funzione vale 0.

che è continua ma non

Fig.6 Ftg. 7



7. Teorcml sulle ,unzioni derivabili 419
lq). TÌacciare il grafico di una funzione )=/(.r) che ptesenri le seguenti caratterisriche:

l) è continua e sempre crescente nell'intervallo [0,7];II) ha Ìa tangente parallela all'asse delle ), nel punto.4(2, 1);III) ha la tange te parallela all'asse delle r nel punto B(4,6).
Indicare jl punto in cui la funzione non è derivabile ed il punto iD cui la derìvata della funzione

Tracciare il grafico della funzione invema di quella disegnata prima; indicare il punto in cui la
nuova funzione ottenuta non è derivabile ed i, punto in cui Ia dedvata vale zero.

l9l. Tracciare il grafico delle seguenri funzioni e studiarne la continuità e Ia derivabilità nel loro
campo di esistenza:

):1-Ì:, Y=i? 1, y= 1-r'1.
192. Ripetere l'esercizio 191 a partire dalle seguenti funzionil

l-senÌ, )=sen ir , /: sen I .

193. Ripet€re l'esercizio 191 a panire dal1e seguenti funzioni:
]=cos r, y=cos r , ):lcos rl.

194. Ripelere l'esercizio 191 a partire dalle seguenli funzioni:
y=ln.r, Y:ln xl, y= ln -Y].

195. Ripetere l'esercizio 191 a partire dalle seguenti funzioni:
per.r<0 lG)--b. pe, ,=u J(Ì.)- À.
per .r>0 -/(\)=r:-2r per \>U [lx) tt' 2-x.

196. Ripetere l'esercizio 191 a partire dalle seguenti funzioni:
Per t=0 f(x)=x, Per r<0 flx\:bt.
Per x>0 /(:r)=sen, per r>0 /G):sen.Y.

197. Tenere presenti Ie considerazioni sull'implicazione svolte alle pagg. 338-340 ed esaminare il
teorema sulla continuità delle funzioni derivabili, indicando ipotesi e tesi nel modo seguente:
Ip: «la Ì].Jnzi,one y=f(x) è derivabiÌe in un punto A d'ascissa a,,fi: «la funzione è continua nello stesso punto .4».
Scegliere fra i seguenti simboli quelli che esprimono correttamente il teorema

(t) Ip.+Th, (tt) Ip+Th, (ttt) Th+tp
(Solo il Nimo simbolo è corretto, ...)

r98. Valendosi degli stessi simboli introdotti nell'esercizio 197, scegliere fra le frasi seguenti quelle che
esprimono corettamente il teorema sulla continuità delle Iunzioni derivabili:

I) ,lp è condizione sufficiente, ma non necessaria per fà,II) 1p è condizione necessaria e sufficiente per lli,
III) Ip è condizione necessaria, ma non sufficiente per rr,
IV) 7, è condizione necessaria, ma non sufficiente per 1p,V) 7l, è condizione sufiiciente, ma non necessaria per 1p.

Portare dei controesempi per spiegare perché alcune frasi sono errate.

199, In ciascuno dei seguenti casi proposti, dire se si può trovare una funzione ):f(Ì) che soddisfa le
proprietà indicate e, in caso affermativo, tracciarne un grafico approssimativol

I) )=/(r) è continua nel pun{o.4(1,2), ma non è derivabile nel pun.o.1.
II) )=/('l) è discontinua nel punto.A e non è derivabile in,4.
III) ):/(.y) è discontinua nel punto,4 ed è derivabile in,4.
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Sul teorema di Lagrange (o del valore medio)

Gli esercizi dal200 a|210 conducono ad impadroni$i del teorc a di La+ranSe, che è i.htunato

Se una funzione J=fk) è d.rtvabilc nell'int mollo Ia, bl, auoru csiste, all'hremo dcu'i tcnollo'
[a, bl, almeno un v@hre c, tdle che lisuki

tb) l@ -...ha =l (c)

Essmln.rc le ftrnzloni assegnate negli esercizi 200-205 negli intervr[i [4, ò] indlcsti a flanco e
risolv€re i s€guentl quesiti:

- stlbllrc h qualt casi la futrdone ve frcr le condizio indicate nell'ipot si del te|orema c in quxli
cssi tsli condizioni notr sono soddisfatte;

- ,el casi in cùi le condizionl sono verrlicate, lndicare i volori c, interni dl'intervallo [4, ò]' per cui
risulta

!!:@=t,,.,ba
- irterpretare graficamente i risult ti ottenuti

200. y=-x?+4r nell'intervalto [0, 2]
(La funzio e è derivabite in tutti i punti dell'intenallo, perciò sono veificate le cohdizioni indicate
nell' i po tesi d.l teorema.
P$ deteminate il valore c, si calcola

re)!!! =i:z e r'(x)--2x+4
q indi si nsolve l'equazione -2x+4:2, otehendo h soluziorre x=1.
La fiq, 8 visualizza i risuhati otte uti).

Fig- I

201. y:xt11nelf intervallo [-1, 1]

202. y=! nggli irl.walfi [r,4] e [-1, rì
(Attenzione al secondo interrallo assei ato: la fuùzione è deivabile e quindi continua in tutti i
punti dell' intervallo? )
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203. )-rit nesli inrer\alli [.2.0] e[0. t]
(Anenzione al primo inretvallo assegnato).

204. y=4+ rceh inteffalli [ 2, 0] e [0, 3]

205. Ì=V'I regli intervalli [1,8] e [-1, 8ì
Prestare particolare attenzione al secondo intervallo assegnato: la funzione non è derivabile in
tutti i punti dell'intervallo eppure si riesce a trovare il valore.:1. per cui risulta

{!l_{_!=r,, r,8 ( 1) ',

Questo risultato contraddice il teorema di Lagrange?

206. Teneùdo presenti le considerazioni sull'implicazione svolte alle pagg. 338-340, indicare ipotesi e
tesi del teorema di Lagrange nel modo seguente:
7p: «la funzione ]:/(i) è derivabile in tutti i punti deìl'inteNallo [i1, ò]",
fl?: «esiste all'interno dell'intervallo almeno un punto c, per cui si ha

t(b\-t@ ....
h-a

Scegliere fra i seguenti simboli quelli che esprimono correttamente il teorema
(t) Ip=Th, (II\ tpèTh, (rrt) Th+tp

(Solo il pri o simbolo è cofteto, ...)

207, Valendosì dei simboli introdotti nell'esercizio 206, scegliere fra le frasi seguenti quelle che espri-
mono il teorema di Lagrange:
I) Ip è condizione sufficiente, ma non necessada per fà,
II) Ip è condizione necessaria e sufficiente per ?l!,
III) /p è condizione necessaria, ma non sufficiente per IÀ,
IV) rft è condizione necessaria, ma non sufficiente per.lP,
V) fft è condizione sufficiente, ma non necessaria per 1p.

Portare dei controesempi per spiegare perché alcune ftasi sono errate.

208. In ciascuno dei seguenti casi, dire se si può trovare una funzione ):/(,r), che soddisfa le propietà
indicate e, in caso affemativo, tracciarne Lln grafico approssimativo:
I) )=f(r) è continua nell'intervallo [-I,4], non e derivabrle nel pùnto d ascissa 0 e nel punto. 

à'aìèiisa -r=t ha la tangente r pàrallela alla secante che cong,unge i pund,a[ 1,/( 1)],
nlq, f$)l;II) ):/(r) è derivabile nell'irtenallo chiuso [ 1, 4], ma non esiste un punto in cui la tangente è
paralleld al,a secanre ÀB indicata primdl

lll) l,=f(.r) e dcfrn'ta nelt rnrervallo I i, 4], non è derivabile nel punto d'ascissa 0 e non esiste un
punto in cui la tangente è parallela alla secante,4B indicata prima

209, Basandosi sul teorema di Lagrange, dimostrare il seguente teorema:
se una funzione y=/(x) ha la deivata nulla in tùtti i punti di un dato intervallo, allora la fuMione
si mantiene costante in quell'intewallo.
(Scetti due qualunque puùÌi a e b dell'intenallo, applicare il teorcma di Ls9range; tene ào presente
che risulta f'k):0 ...)

210. Basandosi sul teorema di Lagrange, dimostrare il seguente teorema:
se due funzioni y=/(r) e ):8(.r) hanno la stessa derivata in tutti i punti di un intenallo, risulta
f(r)-sQ):k, in ogni punto dell'inteNallo.
Gsaminare, nell'hte allo dsto, la f zione h(x)=f(t)-8q) e tenere prcsente il teorehta dimostra'
to nell'ese/cìzio precede te.,.)

42'l



422

Sul teorema di Rollè

Gli esercizi dal 2ll a|225 conducono ad impadronirsi del teorcma di Rolle, che è chiomdlo qui

se per una funzìone y=frx) denvabile in un intenollo [a, b|, si ha

I(b)=f(a1,
alloru cskte, all'intcmo dell'in enouo Ia, bì, alnteno un valorc c, tale che 'isulti l'(c)=o.
Esaminare le funzioni assegnate n€gli eserclzi dal 2lf al220 negli interwlli [a, ,] indicati a franco e

solvere i seguetrti quesiti:

- st.bilire in quali casi la funzione verifice lG mndiziotri indicate netl'ipotesi del teor€ma e in quali
casi tali condizioni non sono soddisfatte;

- nei casi in cui le condizioni sono verificate, itrdicsre i valori c, interni all'intervrllo [a, ,], per cui
risulta/'(c)=0;

- interpretare gralicamcnt€ i risultati ottenrti.

2ll. y= -x'z+4x nell'inter,,allo [0,4]
(Le condizioni indicate nell'ipotesi del teore-
ma sono eerificdte, daro che la lunzione è
deivabile in tuui i punti dell'intervallo e
inohrc risuha f(0) =f@):0.
Per deaeminare il lalorc c. si calcola

f'(r)=-2x+a
e si isolve I'eqùazione

-2x+1=0.
otene do la solùzione tr=2. La fig. 9 visua-
lizza i isuhati oten ti).

212, y=-112113 nell'intervallo I0, 2l
213, y=rr-r+8 nell'intervallo [-1, 1]

214, y:x3-6t+l2x nell'intervallo [1, 3]

215. y={ nell'intewallo I r, 1]

Come si spiega il fatto che risuhà
l(-1):t(1):1,

ma I'equazione /'(-r):0 non ha soluzioni?
' ,-l 1\216, )=t:+-! nesti inrena i (i.rJ .l:.rl

spiegare le differenti situazioni che si incontrano esaminando i due intervalli.

217. y=Vlrl nell'intervallo [-1, 1]
Come si spiega il fatto che risulta

/1 - 1) =/( 1):1 ,

Ina l'equazione /'(r)=0 non ha soluzioni?
218. },:4 ,1 ncll'intervallo [-1,2]

In questo caso la funzione è derivabile in tutto I'intervallo, ma risuha
fl-l)=3 e l(2)=0, cioè f(-r)+l(2).

Tùttavia, si riesce a trovare il valore c=0, per cui risulta /'(0):0.
Questo risultato contmddice il teorema di Rolle?
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2lg. y- 4-x'1 negli inte aÌli L\4 e ll.fil

Prestare particolare attenzione al secondo intervallo: risulta

f(-r)=f$E)=3.
ma la funzione non è derivabile in tutli i punti dell'intervallo.
Tuftavia, si riesce a trovare il valore c=0, per cui risulta /'(0)-0.
Que<Lo risulrato contraddice il teorema di Rolle:

220. y= 4-Ì'11nelf intervallo [-1, 3]
In qùesto caso la funzione non è derivabile in tutti i punti dell'intervallo e inoltre isulta

/( 1):3 e /(3)=s, cioè f(-t)+f(3).
Tuttavia, sj riesce a trovare il valore c=0, per cui risulta f'(0)=0.
Questo risultato contraddice il teorema di Rolle?

221. Tenere presenti le considerazioni sull'implicazione svolte alle pagg. 338-340 ed indicare ipotesi e
tesi del teorema di Rolle nel modo seguente:
1p: «la funzione ):/(.ir) è derivabile jn tutti i punti dell'intervallo [a, ò] e risulta /(a):/(à»,,7i: «esiste all'interno dell'intervallo almeno un punto c, per cui si ha /'(c):0.
Scegliere fra i seguenti simboli quelli che esprimono correttamente il teorema

(I) tp-Th, (tt) IpèTh, (III) Th+Ip
(Solo il pimo simbolo è corretto, ...)

222. Valendosi dei simboli introdotti nell'esercizio 221, scegliere fra le frasi seguenti quelle che espri-
mono correttamente it teorema di lagrange:
I) Ip è condizione sufficiente, ma non necessaria per fl?,II) 1p è condizione necessa a e sufficiente per 71,lll) ,1p è condizione necessaria, ma non sufficiente per 7r,Iv) fli è condizione necessaria. ma non sufficiente per 1p,V) 7,t è condizione sufficiente, ma non necessaria per Ip.
Portare dei controesempi per spiegare perché alcune frasi sono errate.

223. In ciascuno dei seguenti casi, dire se si può trovale una funzione )=/(x), che soddisfa le proprietà
indicate e, in caso affermativo, tracciame un grafico approssimativo:
I) J:flÌ) è derivabile nell'inteùallo [-2; 31, rhulta /(-2):/(3), ma non esisle un punto in cui

II)

nD

la tangente è parallela all asse delle Ì;
l'equazione /'(x):0 non ha soluzioni all'interno dell'intervallo [ 2,3], ma la funzione e
derivabile jn quell'intervallo e risulta /( 2)J(3);
)J(Ì) è continua nell'intervallo [-2;3], non è derivabile nel punto d'ascissa 0, risulta
/(-2)+/(3) e f',(1):0.

22. Ripetere l'esetcizio 223 a partire dai segìren1i casi:

I) 1=/(x) è definita nell'intervallo [ 2; 3], non è derivabile nel punto d'ascissa 0, risulta
f( 2):f(3) e non esiste un punto in cui la tangente è parallela all'asse delle ,.

II) y=/(i) è definita nell'intervallo [-2; 3], non è derivabile nel punto d'ascissa 0, risulta
f( 2\:f(3\ e f'(1)=0.

IU)y=/(Ì)èderivabilenell'intervallo[2;3],risulta/(-2)+/(3)enonesisteunpuntoincuila
tangente è parallela all'asse delle r.

IV) ],:/(i) è derivabile nell'intervallo [-2;3], risulta /(-2)+/(3) e sultaf'(1):0.
225. Basandosi sul teorema di Rolle, dimostrare il seguente teorema;

se )=/(r) è una funzione derivabile nel suo insieme di definizione e l'equazione /(x):0 ammette
due soluzioni dislinte, allora I'equazione /'(r):0 ammette almeno una soluzione.
(Indicate con a e b le soluzioni, applicdrc il teolema di Rolle, esaminando la funzione y:f(x)
ne \nteln o [a, b]).

226, Basardosi sul teorema di Rolle, dimostrare il seguente teorema:
se l=/(r) è una funzione derivabile nel sùo insieme di definizione e l'equazione/(x)=0 ammette ,l
soluzioni distinte, allora I'equazione /'(.r)=0 ammette almeno ,r 1 soluzioni distinte.
(Tenere presenri le indicazio i dale nell'esercizio precedente).
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Sul teorema di de l'Hopital

Gli ese/cizi da! 227 a|245 conducono ad impadronini del teorena di de I H,pital che ichiamiano

se due Ìanioni FJx) e f=gk), dcfni e in uno stesso i sieme, sodtlisJano le seguenti cotultzbni:
I) atl'interno ilell'insìerne sono deriwbilì. risuha g'(x)+0,
) tj!:l@=l!!l c@=0 (dou,e o à un umeru o il simtuto 6),

ttt) timl:!=1
alloru, rku a anche

-. f(x)
.-" s(x)

Gli esercizi dal 227 al 238 propongono di valersi del teotema di de I'Hòpital per calcolare il
isuttato di tinii che si presentatrc nella lorma indetemnuta del ùpo *. Molti di questi limili si,0
possono calcolare anche basandosi sui prccedimenti esposti el cap. 3 e neì rclativi esercizi (147-162
e 173-1U). lfi tali casi è intercssante confrontare la rupidità ed efficiefiza dei vali prccedimenti che
sì possono seguire.

Bssandosi sul tmrema di de l'Hdpital, calcolÀre i limiti proposti rcgli e§ercizi dal 227 al 239.

227. rim [ 1+, ri. Il. r,n 1'*',-t ,;- 4 t .-r rr+x F0 Ì -r [0.2. -l]
.rr+ 1o.r +21224. Im+. lim,-r rr 6r+9

229. tim.rr-.r' -5,r-l- tim r.Ì-_-5.r-3. tim di+q!
.r -l r_-l .r'-l

2$. tim-4 rm-!:j-. 1m-4j-., rr-1f,+4 , .1 t _3r +4 , n r.-J.r .14

(dove i è un ntnero o ìl sinbolo 6),

t il'3'-l

23t. tim -:!=1 tim i.-,-, (t-2)' ,-, r-z{
232. lim-. lim?.,-ù Lx

3e'-3

.. \,-2)'ì

.. 2- ze',

ltuti0l

ltulti -]

t-.2,01

It,2,el

t0. -, "l
Irutti0]

l', +' "ll-r-,' 4 -llim23J. lim-.
23a. r,m 14.
235. 1;- §94.

216. lim 1 cos r .. 1+cos.r. ltm 

-.

1-cos .r

237. tim L!9u. iim l-cqs x

tAppticando teopma di de t'Hòpital al p mo limirc, il oiliene tnsS:
Si osse d ora che il limite ottenuto è ancon una lorma ndeletminata aet npo $, che soddisfa le

condiziotli det teorcma (li de t'Hòpttal; perciò i può applicarc di nuovo il teorcma, ottenendo
.. cosx I

Con un procedimento anatogo si può calcolare il seco do limite, otftnendo il tisultato t)'
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zJò. Ilm-. Im-
(Tene do prese ti i suggerifienti dati nell esercizio precedente, si ottengono i .]isultat n e + ).

2J9. lim x selx. limry
(Tenendo presenti i suggerimenti dati nell'esercizio 237 si ortengo o i risunati 0 e t) .

240. Esaminare i seguenti limiti e spiegare per quali motivi non possono essere calcolati basandosi sulla
regola di de l'Hopital

.1,I Sen
lrm -. ,rm 

-
,-o x r-0 sen .r

241, Ripetere l'esercizio 240 a partire dai seguenti limiti
,1ir sen -

l,m --=--+. lim -j'-o ln (r+r) r-' ln Y

242. Basandosi sul teorema di de l'Hòpital, verilicare che. per qualunqùe numero reale k, risutta
,. \en tx ,. Lg Ir

243. Basandosi sul teorema di de l'H6pital, verificare che. per qualunque coppia di numeri reali a e A,
risulta

. tgar l]lrm lrm _____---
'r senb.r b , otp,b^ b

29. Basandosi sul teorema di de l'Hòpital, ve ficare che per qualunque numero reale p, risulta
.. <en (.r- r-\en 3 ^ . co. (r- 6)-co§ B _ aen J

245. Basandosi sul teorema di de l'Hopital, verificare che per qualunque numelo reale p, sulta
.en r-\en B cos r co' ,lim-=cu\ r. Iim 

- - {en,l-P -r lJ

425

ll teorema di de I'HÒpital esteso ad altre forme indeterminate

A) Le forme indeterminate alel tipo 9.
Net_caso di timiti che si prerertano neita for*o inderermnutc del ripo 2 vale il seguenre teorema .li
de fHòpital, dnalogo a quello già noto:
se due funzio i t:ft) e y:g(x), definite in uno stesso insiehe ila eui è escluso un valore a, soddisfa'
,ro le segrc ti condiaioni:
I) all'inte o dell'insieme (escluso il wlore a) so o derivabili e risulta con g'(x)+o,
il) I,t!:l@=!!, C@:*, (dove a à ur nu ero o il simbolo ù),

lll) linr 
-"::::-=l dow I ? un numero o il sinbolo t),

a oÌa, isulta anche
_. nn
t'o 8.,)
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Basandosi sùl teorcms di de l'H6pital, determinare il rlsultato d€i limiti proposti negli es.rcizi del
2$ al 252.

. rim {ll ti. Iìl 1;- 1I1J,,, ,:+1 r-^ Ì+t ,-.2t-l
(Pet calcolate, per esempio, il l' litnite, si calcola il rappoto delle deiyate, o enendo

lin l: =0.

Prccedendo analogahefite negli a\i casi, sì hanno i risultati a, 2).

2a7. 1;,n S:4. rim =]L- . 1;. Li;. 5r_J ;: lxr+Ì- ;:: 2-x-3
(Risuhati: @, 0, 3)

.. r'l2rr+1 .. \'+ 21+ 1,-'x',2.r ll , -
(Oru, applicando il teorema di de l'Hòpital al 1'limite, si ooierrc

,)\
,-.41+4r

che è a coru uha fo na indeterminata det ipo a, a cki si può applicure di nuovo it reorema di de
I'Hòpital; si oiiene così:

',2,-- l2l+4
Procedendo analogametlrc per gli ahi due limiri, si otengono i isukati @ e 1.
Si osservd che ik quesri cssi l'applicazione del teoreha di de l'Hipital conduce a srolgere calcoli
piuttosto lun*hi; isuha dunque più conveniente il procedimento indicato nel paragrafo 6 del cap. 3).

249. Iim:. lim::, lim:-
(Risuhati: tufii +@)-

2s0. ti', I"à. rim L. tim l-g
'.-. ?' r--. /
(Risuhati:0, +6, +*).

251. 1;n1 b-À. tim ].4+. tim .Lnj

(Risukati: ruui 0).

2s2. ;;e.. !.!-t, 1;. !L{ , t,^ +,- , ;; .. ;-o: I , .:; In (r-)

(Risukati: 0, 0, +-).
2S3. Esaminare i seguenti limiti e verificare che non si riesce a determinarne il risultato applicando il

teorema di de l'Hòpital.
.. Lt+l 4r-5 .. i-»rlm:. rlm 

--. 

rlm ___:
''^ \/4r,+t ' V1:-8 ''- \lÌ+)

(Calcolondo, per esempio, il rappo o delle deivate, rclaivamente al 1" limite, si ottiene:

,. 2 ,. {47nltnl 

-= 

Um 

-
na '-+ ' 1'

2!41+1
Si ottiene ancora uka Jorma indetemin.{o del tipo 2 e, applicando dt nuovo il teorema di de

I'Hòpital, § oriene ancora a fotma indeterminata analoga a q ella di padenza...
Risuha ilunque necessaio seguirc il procedimento esposto negli esercizi 145 e 146 del cap. 3).
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254. Esaminarc i seguenti limiti e vedficare che non si iesce a detemiIlarne il risultato applicando il
teorema di de I'H6pital.

.. Ì+sen Ì ,. r+cos.rllm 

-. 

Um 

-

-r ' " ZX-COS J
(Tenere prcsente che non esistono i seguenti limiti

lim sen x e lim cos x-

I limiti assegnati si iescono a calcolare, ricorda do che isulta:
e ltm 

-=Ue n\ N?ndo. pet esempio ,t n ti^ire nato lorna ,,n t-*:n)=,
Nel2'limik, divide ilo numeratore e deno ti atore per x, si ou*ne il rbultato !).
B) LG forme indetermitrate del tipo 0 6.
Q ando si deve calcolale

tjll (f@ 8@) cott tig tf 'l= 
* e tin 86) =0

si ha u a forma inileterminata del tipo 0 *; ma basta tenere presente che
ottt lt x)Jti st.x)=ò; oppurc ttrt gkJ='i
Jrrt 8G) ^

pet ticondurr? il limite ast"gnab ad una loma det tipo $ opp*e L. 1o' e che si possono ùa arc
con i teotemi di de I Hòpi.al

255. Ricondurre i seguenri limili ad una lorma ,ndeterminata del tipo fl o del tipo: e dererm'name il
risukato valendo<i del Ieorema dr de I Hòpital

1,q,, (ir ln r, ,fg, (r'?tn r)
tA pattie dal I limite. ,onviene s(nverc

. lntt_tn x=__l
i

Così, applicando iI teorema di de I'Hòpital si ottiene

L
11^ !!J = 1,. )__ tin t_xt -o.-or I .-t! -1 x-oi

Procedendo analogamente, si trova a che el secondo caso, il lisultato 0)

256. Ripetere l'esercizio 255 a partire dai seguenti limiti

,rls- (,",), Iin G.)
(Si prtò scritere rc'=4 " *"=i
Così si a»iva Pet entrambi i limiti al nsuLato 0)'

257, Ripetere l'esercizio 255 a partiI,e dai seguenti Ìimiti
/ r\

]IT, l,"'/. lim. (-Ì ln (rì)
(Risuhati: +@ e 0).

258. Ripetere l'esercizio 255 a partire dai seguenti limitir l. . l
rini h-.r) rs '1. tr', l(,-jJ rc xl
,_!, L\ z/ I ._i r\

Rxuttati: -l e o).
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C) Le forme indeterminate del tipo @--.
Ouando si deve calcolare

ri4 Il@-e{ùl con tigf@=+!l s@=+*

tj! tf@+B(x)l con ti4lk1=+- e tim s(x)=*q
si ha una forma indeterminata del tipo 6-@; ma basta scriyerc

1_1
".. .. cG) fG)

Jt | )-8(xt:----i-
lA) cG)

per ricondurre ad una forma det tipo $. formtt che si può tra are @n it teorcna di d.e I'Hòpitat.
259. Ricondurre i seguenti limiti ad una forma indeterminara ael ripo 9 e delelminarne il risultato

valendosi del reorema di de l Hòpttal u

r.f!- I l. ri-lr - I Ii:rri \r sen xl ',:i \tn r x_t /
(ln enarambi i casi, basta Ìidu e l'esprcssione allo stesso ilenominatore e(l applicarc due votte il
rcorcma di d? lHòp al: si arriva ai risultari 0 e !t.

260. Ripetere l'eseÌcizio 259 a partire dai s€guenti limitì

timfl- Il ri-l-L I
ll:'i l;- P, r i l,l,t {.o,,-- rs 11

(Pet il 1" limite seguire il procedimento sugge to nell'esercizio prccedente; per il 2 timite ridufte
sehprc allo stesso denominabrc, t?nendo pres?nte ch" rinha rR x=s-!!-L.
Si onenpono iri,uhoti ! "ot-2

261. Ripetere I esercizio 259 a partire dai seguenti lirniti,,-lr ,l 1,. r_ r 
Jl'jl lt", 2 t",l lI$ t", -(,-r),i

(Risuhati: entrambi @).

lnfinitesimi e intiniti

A) Infinilesimi
Il teoftma di de l'Hipital permete di esaminare de agliatamente un grun numero di situazioni, in
cui sono daE dùe funzioni y=f(t), y=gq) pet cui nsuLa

tj!:fln=0 e tim sk)=0
e si deye calcolare

.. l(x)

Valendosi dunque del teorema di de I'Hòpital si è troyato che si possono veilicare le seg\enti

rt rinl!!!=0. )D t,^ l]!- *'-' 8G) '-' 80)hxt ftttIII) lin !----: =1. con l+0 e finito. lvt non eskte lim t-::-'-. Stxt '- clx)
Spesso si descrivono lali situazioni intrcducendo il termine inJinitesimo cott il seguefite sigfiificato:

na fun ionc y=tb) è un inJinitesì,/,o pet x-a, se risulu linlb):o
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Così si dice, relativamente ai vari casi ekncati pims:
429

I) I(x) è un infinitesimo di o ine supeiorc rispetto a g(x),
) f(x) à un infinitesimo di o ine inferiore lispetto a BOr),I ) f(x) e g(r;) sono due i fi itesimi dello stesso ordine,

lv) f(x) e s(x) sono due infinitesini non confronnbiti.
Si possono anche interp/etare questi tisùltati da un punto di vbta glafico-intuitivo, dicendo che
I) pet x+a, f(x) tende a 0 "più npidamente" di 86),II) pet x+a, f(x) tendÈ a 0 "più lentumente" di gk),
III) per x+a, f(r) e gA) re dono a 0 "con la stessa mpiditt".

Ecco un esempio di applicazione di queste considerazioni. Dato che risulta:

L tim È=0,

Fis. 10

I) I è un inlinitesimo di ordine superiore rispeto ad x (fig. 10),

ID ll Z un inliniresino di ordine infeiorc rispetto ad x (fig. 11),
III) sen x è n infinitesino dello stesso o ine rispetto ad x (fig. 12).

- co il termine infinitesimo si indica una funzione che tende a 0, non u umero fisso molto

- dalla paroltl infinitesimo proviène I'aggetti,ro infinitesiru e, chè accofttpogna il temine analisi
per indicarc i rumi de a matemstica basati sullo studio di funzioni in varie circostarlze.

Fig. 11

a !!l+=*, III) tj!t!e?:l

Fig. 12
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B) IDliniti
Consiileruzioni analoghe a quelle precedènti i possono ipeterc, a pa ire da due lunzioni y=f(r) e
!=g@), per cui risuha

tj!:fl,)=* e Y4eat=*
quando si calcola

.. f(x)*. s(x)
Anche ora si hanno i seSuehti casi possibili

1, 11^ ^t!!)=6.F. BIx)

h i- l(!, =t. con t+o o frnito.,-. 8(x)
Si desciyono tali situazioni i troduce do il termine infin o con il teguente significato:
uia laazion f--frx) à un infinito pu t+a, sc risal/u limflx)=6
Così si dire, relatiyamente ai rari casi elencati Nima:
l) f(r) è un inlinito di ordine i feiore ùpetto a g6),II) f(r) è un infiniro di ordine supeiore ispe.to a gk),

I) f(r) e g(x) sofio due inliniri dello stctso o ine,
ru) f(r) e gk) sono tue infiniti non confrontabili.
Si possono anche intelprctarc quet i tisuhati da un punro di vista galico-intui ivÒ, dicendo che
I) per x+a, f(x) tende o 6 "piì. lentanehte" di Eb),) per x)a, f(x) tende a @ "più tupidomenÈ" di gb),
III) per x+a, f(tt) e gk) tenilono a @ "con la stessa rapidità".

Ecco un esempio di applicaziotu di Elesk consideruzioni:
Dato che risulta

IIt t:, L!=-
N) noa elbre lin\F. gtx)

si può ditc che:
I) lfl x è un inlinito di ordine infeiote rbpetto ad x (fig. 13),lI) e' è un inlinito di ordine supeiore rbpetto od x (fig, 14),

l) x+l è un inlinito dello stesso oùine spetto ad, (fig. 15).

D l!!.ry=o' ) lim !=+*.

Flg. 13 Flg. 14 Fig. 16
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262. Dimostrare che, per ,++Ò, e" è un infinito di ordine superiore rispetto a ./ (con n intero
positivo)- Interpretare questo risultato da un punto di vista grafico_irtuitivo

263. Dimostrare che, per.r++6, lnr è un infinito di oldine inferiore ri§petto a x" (con n intero
positivo). Interprètare questo risùltato da un prnto di vista graJico_intuitivo.

264. Dimostrarc che nel calcolo di un quoziente fra somme di infinite§imi si po§sono trascurare tanto
al numeratore ch€ al denominatore gli infinitesimi di ordine superiore.
(Si deve cak:olarc

.. l(x)+e(x)t!:: h@+",u)
sapendo che isuha

tjY, f{n= r1g s{ù=14 nb): tim (x)=0

.. eG) ^um-=U
Si può anche scrirerc

t-8(r).. l(x)+e?) ,. tP() '' fli
F" h(x)+n(x) '- hl*) , . m(xl

265. Dimostmre che nel calcoìo di un quoziente fra somme di infiniti si possono trascurarc tanto al
numemtore che al denominatore gli infir ti di ordine inferiore.
(Seguire un procedimento analogo a quello suggeito nell'esercizio prc@dente).


