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1. Le funzioni nella storia di ieri e nella realtà di oggi

ll termine "funzione" non è ce o recentei compare la prima volta nel
1673 in un manoscritto del filosofo e matematico tedesco Leibniz; ma
f idea di studiare il legame fra due grandezze variabili si trova già nei
Iavori di molti matematici e fisici del XVU secolo. Si tratta dunque di un
termine e di un'idea nati a partire da studi di fisica e di matematica; ecco
qualche situazione in cui si trovano le radici del concetto di funzione.

GIi studi di Gdileo sulla cadùaa dei gravi
Nelle Nuoee Scienze (pubblicato nel 1638) Galileo conclude la desc zione
delle sue esperienze sulla caduta dei gravi con queste parole: «... Per
esperienze ben cento voltè replicate sempre si incontrava gli spazi percorsi
esser tra loro come i quadrati dei tempi...".

Galileo fissa dunque I'attenzione su due glafldezze variabili: la
distanza (o spazio) percorsa dal grave ed il tempo. E sono proprio gli
espe menti a suggeire Ì'idea che le due grandezze siano fra loro legale da
una legge che si può esprimere brevemente con la formula

dove
s indica Io spazio (variabile) percorso dal grave,
, indica il tempo (variabile),
& indica Ia costante di proporzionalità.

Gli stùdi sùl lancio d€i proiettili
È sempre nella prima meta del 1600 che vengono pubblicati vari studi sul
lancio dei proiettili. La fig. I mostra un'incisione del 1621 relativa alle
traiettorie seguite da una palla di cannone; il disegno (fig. 2) mostra le
due grandezze variabili che caratterizzano la traiettoria del proiettile: lo
spostamento , in direzione onzzontale e lo spostamento y in direzione
verticale. La relazione fta queste due grandezze è rappresentata quindi da
un grafico che permette di ricavare, per ogni valore di r, il relativo valore
di v.

Fig. 1
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GIi studi di Tycho Brahe
Alla fine del 1500 l'astronomo danese Tycho Brahe ideò un modello del
sistema solare da contrapporre a quello proposto da Copernico. Per verifi-
care Ia validità del suo modello condusse pe, annidelle osservazioni astro-
nomiche molto precise, osservazioni che. in molti casi, sono ancora valide.
Fra i lavori più famosi di Tycho ricordiamo quelli relativi ai pianeti del
sistema solare: l'astronomo uscì a valutare il raggio R dell'orbita dei
pianeti allora conosciuti ed il relativo periodo di rotazione 7, riunendo le
misure trcvate in una tabella (fig. 3); si ha cosi il modo di calcolare, per
ogni valore di À, il corrispondente vaìore di f.

In questo caso è una tabella a stabilire una relazione fra Ie due
variabili R e 7-

À T

Giove

0.389
o.t24
1
1,524
5.200
9.510

87.77
224.70
365,25
686.98

4.332.62
10.759.20

è dato dÀl rappono fra il rÀ-lgio dell orbita
del pianeia e quello delìa T€rra.
è mrsurato rn grornr,

R

T

Vediamo dunque profilarsi tre metodi per scoprire delle relazioni fra gran_
dezze variabili:
- scrivere una legge matematica,
- tracciare un grafico,
- compilare una tabella.

Questi tre metodi si sono gradualmente diffusi, fino a diventare
propri di tutte le scienze sperimentali, e a costituire attualmente un patri_
monio di tutti. Basta qìialche esempio per rendersi conto dell'importanza
di questi tre metodi oggi.

A) Nelle scienze sperimentali
Nello studio della fisica si trovano tre leggi sperimentali, che descrivono
situazioni molto diveme.

l) Quando ci si awicina o ci si allonlana da una sorgenle di luce (ad
esempio un lampione). si percepisce chiaramente che linlensilà lumi_
nosa varia al va are della distanza dalla sorgente. Eseguendo oppottu_
ne esperienze, si trova che I'intensità luminosa l vatia al variare della
distanza r dalla sorgente secondo la legge:

2) La legge di gravitazione universale descrive la tbrza che si manifesta
fra duè corpl posti a distanza /: la forzà è scmpre attrattiva ed ha
un'intensità F. che varia al variare della distanza / secondo la legge:

3) La legge di Coulomb descrive la foza che si manifesta fra due corpi
carichi elettricamente posti a distanza r: la forza può e§sere attrattiva o
repulsiva ed ha un'intensità F, che va a al variare della distanza r
secondo la legge:

,:L,

,: L.

,: L,
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Si osse a subito che i tre fenomeni descritti sono differenti. tuttavia nelle
tre situazioni si notano delle analogie:
- si considerano due gtandezze variabili, che possiamo indicare generica-

mente con r ed y;
- si trova una legge dello stesso tipo che permette di

determinato valore di ) a partire da un fissato valore
La legge si può esprimere nella forma seguente:

,'_ k

e prende il nome di legge dell'inverso del qusdrato.
Ouesto nome viene dal fatto che per determinare I occorre cal-

colare I'inver§o del quadrato di i.
Ma nelle scienze sperimentali molto spesso non si arriva a trova-

re una formula che esprima una relazione fra due variabili; in questi casi
sono i grafici o le tabelle a sintetizzare efficacemcnte irisultati sperimeo-
tali. Ecco due esempi: il grafico di fig. 4 fa parte di uno studio per preve-
dere i terremoti e rappresenta le deformazioni della crosta terrestre rileva-
te prima di un grande terremotoi la tabella di fig. 5 fa parte di uno studio
sulla soprawivenza di differenti microorganismi alla bollitura-

Fis. 5

cavare un ben
di n.

B) Nella vita quotidiana
Basta sfogliare un quotidiano o un settimanale di informazione per trova-
re grafici come quello rapprescntato in fig. 6 o tabeÌle come quella di fig.
7: il grafico di fig. 6 visualizza l'andamento del tasso d'inflazione al passa-
re del tempo, mentre la tabella di fig.7 stabilisce una relazione fta le
ciltà e la loro lempcraluri in un dato giolno.

Fig

Battcri: Ia maggior pàne deue specie

Clostri.liùn petri gc s
Closti.lit bo ituo,|

0
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1.1
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Fig. 7. Tsmperalure massime in va e citlà
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Ma^non ttoviamo solo tabelle e grafici nella vira di tutti i giorni: ci si valcdi formulc, fo$e senza rendeNene conto. tutte le volte'che si usa un
tariffario per calcolare il costo di una telefonata, di un viaggio in treno, ...o lammontare delle ra\\e da prgare ogni rnno. Ecco riri erempio. per
\apere quanto \errà a costare una telefonala inrerurbanr in ltalia ad una
di\lan,/a \uperiore a I20 km.i hanno queste inJicazioni: il co.lo è valutJto
a partire da^uniti indiri.ibili dr tempò compo.te di tre minùtii la prima
unità costa I l]50. le succe.5i\e [735. Per valurare il coslo della telefona-
ta seguendo queste indicazioni, ci si vale dunque delÌe seguenti formule:
se -r è il tempo (in minuti) e l il costo (in lire), si ha chei
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sc 0<r<3
se 3<Ì<6
se 6<r<9

)= 1350
)= 1350+735
]=1350+2 735

Troviamo dunque, nei settori scientifici piir vari e nella vita di lutti igiorni, la necessità e l'abirudine di basarsi iu formule, tabelle o grafici per
esplorare la realta. Vedremo nel pro\simo paragralo come la m'ctemairca
\ra rru\ctla a \tntettzzare qucsti §trumentid rndagine in un unico conce,to:il concetto di funzione

2. ll concetlo di funzione
Nel paragrafo precedente abbiamo visto, attraverso va esempi, che la
realtà può essere "maaematizzata" valendosi di tre staumenti:_ formule.
grafici, labeÌle. Si tratta di tre strumenti apparentcmente molto diversi,
dato che, generalmente, sulta facile leggere una tabella o interpretare un
grafico, mentre è più difficile capire il significato di una formula. Eppure è
proprio la formula quella piÌr ricca di informazioni; basta un esempio per
rendenene conto. A partire dalla legge dell'invelso del quadrato. eipreisa
da

dopo aver scelto il valore di f, per esempio tr=1, si può compilare una
tabella: basta assegnare dei valori ad.t e ricavare, in base alla formuÌa. i
cor spondenti valori di y.

Ma, nell'assegnare dei valori ad }j, sorge un problema: quali
numeri si possono sostituire alla variabile r?

Si risolve subito questo problema, tenendo presenti i fenomeni
descritti dalla legge: r indica la distanza fta due corpi, perciò si possono
sostituire ad jr solo dei valori positivi. Si può allora compilare una tabella
come quella di fig. 8, che può essere "infittita" o continuata con alt
valori di -r positivi, sceÌti a piaceie.

In questo modo ci si rende conto che una formula esprime in
modo sintetico una tabella, purché si dia, accanto alla formula, un'infor-
mazione essenziale: in quale insieme di numeri si possono scegliere i valo-

da sostituire ad r.

k
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È lacile poi capire che la tabella può essere visualizzata da un

$aJico (fig. 9): basta disegnare su un piano cartesiano tutti i punti P cor
le coordinate x ed y indicate dalla tabella.

v=+

ò.s
1
1,5

2

Fig. I

In conclusione, quando la relazione fra due variabili x ed y è data da una
formula, si possono sempre ottenere una tabella ed un gralìco, putchè sia
i\dicato, accanto alla foffiula, I'insieme di numeri in cui sceglierc x-

Invece, a partire da un grafico oon sempre si può ricavarc una
formula: si capisce infatti che si può tracciaÌe su un piano cartesiano una
linea a caso (fig. 10), senza avere nessuna formula che permetta di calco-
lare ) a partire da r. Tuttavia, la linea di fig. 10 presenta un'importante
caratteristica: se si sceglie un valore di r nell'iotervallo [-2, 2]1, si può
determinare, a partire dalla cùrva, un solo valore di y; si capisce dunque
che alla curva si potlebbe associare una tabella, come quella indicata in
fig. 11.

-2-t
0
0,5
0,75
1,5

-0,5
0

-l
0
1

1

c

FE. 10 Fig. 11

I Il simbolo [-2, 2] indica l'insiéné di tù1li i trumed reali r, che soddisfarc lc dhu$a-
8ÌianÈ -2<ts2, Où$ro insiemc pr.nd. anch. il nomc di inr.ryallo,
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Un'ultima osservazione: i dati che compaiono affiancati in una

tabella non sono necessariamente legati da una formula e, inoltre, non
sempre è inleressanre visualizTare una rabella con un grafico ca esiano.
Basta un esempio per convincersi: la tabella in cui comiaiono le tempera-
ture massime delle principali cifta del mondo in un darò giorno, porrebbe
al più essere visualizzata con un grafico come quello di fig. 12. 

-

cina temperalura
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Fig. '12

Sembm dunque che formule, grafici e tabelle siano tre strumenti
di indagine della realtà molto spesso indipendenti; eppure un'analisi più
attenta porta a cogliere una proprietà comune di questi tre strumenti:
permettono tutti e tre di stabilire una relazione fra gli elementi di due
insiemi prefissati.

In effetti la tabella di fig. 12 stabilisce una particoìare relazione
fra l'insieme / delle città del mondo e l'insieme B dei numeri interi: apa ire da ogni elemento dell'insieme A (una città), si può sempre deter-
minare un solo elemento dell'insieme B (un numero intèro); baita sapere
la temperatura massima della città in un dato giomo.

E così la curva di fig. 10 stabilisce una relazione fra l'insieme,4
di numeri reali contenuti nell'inte allo l-2, 2l e l'insieme B dei numeri
reali: a pa ire da un valore "letto" sull'asse delle r, si trova il corrispon-
dente numero sull'asse deÌle ).
E, infine, anche una formula come

porta a stabilire ùna corispondenza fta due insiemi di numeri: se si preci-
sa che si intende scegliere, nell'insieme,4 dei numeti reali positivi, si
ottiene anche I nell'insieme dei reali positivi.

In tutti i casi esaminati si stabiliscono dunque, tra due insiemi,
delle rclazioni che hanno le seguenti caratte stiche:
- si distingue I'insieme,4 "di partenza" dall'insieme B "di arrivo",
- ad ogni elemento di .4 corrisponde un solo elemento di B.

Una relazione con queste caratteristiche prende il nome di fun.
zione; l'insieme A prende il nome di dominio della funzione, l'insieme B
prende il nome di codominio.

Una funzione è una legge che fa corrispondere ad ogni elemento di
un insieme A un solo elemento di un insieme r; è data quindi una fùnzione,
quando sono date tre informazioni:
1) un insieme A, chiamato dominio;
2) un insieme B, chiamato codominio;
3) una legge che fa corrispondere ad ogni elemento di A un solo elemento

di B.

1v=7
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Due osservazioni importanti:
I) La legge per determinare un clemento di B. a partire da un elemento di

.4. può eisere espressa in molti modi, in particolare con una tabella, un
grafico cartesiano o una formula. Tuttavia una tabella, ùn grafico o una
formula non semprc descrivono una funzione.

Ecco qualche esempio su cui riflettere:
l) La tabella difig. 13 indica. accanto ad ogni città. la temperatìrra massi-

ma e la temperatura minima nello stesso giorno. La tabella stabilisce
ancora una relazione fra I insieme A delle città del mondo e I'insieme
B degli interi, ma, ora. la relazione non è più una funzione, perché la
tabella non fa corispondere ad ogni città un solo numero intero.

2) In fig. t4 è disegnata la circonfercnza di centro o(0.0) e raggio r=2; è
chiaro che la circonferenza stabilisce una relazione fra l'insieme,4 dei
numeri reali contenuti nell'intervallo l-2.2) e l'insieme B dei reali.
ma. ora, la relazione non è una funzione, perché ad un elemento di,4,
scelto sull'asse dellc Ì. non corrisponde un solo elemento di B. letto
sull'asse dclle y.

3) La circonferenza di fig. t4 è descritta dalla seguente formula (o equa'
zione cartesiana):

'rr+)l=4'
Qucsta formula stabilisce una rclazione fia l'insieme.4 dci reali contenuti
nell'intervallo [-2. 2] e l'insicme B dei reali. ma Ia relazione non è una
funzione. datoìhc. aà ogni valore di r scelto nell'intervallo [-2.2] corri
spondono due valori di y. dati da

Y=lT-x'z e v=-\T-?.

ci a

Belgrado
Berlino

Fig. 13 Fis. 14

II) Nella definizione di funzione è chiaramente precisato che ogni elemen-
to del dominio A deve avere un solo corrispondente ncl codominio B.
Invece non è detto che ogni elemento del codomlnio I provenga da un
elemento del dominio A.

Percio Dossiamo trovare nel codominlo 8:
- elcmenli cLe non provengono da alcun elcmento del dominio A:
- elementi che Provèngono da due o piìr elementi di ,4.

I
10

1

2

12
14
6
7



Qutlche c.empio chirrn\ce rneglio lideJ.I) Nella lunTione che iis,o. ia a.J ogni crìrr ld.ua reml(rJtura mr.sima rnun dalo giorno (rig. l5). ad ogni elemenlo di 4 (una citla) Do5\ianroa\\oclare un clemento di B (un inlero): ba.ll conoscerc h tetnDetalxlllma\rmr della ci i in quel giorno. Tu a\,ia lc Iempcrcture mJ..tme
oette \ alre cttti non c\auIt\cono cer to l in\icme Jcgli itìlcri; inollre uno

- \re\\o numeto intero puo indlc,lre lr l(mperaturr di due o piu cilla.2) \ella tunzione dercrila dJl prallco cafle"l;no.lr tig. Io. il dorninro A elinrenrlln [ ì. ll e rl codominio B c Iin.iemè dei rcili: Jd ogni
eleme.nto dr A (un numero lcllo 5ull'a..e delle .rt po..ramo a.suciire
un .olo elemenro di B (il curri.nondente numero icllo sull J5!( dclle
)). TurLrvir i rrrlori r corr olenuli non e\auriscono linsicme dei rcali.
dato che sono turti ;onlcnuti nell'inrervallo I- f: :l; ,; ,.i"r.-irofti"
dei valori di ] (per esempio 0) che plovengòno da-più valori di x.

Può essere talvolta utile indicare il sottoinsieme del codominio lbrmato
dagli clemenl che prorcnguno dr uno o più elementi Jel dominio; qucslo
sottolrl5ieme ptendc il nome di immagine lo immagine delll lunzionel.
Co\ì. nell ullimo e.empio esirmindro. il codominio Bì lin5iemc dei reàli.
ma l'rmmagrnc delìr runzione e I tnter\allo L- l: ll.
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Fig. 15

3. Le lunzioni reali di variabile reale

Fg. 16

Anche se il concetto di funzione è uno dei piii ricchi di applicazioni,
questo volume sì occupa sopraltutto di particolari funzioni, chè possono
essere descritte sinteticamente nel modo seguente:
- il dominio,4 ò un insieme di numeri reali:
- il codominio B è un insiene di numeri reali:

una lormula e.nrime I.r lepgc rJre la currj.pondcre aJ ugni numero.t.
scello tn A. un \olo num(to.1,. che apJranrene a B.

FunTioni di que\lo lif\o prendono inche rl nome di funtioni reali di raria-
bile reale.

Quando si studiano queste fuDzioni. molto spesso non se ne indi-
ca esplicitamenle il domiDio e codominio; in questo caso sono sottìntese Ie
seguenti iodicazioni:
- il dominio A è l'insieme di tutti i numeri reali per cui è possibil€ eseguire

le operazioni indicate nella formula;
- il codominio , è l'insieme d€i numeri r€ali.
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Vediamo meglio questa idea riflettendo su qualche es€mpio di funzione data
solo per mezzo di una formula.

l)

I L irsieme d.i reali si indica @nvcnzionalnenle con il §imbolo *. ùentte l iosien€ dei
reali. esclu,o n. ! indi,a con X . ch. \! lcgg. -rne con zcro-.: ll \imholo \i lesse. -) ugucle ad effe di r-'

I

Questa formula fa corrispondere ad ogni numero reale r, il suo reciproco
), risultato della divisione l:r.

Ora, è chiaro che non esiste il reciproco di 0, dato che non si può
eseguire la divisione 1:0. Perciò Ia formula (1) descrive la funzione che
ha:
- come dominio l'insieme R0 dei realir, escluso 0;
- come codominio l'insieme R dei reali.

D y=rt
La formula fa ora corrispondere ad ogni numero reale .r la sua

radice quadrata ed è noto che la radice quadrata di un numero reale x dà
un risultato reale solo se .t è positivo o nullo.

Perciò la formula (2) descrive la funzione che ha:
- come domiflio l'insieme A.+ dei reali positivi;
- come codominio l insiemc R dei reali.

3\ y=x'
Questà formula fa corrispondere ad ogni numero reale l il suo

quadrato y, risultato della moltiplicazione x.x, ed è noto che questa molti-
plicarione dà sempre un risulrato rcale.

Perciò la formula (3) descrive la funzione che ha:
- come dominio l'insieme R. dei numeri reali:
- come codominio I'insieme R dei reali.

È chiaro che, mediante la formula (3), si può descrivere anche
una funzione che abbia come dominio A un sortoinsieme di B.; per esem-
pio, si può considerare la funzione. che ha:
- come dominio l'insieme R'.
- come codominio l insieme R der reah;
mentre la legge per ottenere r! a partire da, è ancora data dalla formula

In definitiva, quando una funzione è data solo mediante una
formula, si indica come dominio il più vasto insieme di numeri reali per
cui la formula ha significato. In questi casi il dominio prende anche il
nome di campo ah esislenza della futrzlone.

Concludiamo segnalando un simbolo che comparirà molto spesso
in qùesto volume: quando si studiano delle proprietà valide per tutte le
funzioni reali di una vaÌiabile reale, occorre spesso fissare l'attenzione su
una qualunque funzionei in tal caso ci si vale del simbolo?:

,=Ir)



Questa notazione è stata introdotta per la prima volra nel l7.]4 dal grande
malemat,co (vizzero Leonardo Eulero: i simboli .r.,./che \icomlaiono
hanno abitualmeote il seguqnlq signilicato:
.t rappresenta i singoli elementi del dominio e prende il nome di variabile

indipendente;
J rappresenta l'elemento del codominio cor spondente ad,r e prende il

nome di variabile dipendente;
;f indica una generica formùla per ottenere Ì, a partire da,r.

4. Alcune lunzioni eleménlari e il loro grafico

In questo paragrafo esamineremo alcune delle funzioni reali di variabile
reale, che più ftequentemente si incontrano nello studio della matematica
e delle scienze .sperimentali. Di ogni funzione traccetemo il grafico carte_
siano, che.ne visualizza l'andamento e, in qualche caso, segnileremo delle
caratteristiche particolarmente interessanti.

r) y=0
Sr tratra di una Iunzione semplicissima: la corri\pondere ad ogni numero
reale Ì- il nrmero o

Tl grafico carte.iano di questa lunziooe e l asse delle.r {tiq. l7t:
su que\r'asqe si trorano infani lrlti i punri con l'ordinata u che vele 0_

E chiaro che. in modo analogo. .i po\sono conslderare le [un/io-
ni rappresenrale in fig. l8 e descri e dalle seguenti formule:

23

y:3, y=-2, y={\ y=-n...
Spesso una funzione desc tta da formule come le (1) si indica con

dove /< indica un qualunque numero reale fissato.

(r)

Fig. 17 Fig. 18
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Fig. 192l y:x
La formula descrive un'altra funzione molto semplice: questa funzione fa
corispondere ad ogni numero reale r lo stesso valore .r.

ll grafico di questa funzione è costituito dunque da tutti i punti
che hanno I'ascissa.r uguale all'ordinata,: si tratta della retta A, bisettrice
del I e III quadrante rappresentata in lig. 19.

La funzione )=r fa parte di ùna più vasta categoria di funzioni:
le potenze di ,, che possiamo descrivere con la formula

3) y=.tr'
Secondo questa formula. ad ogni numero reale.x corrisponde la sua poten
za con esponente fisso. dato dal numero r. E chiaro che. se si considera
n:1, si ottiene, appunto, la funzione y=x,

Esaminiamo ora altre funzioni che si ottengono assegnando all'e-
sDonente n alcuni valori interi Dositivi:I per n=2 si oltiene la funzioni y=1'. rappresenlala in fig.20l
- per fl=3 si ottiene la funzione y=xr, rappresentata in fig. 2l:
- per ,l=4 si ortiene la funzione y=1r. rappresenlata in fig. 22:
- per r=5 si ottiene la funzione ,=ri, rappresentata in lig. X ...

-2
-1

0
,
2

-8
-1

0
1I

Fis. 20 Fig. 21
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Fig. 22

Le curve ottenute visualizzano alcune proprietà interessanti di queste fun-
zioni; fta le varie proprietà segnaliamo le seguenti:
a) il campo di esistenza di tutte le funzioni è l'insìeme R dej nume reali;
b) rulte le curve loccano las.e delle.r in O(0.0):
c) le curve gralico delle funzioni y='t- e ]-.rr hanno un andamento si-

mile:
tutti i loro punti hanno ordinata ) positiva, dato che qualunque
numero reale x, elevato ad un esponente pa , dà una potenza )
positiva;

- sono simmeffiche rispetto all'asse delle ), dato che si ottiene lo
stesso valore di ,, a partire da valori opposti di ,:

queste caratte stiche si possono trovare nel Srafìco di qualunquc fun-
zione del tipo y r' . con l'esponente n pari:

d) le cu e grafico delÌe funzioni y=xr e )=-ri hanno un andamento si-
mile:
- i loro punti hanno ordinata ) con lo stesso segno dell'ascissa ,v, dato

che qualunque numero reale x, elevato ad un esponente dispari,
mantiene lo stesso segno della base;

- sono simmetriche rispetto all'origine O, dato che si ottengono valori
opposti di ), a partire da valori opposti di x;

queste caratteristiche si possono ffovare nel grafico di qualunque fun-
zione del tipo y=l', con I esponente ,1 djspari.

Un'altra funzione suggerita dall'operazione di elevazione a potenza si
ottiene considerando Ia va abile 'r come esponente di una base fissa; si
ottengono così le funzioni esponenziali, descritte daÌla formula seguente:

Queste funzioni fanno corrispondere, ad ogni numero reale r, la potenza
a', dove la base a è un numero positivo.

Fig.23
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Nelle figg. 24 e 25 sono rappresentate, in particolare, le funzioni

y:Y e Y=Yi
in fi9. 26 è rappresentata poi la funzione

dove e è il numero di Nepero, cioè il numero i[azionale, le cui Prime cifte
Épprcsentative sono date da'

e=2,718.

Fra le funzioni esponenziali è quest'ultima ad avere un'importanza fonda-
meotale sia negli sviluppi teorici dell'analisi matematica, sia nelle più varie
applicazioni.
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Fig. 24 Fig. 25 Fig. 26

Le curve rappresentate nelte fìgg. 24_26 visualizzano alcùne pro-
plietà interessanti delle funzioni esponenziali; fta le varie proprietà segna-
liamo le seguenti:
a) il campo di esistenza di tutte le funzioni è l'in§ieme n dei nume realii
b) tutti ilorc punti hanno l'ordinata ) positiva, dato che un numero

positivo 4, eÈvato a qualunque esponente r, da semPre una potenza d
positivai

c) intte le curve passano per il punto /(0, l). dato che. per qualunque
base 4, risulta

Consideriamo infine Ia funzione, su cui si basa non solo tutta la trigono_
metria, ma anche lo studio fisico-matematico delle oscillazionir:
5) ,=sen r

I V.di arche ComplÈmdti d.l cap. 2.I vedi Compl.Fento A del cap. ?.



Questa funzione ha come campo di esistenza l'insieme R dei numeri reali;
la Iegge per ottenere y a pa ire da un numero r è basata sulla circonferen-
za goniometrica (fig. 27):

Ì è lunghezza dell'arco .4P, percorso dal punto P
sen r è I'ordinata del punto P.

ln fig. 28 è rappresentato il grafico della funzione )=sen r.
La curva ottenuta prende il nome disinusoide e presenta una caratte stica
del tutto particolare: è formata da tanti archi tutti uguali all'arco che si
ottiene disegnando la curva nell'intervallo [0, 2n].

Questa prop età si descrive brevemente dicendo che la funzione
J=sen I è periodica, con periodo 2r.

Fig. 27 Fig. 2A

Le funzioni che abbiamo finora considerato hanno un'importan-
za fondamentale nello sviluppo dell'analisi; vedremo infatti nei prossimi
due paragrafi come si possano costruire la maggior parte delle funzioni
note, a partire da queste poche funzioni elemefltari: basta valersi delle
trasformazioni del piano (paragrafo 5) e dell'algebra deÌle funzioni (para-
grafo 6).

5. Traslormazioni del piano che moditicano il grafico di una funzione
In questo paragrafo parliamo brevemente' di aicune trasformazioni del
prano:
A) dilatazioni nella direzione degÌi assi cartesianil
B) simmetrie rispelto agli assi cartesiani:
C) traslazioni nella direzione degli assi cartesiani.

Vedremo soprattutto come agiscono queste trasformazioni sulla forma o
sulla posizione di una curva disegnata sul piano. modificando la relativa
equazione cartesiaoa. In questo modo si fiesce a tracciale lapidamente il
grafico di tutte le funzioni che si ottengono trasformando le lunzioni ele_
menta descritte nel paragrafo precedente.

I Per masciori i.lorÒazionisulle lrasformazioni del piano, vcdì E Castelnuovo. C. Gori
Giorgi. D. valenti, ,{ar.d.ri.o n./la rdld. !ol. III, pass. 50-69.
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A) I)ilalazioni ntlla direziure degli assi carlesiani
Per \.isualizar.r qucrtc trirslornrzi()ìù. \i pu(ì inrnìlsirìara il piano cirrc
siano cliscgnalo su uDa lcla rl:l\liciì. chc po\sa c\\cr! dì[rlilllì ncllir dìrczio-
nc dcSli rssi coordinrti: le lo«)gralìc rlcll. ligs. 29 c l0 rnostrano la lorma
di una curva discgnrlr \Lrl pilno prinra r clolo la traslblnrazione.

r
Pcl descri\cre poi l.llcllo dr quc\lc 1raslì,mìrzi()nì \ull cquxzio

nc di Lrna cuIva. bi\o!niì conlrorlirrc la situlrzi() c finiìlc coD quclla iniziir
lc. che inrnriìsiniaùro di Ii\slìrc su unl Ir\rrir clì \ctro. inrlicirndo ìì ritìri
mcnl() con ()'.!'r': iniTiirlnìantc un qurlunqLrc punl() ,1'h:ì lc sl.\rc c(xlr(lì
nrrtc nci duc rilcrinrcrrli (liS. .ll): mrì. d()po r!er clicllurìto lc (ljlatnzi()nì
nella dircriona rlegli ersi. lo sLcsr,r punto P lvri. pcr csentpio. l scissa.\'
raddoppiata t l-orclinata r' lriplìcilla (fig. 3l). Ri\rrlia duDquc:

.r': l'l

Ftg 29 Fg. 30

Fg 3l Frg 32



Ora, è chiaro che si può dilatare la tela con maggior forza, fino a triplica-
re, quadruplicare, ... le coordinate. In generale, in seguito ad una dilata-
zione lungo gli assi, si ottengono Ie ascisse moltiplicate per un numero À e
le ordinate moltiplicate per un numero t; si ha dunque:

)t'=hx (l)

I coefficienti i e k possono anche assumere valori piir piccoli di 1: basta
immaginare di disegnare il dferimento O,rl, sulla tela già dilatata e, poi,
lasciar contrarre il piano lungo i due a(si.

Vediamo ora come agiscono queste trasformazioni su alcune fun-
zioni; alt casi di funzioni trasformate saranno esaminate negli esercizi.

1l y=x
In fig. 33 è mppresentato il grafico della funzione

(2)

29

è la bisett ce del I e III quadrante.
Si effettua una dilatazione solo nella direzione dell'asse delle y,

ottenendo ancora una retta (fig- 34), che però ha una pendenza diversa da
quella iniziale. Per determinare l'equazione di questa retta, si tiene pre-
sente che la trasformazione considerata lascia le ascisse inalterate ed è
descritta da equazioni come quelle seguentil

(3)

Basta allora cavare ) e x dalle (3) e sostituirle nella (2) per ottenere
!':mx''

Fig. 33 Fig.34
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2\ y=f
Cominciamo ad esaminare il caso panicolare della funzione y=.1.
Operiamo dunque ulla dilatazione lungo l'asse delle y, descritta
equ:rzrcnl

dopo aver disegnato (fig. 35) la curva d'equazione

Si ottiene una delle curve di fig. 36, che han[o equazione
!'=ax'1'
Sono tùtte parabole con le seguenti caratteristiche:

- il vertice coincide con il punto O(0, 0);
:- l'asse di simmet a coincide con l'asse delle y;
- la concavita è rivoltÀ verso I'alto;
- la curva è "piìr stretta" di quella iniziale se è dato a>1;
- Ia curva è "piìr larga" di quela iDiziale, se è dato 0<4<1.

Fig. 35 FE. 36

È facile ora estendere i sultati precedenti al caso delle funzioni del tipo

quando si effettua una dilatazione lungo I'asse delle y, si modifica sia la
forma che l'equazione della curva; comunque l'equazione è sempre del
tipo

!':ox'" '
Le figg. 37 e 38 illustrano questa situazione nel caso delle cllrve d'equa-
aone

y=i e y=i.

dalle



Fig. 37 Fis. 38

(4)

E così, la simmetda rispetto all'asse delle y (fig. 40) è descritta dalle
equaaom

)c': x (5)

dato che le ascisse di tutti i punti cambiano segno, mentre restano inalte-
rute Ie ordinate,

_ 59 poi si operano successivamente le due simmetrie rispetto agÌi
assi cartesiani, si ha la trasfotmazione desqitta dalle equazioni

x':-x (6)

Questa trasformazione (fig. 41) è la simmetria rispetto all'origine O, dato
che porta urr qualunque punto P nel punto P', simmetrico di P spetto
àd o.

B) Simmetrie fispetto agli assi cartesiani
Si può ortenere una simmerria rispeflo all asse delle x, ribalrando il piano
carlesiano attomo all asse delle r { fig. 39): in quesro modo, ogni pu;ro p
del piano mantiene la sressa ascissa, Éa ha l'ordinata disesno àooo.to. La
simmetria rispetto all'asse delle x è dunque descritta dalÉ eqùàzioni se-
gùenti:

31



FD. 39 Flg. ,lO

Ci si rcnde facilmente conto che le equazioni di queste simmetde
"rientrano" [elle equazioni

auando icoefficienti ,,r e,t valgono L o -1. [n questi casi si viene però a
perdere il significato -elastico-- del piano su cui si opera' dalo che la
iimmetria no-n altera la forma di una curva. ma solo la sua posizione nel
piano cartesiano.' vediamo ora come agisco[o queste simmetrie su alcune funzioni;
altre funzioni saranno esaminate negli esercizi

1) y=.t
La rctta d'equazione y:r (fig, a» viene trasformata nella retta d'equa-
zl,ne

sia dalla simmetria spetto all'asse delle -r che da quella rispetto all'asse
delle y (fig. 43).

FIg. 41

Fig. 42 Fig. 43



2\ y:{
Esaminiamo prima il caso particolare della funzione y=x2.

,". Opeliamo dùnque le simmetrie fispetto agli àssi, dopo aver dise_gnato (fig. 44) la parabota d,equazione

La simmerria rispetto all'asse delle,r modifica la posizione della Darabola
nel piano (lig. 45): il vertice è sempre l'origine O, ma la curva rivolpe la
concavità verso il basso. Per onenère la còrrispondente equazione 6'asta
valemi delle equazioni (4); si ha:

Y':-a'2
La simmerria rispe[o all'asse delle y lascia inalterala la Darabola tlip. 4t)1:
questo corisponde al lalto che le équazioni 15) rrasforinano la fu;;io;;

in
y'=(-x')'?

e. dato che risulta
( x')2=,'2,

l'espressione della funzione resta inalterata_
In tal caso si dice che:
- la curva è simmetrica rispetto all'asse delle ll- la funzione è pari.

Fig.44 Fig. 45

Operiamo infine le simmetrie spetto agli assi dopo aver dise-
gnato (fig. 47) la cu a d'equazione

La simmetria spetto all'asse delle, trasforma la funzione in
v':- x'],

F,g. 46
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mentre quella dspetto all'asse delle y Ia trasforma in

r'=Cr')1.
Si osserva subito che si a(iva in tutti e due i casi alla stessa curva (fig.48)
e qùe§to corrisponde al fatto che dsulta

(-x')3=-''t'
È chiaro allora che la simmetria rispetto all'origine O lascia inalterata Ia
cutva.
In tal caso si dice che:
- la curva è simmetrica rispetto all'origine O;
- la funzione è dispari.

Ftg. 47 F'9. 4a

I sultati ora otte[uti si estendono facilmente alle altre funzioni
elementa : si trova, pff esempio, che la funzione y=sen, è ùn'altra
funzione dispari (fig. 49).

Fb. 49

C) Tmslaziotri lungo gll assl cartesiani
Vediamo un altro tipo di tÌasformazione che modifica solo la posizione di
una curva Del piano cartesiano: immaginiamo che il riferimento Ory sia
disegnato su una lastra trasparenle che facciamo scivolare lungo una dire_
zione prefissata; il riferimento O'.r'y' disegnato su un cartone permettera
di confrontare la situazione iniziale con quella finale (fig. 50).



1. La lunzioni

In fig. 5l abbiamo fatto scivolare
Ia lastra p ma nella direzione dell'asse
delle.r di 2 unità verso destra e poi nella
direzione dell asse delle y di 3 unirà verso
Ì'alto: un punto A, che aveva inizialmente
le stesse coordinale nei due rilerimenti, si
porta nel punto /', punto che ha le coor-
dinate (r', y'), date da

t'=x+2
yt =y+3;

in particolare, in questo caso O assume le
coordinate (2, 3).
In generale. una traslazione del piano è
descritta dalle equazioni

).':x+p (7)
r'=!+q;

i numeri p e 4 possono essere anche nega-
tivi, quando le traslazioni awengono "ver-
so sinistra" o "ve$o il basso". cioè in ver-
so opposto a quello fissato sugli assi.

Vediamo ora come le traslazioni
modificano l'equazione di una curva, aÌte-
randone la posizione rispetto agli assi car-
tesiani.

l) l:mx
h fig. 52 è rappresentata una funzione del
tipo

(8)

Si è qÌrindi effettuata una traslazione nella
direzione dell'asse delle l, descritta dalle
equazlonl

x'=x (9)
y'=y+q.

La traslazione non ha cambiato Ia penden-
za della retta, ma solo la sua posizione

spetto al rifedmento (fig. 53). Per scrive-
re la corispondente equazione, basta rica-
vare y dalle (9) e sostituirla nella (8); si ha:

Y'=rfir'+q'
dove q indica I'ordinata del pulto di inter-
sezione della retia con l'asse delle ordi-
nate.

Fig. 50

Fig. 51
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Fig. 52

4 rote
Cominciamo ad esaminare il caso della funzione

rappresentata in fig. 54.
Operando una traslazione lungo gli assi, si ottiene

uguale, ma disposta diversamente nel riferimento (fig. 55):
- I'asse di simmetria ha equazione .r:p;
- il venice è Y(p, 4).

Fig. 53

(10)

una parabola

Fig 55Fig. 54

Per ottenere la corrispondente equazione, basta ricavare.x e / dalle (7) e
sostituirle nella (10)i si ha:

y'-q=a(x'-p)2' ossla y'=a(x'- P)2+ q.
È facile ora eslendere i risultati precedenti al caso delle funzioni del tipo

quando si effettuano delle traslazioni lungo gli assi, si modifica Ia posizio-
ne della curva rispetto al rife mento, perciò I'equazione della cu a cam-
bia, assumendo comunque una forma del tipo

!'=a(x'-p)'+q.
56-58 mostrano due esempi di tale situazione, relativi alla fun-L3 figg.

aone



Fig. 56 Fig. 57

I risultati relativi alle traslazioni hanno un'interessante applicazioDe int gonometria: mediante una traslazione lungo l'asse delle, si può intro-
durre Ia funzione y=cos r, a partire dalla funzione,:sen r (fig. 59).

Fig. 59

Concludiamo con due importanti ossenazioni:
Per descrivere rapidamente l'effetto delle trasformazioni abbiamo indi-
cato il "rife mento fisso" con O'r'),', ottenendo equazioni di culve
sc tte con le lettere Ì' e )'; ma, quando non c'è pericolo di confusione,
si possono indicare le coordinate con, ed y, rende.do più agevole la
scrittura delle formuìe.
Si possono applicare contemporaneamente (o successivamente) più tra-
sformazioni, arrivando anche a descrivere funzioni dall'espressione
analitica piutto§to complicata; viceversa, si può ffacciare facilmente il
grafico di una funzione, conducendola ad una funzione elementare
che ha subito più trasformazioni.

Ecco un esempio di quest'ultimo procedimento, che fomisce uno
strumento prezioso per visualizzare rapidamente molte funzioni. La

y=l+3x2+3/'+l
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Fig. 58

1)

2)



38
si può scrivere. basandosi sui prodotti notevoli, nella forma

y= (r+ 1)3.

Così il grafico si traccia immediatamente, a partire dalla funzione
y=x3; si ottiene la curva già disegnata in fig. 57.

6. L'algebra delle funzioni
In questo paragrafo vediamo come si possono ottenere molte nuove fun-
zioni, a partire dalle funzioni elementari esaminate nei paragrafi 4 e 5,
mediante le segucnti operazioni:
A) addizione, sottrazione, moltiplicazione e divisione;
B) passaggio alla funzione lnversa;
C) composizione di funzioni.

A) Somma, diffeÌenza, prodotto e qùoziente di funzioni
L'idea di estendere alle funzioni le operazioni con le quali si compongono
dei numeri può sembrare molto astratta; eppure sono le scienze spe men_
tali a suggerire spesso la composizione di più funzioni.

In particolare, I'idea di considerare la somma di due funzionipuò
essete suggetita da un fenomeno molto comune: ascoltare due suoni
emessi contemporaneamente.
Ecco un esempio molto semplice: i due suoni sono descritti dalle ìeggi

/l=sen:t e
in cui la variabile.r indica il tempo e Ia va abile ) lo spostamento di una
particella d'aria investita dal suono. Il suono complessivo che ariva all'o-
recchio dell'ascohatore è dato dalla sovrapposizione dei due suoni ed è
dunque descritto dalla funzione

(1)
È facile costruire il grafico di questa nuova funzione a partire dal grafico
delle prime due: in fig. 60 sono disegnate Jr=sen 'r (in grigio) e yr=cos r
(in nero); quindi, in corrispondenza a numerosi valori din, si è individua-
to graficamente il punto che ha come ordinata / la somma algebrica delle
ordinate yr e y?. Raccordando i punti ottenuti (in colore), si riesce a
tracciare il grafico della funzione (l). che è stato riportato in fig.6l; la
nuova curva è ancora periodica con periodo 2;, perciò si può continuare il
grafico, dpetendo tanti archi uguali a quello tracciato nell'inteftallo
l0,2nl.

Fig.60 Fig. 61



Il procedimento seguito prende il nome di addizione grafica e
può essere petuto a partire da qualunque coppia di funzioni definite in
uno stesso dominio.

È facile poi estendere il procedimento per visualizzare la diffe-
renza di due funzioni: basta addizionare la p ma con l'opposto della
seconda.

Viceversa, si traccia facilmente il grafico di una funzione, quandosi esce a considerare la funzione data come somma di due funzioni note.
Ecco un esempio di quest'ultimo procedimento, che fornisce uno strumen-
to prezioso per visualizzare rapidamente molte funzioni. Si è tracciato (in
colore in fig. 62) il grafico della funzione

!=x3-3x
medianre laddirione grafica delle funTioni

)r=ir3 (in nero) e !z=-3x (in grigio);
per maggior chtarezza, 1a cuNa ottenuta è stata poi disegnata in fig. 63.

Fig.62

È chiaro che, così come si possono addizionare più di due nume-
, si potmnno addizionare più di due funzioni. In particolare addizionan-

do successivamente funzioni del tipo

si ottengono tutti i polinomi, ossia Ie funzioni razionali intere; queste fun-
zioni si possono scrivere lella forma:

!=an+arx+ dzl+...+anf
dove

n indica un numero intero positivo,
ao, a1) .-., ah indicano nùmeri reali.

Dopo aver esaminato qualche funzione ottenuta addizionando delle fun-
zioni note, è pir) facite rendersi conto del significato del prodotto di due fun-
ztonl-
Per esempio, la funzione

y=e' sen x
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è il plodotto delle seguenti funzioni elementari:

,t=er e )2=sen i;
questo vuol dire che, per ogni valore reale di.r, si ha:

Y=Yt Y2
E così si può estendere Ia moltiplicazione a più di due funzioni; si può
inoltre moltiplicare una funzione piùr volte per se stessa, ottenendoDe il
quadrato, il cubo, ..., le successive potenze ad esponente intero positivo.
In particolare, si potrebbero generare tutte le funzioni del tipo

Moltiplicando più volte per se stessa la funzione

Dal prodotto di due funzioni è poi facile passare al quoziente: basta inter-
pretare la divisione come moltiplicazione del primo termine per il recipro-
co del secondo; si scrive per esempio:

I sen.ry=sen l' 
-. 

ossla- cos,r - co§x
In questo modo si è condotti ad esaminare, assieme ad ogni funzione
nota, il suo reciproco. Un caso semplice ma espressivo è fornito dalle
funzioni

che si ottengono calcolando il leciproco delle funzioni

Si capisce dunqùe come si riesca ad "inventare" un gran numero di funzio-
ni componendo le funzioni elementari corl le operazioni algebriche. Tutta-
via non c'è un metodo efficace come l'addizione grafica per visualizzare
rapidamente il prodotto o il quoziente di due funzioni; saranno gli argo-
menti sviluppati nei capitoli successivi, in particolare ilimiti e le derivate,
che pemetteranno di tracciare il grafico accurato di una funzione anche in
questi casi. Per ora ci limitiamo a dare un'idea dell'andamento di alcune
funzioni di cui è facile tracciare un sommario grafico per punti. Comincia-
mo col considerare qualche caso particolare delle funzioni

I

Le figg. g e 65 mostrano il grafico
Ie y= x,

delle seguenti funzioni:

),=x1 e y=L.
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Fig. 65

Le funzioni ora esaminate fomiscono i più semplici esempi di un vasto
insieme di funzioni e cioè l'insieme delle funzioni razionali fratte o quo-
zienti di polinomi, che possono essere desc tte con formule del tipo:

ai+at.x+d2 *+...+a,.t- bo+br x+b|l+...+b- {
dove

,n ed n indicano numeri interi positivi,
an, ..., a,, bn,..., A- indicano dei numeri reali.

Nelle figg. 66 e 67 sono poi rappresentate le funzioni
.y=sen r, /=cos x

e, nella fig. 68, il loro quoziente

l= 
"o.a 

, , ossla y=tg r.

-2
-l
1
2
0
1
2
I
2

Fig.67

Nel gralico della iunzione y-tg r (fig. 68). ci norano ranti archi uguah at__t
quello disegnato nell intervallo I i. ;1, O*,, dunque esaminare solo

quest'ultimo arco per avere un'idea dell'intero grafico.

Fìq. 66 Fiq. 68
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B) L'inversa di una funzione
Cominciamo con l'esaminare schematicamente uno dei tanti problemi
concreti che conduce a ricercare I'invena di una data funzione: il proble-
ma di determinare I'età di un fossile basandosi sul decadimento radioatti-
vo di una particolare sostanza (ìl Carbonio 14).

Si tratta di questo: ogni organismo contiene una quantità di Cr.r
che mane costante fino a che l'organismo vive; non appena l'organismo
muore, inizia il decadimento del Cir con un tempo di dimezzamento di
6000 anni (cioè il Crr dimezza ogni 6000 anni).

In prima approssimazione, la legge che regola questo fenomeno
si può scrivere così:

dove
M indica la massa di Clr., indica il tempo, misurato dal numero di tempi di dimczza-

mento trascorsi.
Questa legge può essere considerata da due punti di vìsta:
- previsione: è dato il tempo I e si vuole prevedere la massa M dopo che è

trascorso il tempo l;
- datazione: si trova un fossile che contiene una data massa M e si vuolc

risalire al tempo r trascorso.
Si distinguono i due casi indicando con x Ia variabile che si conosce e con
) Ia variabile che si vuole ricavare. ln questo modo Ia legge (l) si scrive:

'=(il

,:(r'
.=(r'

71

. se è dato l=-r e si vuole calcolare M=y

se è data M=Ì e si vuole risalire a l=v

La seconda espressione si scrive introducendo il termine logaritmo e cioè:
/ r\,

)=logl x. invece di 'r=(;,)
Dal puflto di vista grafico si ottengono le cuwe delle figg. 69 e 70; le due
curve sono simmetriche rispetto alla retta d'equazione )=r (fig. 71).

,- (*)'
1

0

1

linea seguita pcr trattare il pro-

funzione esponenziale, cioè

Rivediamo schematicamente la
blema:
- si è sclitta la formula che definisce la

2
1

1
2

Fis.

/l\'i= \2J ;



- nella formula si è scambiato iv con )! ottenendo I'equazione

- si è ricavato y da quest'equazione, ottenendo la formula
Y=log! x

che definisce la funzione logaritmica.
Le figg. 69 e 70 mettono in rilievo alcune caratteristiche della

funzione esponenziale (fig. 69) e della funzione logaritmica (lig. 70):
- la funzione esponenziale ha come campo di esistenza l'insieme R dei

reali, e come immagine Ì'insieme R* dei reali positivi;
- la funzione logaritmica ha come campo di esistenza I'insieme R.+, e

come immagine I'insieme R.;
- per passare dalla funzione esponenziale alla funzione loga tmica si

scambia, con y, ossia si inverte la legge di corrispondenza; per questo si
dice che la funzione esponenziale e la funzione logaritmica sono l'una
l'inversa dell'altra.

È chiaro che la stessa linea può esserc seguita per cercare la
funzione inversa di una qualunque funzione /=f(t); si procede co§ì:
- si scrive la formula ]=i(.r), che definisce la funzione;
- si scambia .t coII ], ottenendo I'equazion€ ,=/(]);
- si ricava J dall'equazione, ottenendo una nuova formula;
- se la formula ottenuta definisce una fuDzione J=g(r), quest'ultima fun-

zione è I'inversa di quella datar.
In base al procedimento seguito si ha che:

- il grafrco di una funzione e d€lla sua inversa sono due curve simmetriche
rispetto alla retta d'equazione J=.r;

- l'immagine di una funzione è il campo di esistenza della sua inv€rsa'
Completiamo I'argomento esaminando rapidamente le inverse di

alcune funzioni elementa , presentate nel paraglafo 4.
Calcolando f inversa della funzione

rappresentata in fig. 72, si ottiene la funzione l:1o&Ì (fig. 73), molto
spesso indicata con il simbolo'?:
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,=(r,'

-1
0
1

e-|=7=O.37

e1=e=2,72

Fig.73

r La lùnzìono ilveM di l=/(r) si indica talvotla con /=f-r(r).2ll \imbolo I in, e ù; abbrevidrone d, losa(mo na,u,a'e: ,l remine _naturale'

forc ìrsalo al la o che i pmr loearrm inrrodo r' .ra1o molro vicrnr dr logadhi in base '
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Determi[are la funzione inversa della funzione

rappreseotata in fi8. 74. presenta qualche difficoltà panicolare: la formula
.x=Jl non descrive una funzione. dato che ad un valore dix non corrispon-
de un solo valore di y (Iig. 75).

Queste diffrcoltà vengono supetate, limitandosi a considerare la
futlEjore y=az nell'insieme dei reali positivi. Quest'ultima funzione, rap-
presentata in fig, 76. è invenibile. perché ogni y proviene da una sola r: la
funzione inversa è definita dalla formula:
' y=\/;

ed è rappresentata in fig. 77.

Flg. 74 Fig. 75

Flg. 76 Fig. 77



È facile trovare la funzione inversa della funziorìe

rappresentata in fig. 78: è la funzione Éppresentata in Iig.79 e definita
dall'equazione r=y3, cioè dalla formula

3-

Fig.78 Fig.79

Qualche difficoltà si trova di nuovo per inve ire la funzione

):sen l'
rappresentata in fig. 80, dato che un valore di y può provenire da infiniti
valori di r. Anche in questo caso, per superare le difficoltà, si considera Ia

funzione in un dominio più ristrerro e cioè nell intervallo l-.. '1.I 2' 2)
La funzione così definita ha ancora come immagine l'intervallo

[-1, 11, ma è invertibile (fig. 81); la funzione inversa è abitìralmente
definita mediante la formula

y=arcsen.t
ed è rappresentata in fig. 82.
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C) Fu[zioni composte
Cominciamo col riflettere su uno dei tanti problemi che conducono ad
effettuare la composizione di funzioni. Da una falla in un pozzo petrolife-
ro sottomarino esce del petrolio che si spande sulla superficie dell'acqua
formando una macchia circolare con il raggio che aumenta al passare del
tempo. ln base a ripetute rilevazioni, si è constatato che il raggio r della
macchia varia al variare del tempo , secondo la legge

r=L+0,2t,
dove r è il raggio misurato ifl chilometri e r il tempo misurato in ore.
Come varia la superficie della macchia al variare del tempo?
La superficie S della macchia circolare varia al variare del raggio / secon-
do la legge

ma / va a, a sua volta, al va are del tempo t secondo Ia legge
r=1+0,2t.

Perciò per sapere come varia,S al variare di t dobbiamo comporre le due
funzioni (1) e (2), cavando r dalla (2) e sostituendolo nella (1); si ottiene
la legge:

S=--.(l+0,2r)r (3)
La funzione (3), ottenuta componendo le funzioni (1) e (2) prende il
nome di funzione composta.

II procedimento ora esposto ha carattere generale e può essere
seguito per comporre due funzioni note; ecco qualche altro esempio:
- componendo le funzioni y=e', z=sen .x, si ottiene

t=é* 
"- componendo le funzioni /=sen z, z:-r-p, si ottiene

y=sen (r-p),
- componendo Ie funzioni )-2-p. z =sen ,x. si ottiene

y:sen x-p.
In generale, componendo le funzionir=/(z) e z=g(x), si ottiene la fuDziù
[e composta

J=/Is(,)l; (4)
talvolta si distingue la "funzione interna" da quella "ester[a", oss€rvando
la posizione che le funzioni occupano nella formula (4). Una funzione
composta come Ia (4) porta dunque a determinare y in piùL passi:
I) si sceglie i nel campo di esistenza della funzione z=g(,r);
Il) si calcola g(l), ottenendo un valore z=8(r), che fa parte dell'ìmmagi-

ne della funzione gi
UI) se z cade nel campo di esisteùa della funzione /, si calcola y=/(z).
Viceversa, l'idea di funzione composta è spesso utile per individuare, in
una formula complicata, le formule più semplici che l'hanno generata.
Ecco un esempio: la formula

v=+
conduce a determinare y nel modo seguente:
l) si sceglie n positivo (per poter calcolare \i'r;
II) si calcola z=V.r;

1III) si calcola /-:. purche risulti z+0.

(1)

(2)



Dunque la funzione assegnata è ottenùta dalla composizione delle fun-
zronr

.,_ 1'z . ,=t/i.
ne:
con
\/;
tE
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Url'ultima osservazio
nendo una fùnzione

- Componendo y=
- Componendo y=

si ottiene un sultato molto particoìare compo-
la sua inversa; ecco qualche esempio.

e z=x2. si ottiene )=!F=;
e z=x!, si ottiene y=1)!=r,

- Componendo y=lnz e z=e', si ottiene y=ln (d)=r.
Si trova dunque un risultato che era facile prevedere:
componendo una funzione e la sua inverca, si ottiene sempre Jr'=.r.

7. Alcune proprietà che caratterizzano le funzioni
Le considerazioni svolte negli ultimi tre paragrafi permettono di

costruire un insieme abbastanza vasto di funzioni, che presentano varie
prcprietà interessanti non solo dal punto di vista teorico ma anche da
quello applicativo.

Lo scopo principale dell'analisi matematica è proprio lo studio di
alcune di queste prop età, che sono presentatc rapidamente in qucsto
paragrafo e veranno succcssivamente approfondite nei capitoli seguenti.

A) Funzioni conti[ue e discontinue
Quando si tÌaccia il grafico di una funzione, c'è una proprietà che risulta
subito evidente: in qualche caso si traccia una linea continua, senza mai
alzare la matita dal foglio; in altri casi il grafico presenta delle interruzio-
ni. Per esempio, le funzioni

y=x € /:sen r
hanno come grafico una linea continua (figg. 83 e 84); mentre le funzioni

,=! . y=rsr'x
hanno un grafico che presenta delle interruzioni (figg. 85 e 86).

Fig. 83 Fig.84
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Fig. 85 Éig. 86

In particolare, quando si traccia il grafico di fig. 85, occoEe
alzare la matita dal foglio per passare da sinisÌra a destra del punto d'a-
scissa 0; si dice allora che il punto d'ascissa 0 è un punto dl discontinuità.
II grafico di fig. 86 presenta dunque infiniti punti di discontinuità.

Le curve esaminate sono il grafico di funzioni descritte da una
formula; ci si chiede allora se la continuita di una curva è legata alla
formula che la descrive, in modo da poter prevedere le discontìnuità ind!
pendentemente dal grafico. Problemi di questo tipo saranno trattati nei
capitoli 2 e 3.

B) Funzioni crescenti e descrescenti
Ecco un altra proprietà che si osserva subito. percorrendo il grafico di una
funzione da sinistra verso desrra (cioè nel verso stabilito sull asse delle.r):
in qualche caso si traccia una linea "in saiita", in altri casi si ottiene un
ualto "in discesa . Per esempio. le funzioni

y=t e y:f
hanno come grafico una linea "in salita" (figg. 87 e 88); si dice, piir pro-
priamente che i grafici sono curve crescentl, dato che al crescere di .t
cresce anche y- Invece le funzioDi

Iy:-x e J=i
hanno come grafico delle curye decrescenti (figg. 89 e 90), dato che al
crescere di .t, ), decresce.

Fig. 88Fig 87



Fis. 89 Fiq. 90

ln molti casi si hanno grafici formati in parte da archi crescenti e
in parte da archi decrescenti; per esempio, i grafici detle funzioni

y=f+l e y=-l+2
sono formati da un arco decrescente e da un arco crescente (fig. 91 e 92).

Fig. 91 Fig- 92

Osserviamo, in particolare, che, in fig. 91, l'arco decrescente si
ferma al punto Iz(0 ,1), dove inizia l'arco crescente; così è chiaro che
I'ordinata , di un punto della cuwa non può scendere aI disotto del valore
minimo 1. Analogamente, in fig. 92, l'arco crescente si ferma nel puntoy(0,2), dove inizia l'arco decrescente; in tal caso l'ordinata ) non può
superare il valore massimo 2.

49
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NelÌe figg. 93 e 94 si trovano poi i grafici delle funzioni

1" y= -?;1

si lralla ancora di due curve formale da archi creqcenti e decrescenti ma

Ì1,'l,ii"Li àììiìiir-;;n ii rlesce ad individuare nè un massimo ne un

mlnlmo.

Fig- 94Fig.93

Anche ora. le cu e esaminate sono il grafico di una funzione

a..".irta'aà'un-a iài,nuìuiii ti crtieat quindi se la crescenza o decrescenza

;:Ìì;l;ililù; ;ìia foimula che la de\cri\e in modo da poter.scopnre

;i;;;;il ;;;;i;;; minimr' indipendenremenle dal sralico Problemi dl

iu"i,iiipo .ut"rn. affronratr nei capP 4 e 5

C) Fùnzioni razionali, irazionali e trascendenti

Esaminiamo infine una caralterislica 'lelle funTioni cerlamente meno

i#"lrLr"''"rr 
'iipà-ailegge che permene di ricavare ) a partire da r'

ài,,"aì ì, leeee è rapp-resentata da una formula si hanno le funzioni
,-#iii""rr". 

"r'tÉ-r""eonò 
classi licate nel modo se guenle :

ll funzioni razionali. quando la formula è cosrruita applicando ripeluta_
" ii"iil "tl*iii."i rJzionali taddizione e §otlrazione moltiplicazione e

divisionet: si hanoo, in particolare:" ì.-il;ri;;; iaiionati ,nrere (cioè i polinomi)r.
- ie funzioni razionali lralle (cioè i d'roTrentl ol Dol'nomì'i

,, rJ;;i'i;;#il.- à,"nao lu form,la c cosrruita valendosi anche
"' iliì:;;r;;i;;" i;.azio'nale di estrazione di radice:
3t i;i;iJ"ì';;il;,tì q'unao la.formula è coslruita con procedrmenrr

diversi dalle operazlont raTronall o irraTionali {ossia i procedimenli

trascendono te_operazioni algebrichel: ecco qualcne c§ctrrPru'

):sen jv! )=cos .t? y=arcsen -t! y=e" y=ln x'



Vediamo ora qualche altra funzione trascendente che può essere costruita
facilmente e presenta delle carattetistiche del tutto particolari.

,:[r] o ,=int(x)
Ambedue i simboli si leggono 'J/ uguale alla parte intera di .r"; è facile
capirc come è costruita la funzione: ad ogni valore reale di,r si fa corri-
spondere la sua parte intera, cioè il più grande numero intero che non
supera xl la lunzìone e rappresentdta in lig.95 e presenta chiaramente
lnllnttt Puntr dr drsconttnuttà.

J=lrl
Ora y è data dal valore assoluto di r, cioè

se x>0, Y=x,
se ,<0, ,=-:r.

La funzione ha il grafico rappresentato in fig. 96: la cu a presenta un
punto spigoloso in O.

v=Ixl
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Fig. 95 Fig.96

Segnaliamo infine una funzione molto particolare, creata da Dirichletr; si
tratta della funzione definita nel modo seguente:

,=0 per tutti i valori di .r razionali,
):1 per tutti i valori di , irrazionali.

Si tratta di una funzione chiaramente definita, che però non si riesce a
rappresentare graficamente !

Quest'ultimo esempio fa intuire quanto vaste e va e siano le
possibilità di costrùire funzioni, al difuori di quelle descritte in questo
capitolo. Nel cap- 6 si avrà poi l'occasione di awicinarsi ad una notevole
"sorgente" di nuove funzioni: l'operazione di integrazione.

t Marematico franese (1805-1859), che ha lasciato Ìavori londanentali ìn 1re diversi
caopi: teoria dei nùne.i, londamenti dell'analisi, meccanica e fisica matenatica.


