
B Fùn2ìdidi duè verìabili 309

B. Funzioni di due variabili
1. Estensione del concetto di funzione
Nel cap. 1 abbiamo a lungo parlato delle funzioni che si esprimono nella forma

- la lunglezza d della diagonale di un rettangolo (fig. 12)
dipende dalle sue dimensioni x ed , e vale la formula

a=t/;+i;

- il peso di un ragMzo dipende dalla sua età e dalla sua
allezza; generalmente i medici nelle visite di controllo fan-
no riferimenlo a tabelle come qìrella di fig. l1j

- il volume yoccupato da un gas dipende dalla pressione P e
dalla lemperatura I; nel caso dei gas perfetli vale la for-
mula

(1)
Abbiamo anche dato vari esempi di leggi del tipo (l) presi dal mondo reale,
trovando varie situazioni in cui una variabile ,, è funzione di una sola variabile .r.
Ma basta pensare ai più comuni fenomeni della realta per rendersi conto che
molto.spesso una grandezza variabile dipende da pirj variabili. Ecco qualche
esemproi
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il volume y di un parallelepipedo rettangolo (fig. 13) di-
pende dalle sue tre dimensioni r, , e z e vale formula

Fis. 13

Nell'ultimo esempio il volume y è funzione delle 3 variabili r, y e z, mentre negli
altri esempi si ha una grandezza funzione di 2 variabili.

Ci occuperemo qui in particolare delle funzioni di due variabili, esten-
dendo molte delle definizioni e proprietà trovate per le funzioni di una variabile.

Nel testo abbiamo detto che è data una funzione reale ad una variabile
reale, quando sono dati:
- il dominio. e cioè I'insieme in cui intendiamo scegliere i valori della variabile

indipend€nte .r;
- una legge che fa corrispondere ad ogni valore di r un solo valore della vadabile

dipendente ), valo(e che si troverà in un certo insieme, detto codominio; la
legge di corrispondenza si esprime, in generale, nella forma

.y=/(r).
Una funzione di questo tipo viene molto spesso rappresentata graficaftente: si
indicano su un piano cartesiano Ox) tutti i punti P che hanno Ie coordinate (.r, y)
tali da soddisfare l'equazione

v=f(,).
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Ora quando si passa da una a due variabili, per assegnare una funzione bisogna
dare le seguenti informazioni:
- il dominio, e cioè l'insieme di coppie di numeri, in cui intendiamo scegliere i

valori delle due variabili indipendenti -! ed );
- la legge che fa corrisponder€ ad ogni coppia (n, )) uIl solo valore della variabile

dipendente z. valore che si troverà in un insieme, detto codominio. La legge di
corrispondenza si espdme in generale nella forma

(2)z=f(x' v\'
È chiaro che, per rappresentare graficamente una funzione di due variabili, oc-
cofie rappresentare i valori delle tre variabili )r, ) e z e quindi non basta piùr il
piano cartesiano.

I due metodi pi'ì diff'rsi per rappresentare le funzioni di due vadabili
sono i seguenti:

- stabilire un riferimento tridimensionale Otyz e dare come diagramma della
fullzione una superficie dello spazio:

- valersi solo di un riferimento piano, tracciando le curv€ d'equazione

f(,, v)= t '
che si ottengono dalla (2), assegnando a z vari valori nùmerici.

Vediamo ora qualche esempio di questi due metodi.

2. Riterimento cartesiano a tre dimensioni
ll modo più semplice di visualizzare un nferimento can€siano tridimensionale è il
seguente: si pensa ad ufla stanza, dispooendo gli assi cartesiani Ì, ), z e l'origine
O come io fig. 14; il pavimento indica allora il piano r) e le due pareti i piani 'l2 e
yz.
Per indicare, per esempio. il punto P(3,2,5) si procede così (fig. 15):

- si parte da o e ci si muove di 3 unità lungo l asse delle i (nel verso positivo),
arrivando in P'i

- da P' si muove parallelamente all'asse delle , (ancora nel verso positivo),
arrivando in P"i

- da P" si sale di 5 unita parallelamente all'asse delle z. fino ad arrivare, appun_

In modo analogo abbiamo rappresentato in fig. 16 il punto QQ, l, -z\.

Fig. 14 Fig. 15 Fig. 16
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NeIa fig. 17 .oÀo indicati dei punti che h8trrc du. coordinate uguali a
zcro: cssi apparterSono ad uno deSli a§si coordinrù.

Se, iùveae, ula sola dcllo coordiratc va.lo zeto, il putrto appartic[e ad
ùno d.i pirtri cooldi[sti; ecco qualche esenpio (fig, 18):

- il pùnto P(2, 3, 0) §i trova sul piano .r/;
- il puDto 0(0, 3. 4) si Eova 6ul È.no yz;
- il pu o R(2, 0, 4) 6i trova sul piano rz.
L€ equazioùi dci piani coordiDati sono quindi le soguetrtil

- équrzione del piaoo /z: ,=0;
- eqùrziorc del piano ,z: ,=0;- aquazione dcl piano ,ri z=0,
Si capisar chc, se utr pùlto si huove $r un pidro, l€ §ue
coordinate uon potratrtro variarc a piacerc, Ea saratrtro
§emplc §oggette a certe condizioni che dipendono dalla
posiziong del Éalo rcl liicriDerto. Ecao qurlche celo
particolarEenta esFessivo.

Se il puoro 3i Duorrc !u ulr pirtro parotlelo al
piatro rr, avò sempre la stcssa quota z: pel esempio, dÉ Ia
quota è uguale a 3, §i avrà sempre

z-X:
que§tr è l'.qu&iùc dd Étro i[dicato itr fi8. 19.
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B c6ì è facilé s.rivere le .qù.zioni di pisri p.raleli ai piaÀi coordimti (69. z)):
- equaziorc di ulr pieno parallelo al piano yz: ,=a;
- equazione di un piano parallelo al lano *z: y=D;
- equrzioDe di un pieno parallelo al piano .ry: z=c.

FiS. 20
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È importanle osservare come un'equazione abbia un significato diverso a seconda
che verga "letta" in un dferimento a due o a tre dimensioni. Ecco due esempi:
a) I'equazione )=,rù descrive
- sul piano O.r], ùna retta r passanle per O (Iig. 21);
- nello spazio Oxyz. tante rette parallele ad r, disegnate a diverse quote z.

Quesre rette descrivono un piano rche conriene l asse delle z e lascia sul piano
x) Ia retta r come tntcctu (fig.22\.

Fig. 21 Fig. 22

b) l'equazione .r?+]'?= 1 descrive

- sul piano Oxl, una circonferenza C (fig. 23);
- nello spazio Oxyz, lante circonferenze "parallele" a C, disegnate a diverse

quote z. Queste circonferenze descdvono la superficie di un cilindro che lascia
sul piano xy la circonferenza C come traccia (fig. 24)-

l+,,.=l
Fig. 23 Fig.24

3. Rappresentazione di funzioni a due variabili in un riterimento cartesiano
lridimensionale

Per tracciare il grafico di una funzione
z=f(x, t),

si può estcndere il procedimenro piùr semplice che si segue nel caso di funzioni ad
una variabile: sl compila una labella della funTione. asscgnando dei valori ad.x ed
y e ricavando z, quindi si rappresentano i punti P(r, r, z) così ottenuti.

cl@nlù.hu C d .a!eiM.
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È chiaro che queslo procedimento risulta spesso lungo e faticoso. Per
avere un'idea piùr rapida dell andamento della superficie ci si basa allora sulle
rra.c€ della superficie su piani paralleli ai piani coordinati-

Ecco qualche esempio di grafico tracciato seguendo quest ultimo meto-
do. Cominciamo col tracciare il grafico della funzione

- I piani paralleli al piano yz hanno equazionc r=a; perciò, per determinare la
lraccia della superficie su questi piani, basla considerare il sistema seguente:

rz=f +ì'l

Si otlengono sui rari piini lrnle cune d equazione:

cioè tante parabole (fig. 25); in particolare si ha sul piano -vz la parabola d'equa-
aone

z-)1.
- Anaìogamente le tracce della superfici€ su piani paralleli al piano -yz sono le

parabole d'equazione
z=r1+bl.

- Infine, le tracce dclla superficie su piani paralleli al piano xy sono tante circon-
ferenze d'equazione

x1+]l1=cz,
in particolare. sul piano.ry si lrova solo il punlo O.

Queste informazioni aiutano a tracciàre il grafico dclla fì.rnzione (fig. 26)i
si ottiene un paraboloide rotondo.
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25Fis. Fig. 26

Con un procedimento analogo è stato tracciato in fig. 27 il
grafico della funzione

,= Vt -r-tt;
si rratta di una semisfera con centro nellorigine O e rag_
gio 1.

Fig 27
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Infine, ir fig. 28 è stato tracciato il grafico della funzione

ottenendo ùna sùperficie chiamata parsboloidc, sella; il nome viene dal caratteri-
stico aspetto che presenta la supedicie nel punto O, che è in questo caso un punto
di sella.

Questa superficie ples€nta una particolarità dawerc sorprendente (fig.
29): lascia delle rette come tracce sui piani d'equazione .r:a o Ì=4. Si tratta
dunque di una superficie curva "formata da rette", ossia di una superficie riSata.

Fig. 28 Fig. 29

4. Rappresenlazione di lunzioni a due variabili con curve di livèllo
Le curve di livello sono molto usaie in càrtografia per rappresentare un paesaggio
tridimensionale con un disegno bidimensionale (fig. 30). Per capire come usare le
curve di livello per rappresentare funzioni a due variabili. riprendiamo le funzioni
esaminate nel parografo preced€nt€-

Cominciamo col considerare la funzione
z=Ì+y,,

che ha come Srafico il paraboloide rotondo rappre-
sentato in fig. 25 e procediamo co§ì:

- tagliamo la superficie con piani paralleli al piano
ry (fig. 3 i). otlenendo come sezioni delle circon-
ferenze;

- proiettiamo ogni sezione sul piano ry.
In questo modo si ha sul piano jr) (fig. 32) ùn
insieme di circonferenze d'equazione

(1)
Ogni circonferenza rappresenta ùna curva di livel-
lo; I'insieme di tutte Ie curve di livello dà àppu.tto
una rappre§entazione piana del paraboloide.

Un'osservazione importante: il paraboloi-
de si estende all infinito. perciò la superficie può
essere tagliata da piani d'equazione

con valori positivi di c più grandi quanlo si vuole-

,) 't-ì'

\1 i,\'l

Fig. 30. CuNe di liv€llo in carlog€iia.
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Fig. 31 Fig.

Accade allora che anche l'insieme delle curve di livello si estende all'infinilo, dato
che la costante c nella (1) derermina il raggio delle circonferenze.

Per avere le curve di livello relative alla funzione

z=\11-7-7
si procede in modo analogo (fie. 33). Si taglia la semisfera con piani paralleli al
piano Ì) e si proietta ogni curva sezione sul piano ,r. In questo modo si ha
l'insieme di circonferenze d'equazione

c=\tr=}= ossia x,+y,=1-5. (2)

Queste circonfereoze costituiscono Ie curve di livello della semisfera.
Ora è chiaro che la semisfera esaminata, che ha centro O e raggio 1, non si
estende all'infinito, perciò Ia superficie può essere tagliata dai piani d'equazione

solo se nsulta
- l<c=1.

E così l'insieme delle curve di livello (2) non si estende all'infinito, dato che nelle
circonferenze il raggio

,=\617
assume al massimo il valore I (fig. 34).
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Fig. 34

Fig. 32
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Riprendiamo inline (fi9. 35) la superficie d'equazione

le curve di livello saranno le iperboli equilatere d'equazione

si avratrno dutrque le curve in nero di fig. 36, se risulta c>0 e le curue in colore se
risulta c<0.

In generale, quaodo è data la funzione
z=l?, y)

si ottiene la rappresentazione mediante curve di livello, disegundo su un piano
cartesiano I'insieme di curve d'equazionc

k=f(x, y)
dove /. è un parametro che assume opportuni valori.

Fig. 35 Fig,36


