
2
Eserczl

Sulla nozione di
la circonterenza

seno, coseno e tangente di un angolo mediantè
goniometrica

3.

Indicde i seguenti punti di cui sono assegnate Ie coordinate polarir
P(I,6f),
0(1,135),
À0,210),
s(1,300).

pctermitrare seno e coseno degli angoli di 6ff, 135", 210, 30tr.
E possibile datcrminare seno e coseno degii angoli precedenti senza usare il calcolatore lascabile?

Ripetere I'esercizio n. I a partire dai pùnti seguenti:
P(1,45),
Q0,lsv'),
R(1,240),
s0,315.).

Ripetere l'esercizio n. 1 a partire dai punti seguenti:
P0,18),
o(r,ro8"),
Ào,198),
s(r,342).

Detemioare, con il calcolatore tascabile, scno e coseno dei seguenti angoli; disegrare quindi gi
angoli sulla circo erenza goniometdca:

ztr, 9s", fle, 185', 260", 2900, 3s0',

Ripetere ltsercizio precedente a partire dai seguenti angoli:
9rm', 45" 12333',43',, 231"10',s1" 34qD',39.

Determinare, con I'aiuto del calcolatore, Ia tangente dei seguenti angoli e di§é8narc gli angoli
sulla circoDferenza goniometica:

50, 85", 95" 175', 185" 5" 275", 355'.

Ripetere I'esercizio n. 6 a panire dai s€gùenti angoli:
r(r10'rù, 79'49'5v, 10tr10',1(r, 16v49'.5v, 190'10'10, 34q49',50",

6.
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Oltre alle funzìo i goniometiche Eià srudiate si introducoho aùre funzioni, che oru esominiamo.
Disegnaro l'angolo AÒP=a sulla circo fercnza goniometrica (Fig. 1), si naccia la tangente s alla
circonferenza nel punto B e si consideru il punto S, in cui la rcus OP iìrcontru la retta s.
Si definisce cottnge e de 'angolo a l'ascissa del punto S, cioè:

ctg d=ascissa di S.

8. Per quali valori dell'angolo a non esiste clgz?
Determinare la cotangente dei seguenti angolil

3(r. 45", 90", 135". 225", 270" 3r5".
Come varia il segno di ctgz all'aumentare dell'angolo da 0" a 360"?

Fig. 1 Fig. 2

9.

Diseghato sutlu cico,tkrcnza gonionetica I'a goto AÒP=a (Fig- 2), si ùaccia la ta gente p atla
circonferenza ih P e si de.ermina il pu to M in.ui la rcùr p itrcontra l'asse dele x.
Si definisce secante dell'anaolo , I'ascissa del punto M, cioà:

seca=ascissa del pwto M.

Per quali \alori dell angolo non e.isre la sec z?
Determinare la secanle dei seguenti angoli:

0" 60", 120", 180", 240', 300, 360'.
Come varia il segno di sec, al variare dell angolo da 0" a 360"?

Diseg oto sulla circorfetaua goniometrica I'angoto AòP=a (Fig.2) e trucciata la tangente p atla
citcoùfere za nel punto P, si irldividua il punto N in ai la reta p i,tcont l'asse dele y.
Si defi isce coseca te.lell'angolo d I'ordikata del punto N, cioè:

cosec d:o linata di N.

Per quali valori dell'angolo , non esiste cosecz?
Determinare la cosccante dei seguenti angoli:

30". 90'. 150', 210', 270" 330".

Come varia il segno di cosec z al variare dell'angolo da 0'a 3fl'?

sappiamo che sulta
l<sen r<l e -1=cosr<l;

le stesse limitazioni valgono anche per secz e cosec4?

10,

ll.
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Sulle due relazioni fondamentali

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Tenendo presenti le due relazioni londamentali
sen2 a + cos2 z: 1

§g!4 =1g,
scrivere nella torma più breve Ie seguenti e§Pressìoni

sen2 d+coe 4+sen2 p+coe p

s€n d +sen2e+cos2a-1

cos2 d+set? 4

cosa +tga

I+cos"- tze

- L-+sena-cos,:
l+lgz d

tp4
sen z+cos alsen a-l) --:r- +cos a

1+ tg' 4

t2l

ltc"l

I t -,- t I
lcos,a - ig':al

I1ì
Icos" I

Irl
Isena]

[sen z]

[sena]

[cos a]

ttlt.."l
lte"l

18.

2n. 1 cos2 z , 1T=*r; - cos, "- - cos d

l9d21. 

-+tqr+: 

r" ;cosa ' tg.r+I

Nel testo (cap. 2, Parugafo 4) abbiamo os§enato che le rclazioni
sch2 c+cos2 d=1
senT:kd

Demettono di icavare it vaLorc di due de\e funzioni goniometiche, conosccndo u a sola di esse,
'mediante la iloluzione di un sbtema di .lue equazioni in due incognite Lcco ie etempi'

tt È dan sen "= 
J=.
VJ

Le relazioni (l) dive tano:

lJ:\' +-c "= tlv5i
1

Abbiamo così un sistema di 2' grado nelle due incoSnite cos d e tgd. Risolviamo il sistema; si ha:

a)

( L+cosz ":tlr
l,,l
I cos- d=l -
l _L=,p"t V).or a -
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l*r"=0, , .. l*"^==rl|=rh) ' 2 auìndt tl, ltl trj.",^=o" lGq,by=o"

Si ottiene infine:

cose=!:+ e tgd=!;-
Pet rendersi conto del iloppio segno (!) nelle espressioni ora otte ute, ossen'iamo la Fig 3:
quando si fissa

o si indico un solo anSolo, ma due:

"=.tÒP e a'=,a.Òr'.
Ri"sulta così:

"-"=+ sen"':$

"r"":+ "o'"'=-$a,:tr 'e,'=-I
Si capisce cosi che cos a e tg c si posso o esp/imerc per ezzo di sen a; in Senerak,

I sent d+coì a=l
o^ l.*i=o"

I cos "=X.vtl sen?- a
si oÙene \

l "- +i|-sen')d

1

II) I modo a alogo si procede se è assegnato il valore di cos a;

I) vediano infine come si prccede quando è asse?nato il valorc di t|a; se per e§empio si ha:

tC ":\E'
le due relazioni fo damentali diventano:

I sen, z+co§ z:1
do I u," =,,"

I sen a= xt/T:ioi a
si otiene 1 . \rt-t", "t " cosa

I sen, d+cos, z=I I se ' d+eos' d=t
1 ,en z -,a 4a (ut I """"=1/Scosz1,","-,' L*

) l\t1rcs d')-rcn z= t . antoru l8cos'z2+cos'zd=l
7 u, ,- tta ,ot " 

' ""'"'' lsena=t/8cos"

l9cos2 a=lt ossta
I sen t=t/8cos a

"oso:x! *""=xS

rI
) cos' d= ot_
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Fis. 4

La Fig. 4 permette di i terptetare I'anbiSuitò
di segno; fissaa

tg 4=\'tB'
si individuano due a goli:

"=AÒP e a'=AÒP'.
Risuba:

und=-$
"ot"'=-t
tg d'=,r8.

Concludendo, si possono esp erc send
e cos a basandosi solo su IBa nel modo
seSuente:

)

(t
)*'"=17:t+,g+I tgd
| !Yl+tg, d

t""":+
cos d=+
E a:\,6

22. ."n o:lr ."" ":-J
a. ."o o=+; sen "=-*

Costruir€ gli angoli a e d' di cui è indicato il §eno e calcol.re poi il coseno c la tangente.

23, serro=Z; senc= Z

2s. *,"=#, ""n,=-11.
27. ""no=fr, sen"=-h26. ,.n,:f, *""=-\€

28. cos r=*; *""-- t
m, "o"o:f,; "o"":-|

Costruire gli atrgoli d e a' di cui è indicato il coseno e crlcolare poi il s€no e la tangente'

». 
"o. 

o:]; cos r=-+

3r. "o"r=f,r "o.,=-f
32. *""=\f|t "o""=-rt

Costrùire gli anaoli a e a' di cui è indicatr le tangeÌte e calcolame §eno e coseno.

3s. tg":); 4"=-+
37. t9a=6i t9d=-6

39. ts"=\/19, tga=-\@

A.

36.

38.

e"=!; E"=-Z
tgd=4, tgd.=-4

tg"=$; tc'=-#
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Trasform.re le seguenti espr€§sioni in e§Pressioni e$dvaleÙti in

sen, d(1+tg']a)cosa+lSd--- rcd
tE2 d sen,:Ù : +-+sen.a-l

tqz d+ t tg4

sel\2 a+2cae a-cas d-l

- !-+sen': a+cos 4
L+ tg! a

1
- iÈa<.nLdco.2d_-:_

1+ +tg'd

sena d+3 cos3 z-2 sen2 a+1

Trasformare le s€guenti espressioni in e§pressioni equivalenti in

3senz d+2cosz d+sena-2

l
sena-]f?e

sen a-tg2 4

2. Esercizi

cui compaia solo cos c.

[cos a]

[cosa]

[cos, a-cosa]

[cos d+1]

I cosaa]

[cosa d+3cos3 a]

cui compaia solo sen d.

[sen'?d+sen u]

t senr l+sen d-l ìt sen'" l

[ -senr a-sen2 d+sen c It-F.è"-l
[senaa]

t01

[-sena]

40.

41.

42.

43,

44.

45.

46.

47.

,l8.

49.

50.

51.

2cosa d-sena d 4cos2 d+2

l-cos2 a _cosdtsa

tsd -@d4
Tresformare le s€guentr espressiotri in

4sen2 e-2t/isetr acos a-2cos2 d-ls2-

54.

&;_ErtA
sen4d+sen2dcos2a

I@;ser,a
1 +6s atcos z-1)-sen d le d

espressioni equivalenti in cui compaia solo tg 4.

I1
sen d cos a

Rlprendendo l€ nozioni

Dimostrare che risulta

Dimostrare che dsulta

esposte fegli e§ercizi

1

^.- -- |

8, 9, 10,

59.58,

60.

I3 te: a -r*,t o-.r,t-----l+ts-l
l"'-,url

I rs'zd 1tllE l

[G".+"fl
I1l
[ 1+rgr, I

l"*#l
svolgere gli es€lcia segucnti'

Dimostrare che risulta cosec a:;6|;'.



201

Sugli angoli associati

61.

62.

63-

il-

65.

Esprimere, per mezzo di radicali, seno, coseno, tangente e cotangente dei seguenti a goli:
30" 1str. 210". 330". 60".

Esprimere, per mezzo di radicali, seno, coseno, tangente e cotangente dei seguenti angoli:
,<o 1l<o ,)<o 11<o

Espdmere, per mezzo di radicali, seno, coseno, tangente e cotangente dei seguenti angoli:
60" 120", 240", 300", 30".

Esprimere, per mezzo di radicali, seno, coseno, tangente e cotangente dei seguelti angoli:
18", 16T, 192', 342", 12'.

Ricordando che risulta
secr: I cosec a= 1

determinare secante e cosecante degli angoli indicati negli esercizi dal n. 61 al n. &.

Càlmlare il v.lore delle s€guenti €§pressloni.

\,5 cos 30"+ sen 30'

sen 60'+cos30'

l4cos 45"+2V3sen 60'

2sen30"+4 sen 18'

sen 30'cos 60'-tg 45'+ cos 30'sen 60"

cos300'+sen150' tg225"+ctg135'-\6cos150"

4sen 120"+ VTco. 2lo' -2\6rg 240"-ctg 45"

sappiamo che il cose o di questi angoti wle !.

66,

68.

69.

10.

11.

12.

73.

I2'l

tv-31

t4l

tv-sl

l0l

t

H
l2\f3l

74,

Determinare I'ampiezza degli angoli di cui è assegnato il Yàlore di una firnzione goniometdcà tregli
esercizi dal tr. 74 al n. 120.

1

Ricoftliamo che il coseno di un a golo a
è I'ascissa del punto P relaivo all'aLgolo
AÒP=a, "ktto" sutta circonfercnza Bo-
niofietica (Fig. 5). Tficciamo allo/a sul
piano della circonferenza lo retta d'equa-

-_1

Questa rctta incontru Ia circonlerenza in
du.e punn P, P', tali che:

a:AÒP e a':aÒP';
Fig.5



2O2 2. Elsdzi

Osserviamo che P e P' sono §mfietici rispetto ùll'asse delle x; ituba quindi:
d'=3604-d.

Sapendo poi che l'angolo acuto il cui coseno vale t à

a=60',
si dvrA:

a'=360'-tr=30t.
Si può, anch., usarc il calcolatorc per detetminùe fangolo d; si pteneÌà la tequeùza di tatti:

IotrtstlwlLat§
Si otiene 6C.

@sd=-+

Tt- 16
2

2

7S- 76. cosa=o

!1
2

\/,
2

78.

m-7!r.

u.
&3.

85.

t7.

69.

cose=0,001

cosz=0,98

as a=0,25

cosa=0,76

sen d= +

t2. cosz--o,ml
t4. cos,=-0,98

86. cos a=-0,25

E8. cosa--0,76

90. sead=-à

Per risolvere Bli esercizi 89 e 90 icordiamo che il se o di un angolo d è I'ordiruta del Punto P
relativo atl'an|oto AòP=a, "letto" sutla chconÌerenza Sonio etrica.
Perciò, per I'esercizio 89, tacciaho sul piano alella citconfeftnza goniometrica

,,- 1

Quesu retta inconta la circonferenza
ih due punti P e P' , tali che

a=AÒP e "'=AÒP'
e il seno di questi ongoli vale ,L.
Ossetviamo che P e P' soho sifimetrici
rispetto all'aste dell. ,; perciò risulto:

a'= 184 - d.

Ricordando che I'angolo acuro il cui coseno vah t è:

a'=18t-3t=15tr.
Se, invece, vogliamo usare il catcolotore Pet d"terrninarc I'anSolo a, ci basereno sulh sequènza giA

EtrEIiffiÌraiiil
Si ottiene l'angolo

(FiB. 6) la retta



2. Esèrcizi

Ripetiamo il prucedimenlo per risolvere
l'esercizio 90 e toviamo gli angoli d p?t cui

I
sen a=_ i.

La Fig. 7 mosna due anqoli

d=AÒP e d'=AÒP,,
che risolvo o il problema.
Pù determinarc le ampiezze d. e d.'
abbiamo due alte ative:

A) basarsi sulla geo etìa

Deteminiamo il punto Q, simmetrico di P
/ispetto ad O (Fig. 8); otteniamo un angolo

AAQ:P,

sen p=1

p=3c,
e ùsulta quindi:

d: 1elr + p= 18C +3C =2101'
a' = 360" P: 360' - 30"= 3 3C ;

B) basarsi solo sul caleolatore

Pet deteminarc I'angolo d tale che

""- -:_!:_n \
si preme la sequen)a di tasti

o tr E FFFr titrì TEtNt;

si ottiene sul visualizzotore

v

1

a

\1
\, -/'

v

\.../..

Fiq.

\

203

Fig

la
2

a
2

91.

-3C.
Quole angolo ha quest'ampiezza? Il segno ne4ativo prcmesso all'afiPiezzo dell'angolo indica il
lauo che ianpolo si leepe iÀ serco opooslo o quàllo aniorario, che avevamo stdbilito: l anSolo avra
'altora come'Dimo laià ta seni,enà Oa e uln'ampiezza di 3C I? a in senso oraio. ln Fi9 9 è
rappresentutò quesianSolo: si tatta dell'anSolo AOP" che ha un anpiezza. l?fia in seÉo a tioru'

3er - 30'= 3 3X .
Il motivo pet cui il .alcolatore usa quesn notazione ? chiaito nd rup. 5, p. 135.
Troveremò poi l'anpiezza a calcolando:

18(r C3e)=18c+30"=21C.

"rnr= $
$

92-

93. 94.
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. setrd=-l

Yr, send=0,002

99. sena=0,95

l0l. sen d=0,114

103. sene=0,987

l0!. tgz=1

. sen d=0

98, sena=-0,0O2

100. senz= 0,95

102. sen a=-0,114

104, sena= 0,987

106. tsz=-1

2. É!€rcizi

Al fine di facilitare la soluzione degli esercizi 105 e 106, ricordiamo che per determinarc la
tangehE di un aùgolo si déve iacci!rc la rctta r rangente alla circonferenza nel punto A (Fig. 10).
Per lesercizio 105, indichiamo sulla rctta t ìl punto T di ordinda I e coùgiuhgia o O con T. La
rctta OT incontra la circonferenza in due puhti P e P' che individuano due angoli:

A.6p=z e .a6r':"'.
d e d' sono proptio i due angoli la cui tangente valc 1.
Poiché P e P' sofio simfietici rispetto all'oigine, sulQù:

a'=1W+a;
ricordando poi che I'angolo ocuto la cui tahSente vale I è

d' = I 8tr +45'=225' .

Fir.l. 10

In modo del tuno anologo si imposta la rboluzione dz 'esercizio 106 (Fit, ll).
Si inditiduano due angoli

a=AÒP e a=AÒP',
e pet determinare le ampiezze di quesri ongoli si può proceilere in due modi:

A ) p rue cdtnc dlo gcome ti. o
Si traccìa il simmetico ili P tispetto all'asse de e y (Fig. 12), e si tova così fantolo

AÒO=p,
tale che

tcP=]'

Fig. 'l I
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Fig. 13Fig. 12

Risuba:

e quindi:
a= 1&r -45é = 135"
a'=3«f-45'=31f.

B) pÌoceillmento che $a solo il calcohbv

La sequenza di tas.i

Elr+ratiwìmm
fombce (Fig. 13) l'anpiezza dell'a golo

-45",

a'-36X-45";
infine, tenendo presente che P e P' sono si meùhi rispetto ad o, si può cakolorc

a- 1&r + e 45)= 1&r -45'- 13s".

107. tga:!5 r08. tga=-V5

l@. tgz= 1
É

come vcta spieqalo nel cap. 5, p. 137.
Leggendo l ampiezza de angob AAP' in scnso antiorutio, si ouiene:

ll0. tgz=-

lll. tga=5 ll2- tga=-S
113. tga=0,003 ll4. tgz=-0,003

115. tg d=10,516 116. tga=-10,516

ll1. tgd=2,4 lla. tgd.=-2.4

119. tge=0,718 120. tgr=-0,718

Confrontrre le espressloni proposte negli eserclzl dsl n, l2l al n. 12t' dopo {verle scritte nella
forme plù sempllce.

121. sen(18f-a)+cos(180'.td) [senz-cosz]

sen 180"-r+cos 180"+a I-1]

1t,

v

/...
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r22. ts(180"-a)+ts(360'-a)

tg 18(P-z+tg3«)"-z

123. ser (90"-a)+cos (90"-a)

sen 90o- e+cos 9f- a

lZ. cos(18tr-a)+cos(180'+z)

cos18tr-cos d+cos 18f+cos,

125. sen a cos (90'- u)+cos e sen (9f- a)

sen a co§ 9ff - u +co§ d §€n 90o- ,
12.6. tg(180'+a) cos (1m'-z)+s.n (18tr-,)

rg 18f+zcos 180P-a+sen 180"-a

ln, 2sen (\8V - a) -co§ (180"-a)+sen (18tr+d)

2sen 1&f -e-cos 18ff -z+sen 18f +a

I2E. s€n (36ff- d) sen (18f+ e) -cos (180"+ d) cos (360'- r)
sen 360'-esen 18f +a-cos 180o+acos360-,

Scfiver€ Dells fomr più semplice le esprrsslotri propcte oagli eaerclzi

129. cosrlsen (360- a) !g (360P- r) +cos (360"- z)l

130. sen (90'-a)+cos (90"-d)+tg (90'-a) sen(180'+a)

lrl. :lr('39-:J -cos (360"-,) rs (t8e- a) -cos ( I 80"+ z)t8 (ròu--d)

Ér. ffiI+ff8$jì+sen(360-a)
l33. p$,.le-,) *,s ( 18ry -,) cos (36tr- ,) +s€n ( l8r- z)rg(rur+a)

l Fig. 14 abbiamo indicato, sulla gbconferenza goniometica, gli angoli
AÒtw=a e .1,6p=cc-a;

obbìamo poi indkato i seEucnti puni:

Q: sim enico di P rbpetto all'drse delle y
R: simmetico di P ispetto ad O
S: sim etico di P rispefio all'asse delle r.

2. Egercizi

[-2tgal
t-z"l

lcos a+senr]

lt-2el
[-2cosa]

l-21

t1l

I-2d.+cos dl

t0l

t-r"l
[sena+cos d]

tt-"1
t11

[t+a]

dd n. 129 .l r. lIt.
lrÌ

[sena]

[sen a]

[coce]

[-cosz]



134. sen(90"+e)=cosz cos(90"+a)=-sen, tg(90'+z): ctg,

135. sen (270"-z)=-cos z cos(270"-z)=-sena tE(210"- a')=cte a

136. sen(270'+a)=-cosz cos (270"+ a)=sen z te(270"+ a): ctga

Basandosi sulh costruzione espo6la in Fig. 14, dimostrare che risultano vere, p€r qualunque a, le
ùgùaglirnze proposte negli €s€rcizi dal tr. 134 al n. 136.

207

clg (90"+a)= -tg d

cteQ70'- a):tE a

ctgQ1\'+ d): tgd

Sul rilerimento cariesiano e polare

Segtrar€ i punti di cui sono hdicate le coordinetG polari e determinarne l€ coordlnate cartesiane.

r37. .4(1,45), B(2.4s), C(s,4s)
I tre punti si trovano su una retta?

139. A(4,120"). r(5,120), C(8,120)

I tre punti sono alìineali?

141. Retta d: passa per,4(1,45')

143. Retta c: passa per C(8.120')

14s. P(3,0), O(3,1s0), R(3.270)

r41. P(\/5,4s"\. 0(\,5,180), À(\6,300)

149. Centro O(0.0) e raggio r:3

l5l. Centro O(0,0) e raggio r:/5

r38. .4(2!. r801, B(3,180), c(6,180)
I Ire punti sono allineati?

r40. .4(+,330'), a(|,:roJ. ctz,:ro"r
I tre punti sono allineati?

142. Retta ò: passa per 8(3,180")

144. Retta d: passa per D(r,B)

Scriver€ in coordinate cartesixne e polari le equazioni delle seguenti rette passanti pcr O.

Segnar€ i punti di cui sono indic8te le coordinate polari negli esercizi dal n. 145 al D. 148 e
det€rminarne le coordinste cartesiene; in ognl esercizio verificare se i punti si trovano su rns

146. P(+,eo'). o(j,zroJ. n(j,ar)
148. P(8.30), 0(8.135), À(8.270)

§crivere in coodinate cartesiane e in coordinate polari le eqmzioni delle circonfercnzc indicete
negli csercizi dal n. 149 al n. 152.

150. Centro O(0,0) e raggio r:]

152. Centro O(0,0) e raggio r=,(

Nel testo (p. 131) abbiamo visto come si pstsa .lalle coordi ate polati alle coo ikate ca esiane.
Risolviamo ora il problema inversor soro àate le coordi ate cartesiane di un punto e si vogliono
rrovare le coordinare pol.ti. Cotkitlciamo a lavorare su un esempio numerico: è dato il punto

e. 2\/3)
. se ne voglio o deteminare le cooùinate poloi (Fig. l5).

t=tcos 2
y=r§en ''

che avevamo trorato a p. 131, diventano, nel nosùo caso:

a) | 2\/3=t sen L
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Come cavarc r eil a? Se cordiamo le due relazioni londtmentali
sen2 d+cos2 d=l
sen a _rc 4.

ci rendiomo conto che possiamo trasforrnarc il sistema (1) h un sistemo più semplice procedenilo
nel hodo seguente.

I) Eleviomo al Endrato e addizioniamo membrc a membtu le rclazioni (1); si ottiene:
2, + (2\B ), = O cos d.\, + O sen a)r,

cioè
4+12=f2 cos2 d+f2 sen2 d,

o!§it
16=ra(cos2 d+senz a),

r,=16.

Il) Dividiamo membro a membro le due reloziohi (1); si oniene:
213 = ,,",,2 rcosa'

!3=ry".
Abbiamo così otenuto, invèce delle

( 2=rcos a
| 2y3= r sen a,

le due rclazioni
( È=16
I ts d=\/ 3

da cui ricavianto:
r=4
e=6tf .

Escludhmo la soluzione r=-4 perché la coordinata polar. r è sempre positiya; inohre, scegliamo
a=60 basandoci sulla Fig, 15,
Il proceclùnento ora esposto pttò essere sempre ipetuto quando si cercqno le cootdinate polai
(r, a) di un punto P, di cui ti conosaono le coo inote cattesiane (x,y), In generale, dalle rclazioni

x=tcos4
Y=rsend

si ottengono le due relazioni
xr+)È=P
,;=tt,

che pame ono di dater inare t e d.

Determlmla le cmrdlnrte poLri dGi punal, di cul sono dale lé coordlnrte c.rtesbne negli esercizi
dsl n. 153 el n. 157.

t53, A(2,2), B(-2,-2), C(-2,2), D(2,-21
rs4. È(v3,1), r(-v5,-1), c(y'5,-1), ir(-\5,1)
r55. P0,2), QC1,-2\, R(-1,2), §(1,-2)
156. r(4,3), u(-4,-3), V(4,-X), Z(-4,3\
157. L(2,0), M(-2,0), N(0,2\, O(0,0). Colne si ottengono le coordìnate polari del punto N?
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Sul coefficiente angolare di una retta

DGterminare l'aogolo che formano, con la direzione positiv& dell'asse dellG.r, le rette Fopostt negli
e§ercizi dal n. 158 al n. 160.

r58. a\ y=x,

159, c) y=tf3x.

w. e) r$x,

b) Y= -'
ù v=-tB,
l) v= 1

É
161. Determinare l'angolo che formano con la direzione positiva dell'asse delle r le seguenti rette:

t) y=2.x r) y=zI 1 t) y:2r+3.
Come si può deteminare I'angolo a che una retta r d'equazione

Y=rnx+
forma con la direzione positiva dell'asse delle ,?
(Tenere presente la Fig. 16, in cuì la rcua r ha I'equazione y:mx).

Fig. 16

162.Determinarel'angolocheformanoconladirezionepositivadell'assedelÌerleretteseguenti:
b\p*o"Bc,tr)
d)perOeD(-3,-4)
f)petoeF(4,-3')

163.lnsenerale.comesilroval.angoloacheforma,conladirezionepositivadell,assedelleÌ,laIetta
, pàssant. pet Ot0.0l e P(a,6)?

164.Comesitrcval'angolocheforma,conladirezjonepositivadell'assedelìe',laretta/Passante
per P(a.b\ e Qkd)1 (Tenere presente la Fiq. 17).

a)perOeAQ,2)
.) per O e C(3,a)

e)peroeE(-4,3\

o

1---+! o

F§. 17
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Co sideriamo il fascio di rctte passanti per ìl punto P(a,b); queste rctte hanno I'equazione
v-b

Il parailetrc m, che compsre nell'equszione, indica la pekdenzo di oqni rclta del fascio, ed è legalo
all'angolo a che ogni retta foma con lo dirczione positiva dell'asse delle x ( Fic. 1 8) da a relazione:

fi:tqa.

AI variarc di d, vatia anche m; nel fascio non si trova peò la reia d'equazione

che corrisponde ad
a=9r.

Tenere presenti quesre ossenazioni piìna di risobete Bli esercizi che seguono,

165. Nel fascio di rette per P(1,2). deteminare I'equazione delle rette che formano con Ia direzione
positiva dell'asse delle -r gli angoli seguenti:

a) a=sj', b) 9=4s'; c) 1'=tzc
166. Épetere I esercizio precedente a partire dal fascio di rette passanti per O(0,-1), determinando

I equazione delle rette che formano i seguenti angoli:
a) c-6fr'; b) P:13s"; c) z=1s0".

167. Nel fascio di relte per O(0,0), disegnare almeno quattro rette con coefficiente angolare m
soggetto alle seguenti limitazioni:

I) 0<m=1; II) m>1.

166. Ripetere l'esercizio precedente per il fascio di rette che passano per,{(0,1), disegnando almeno
quattro rette con coefficiente angolare n soggetto alle seguenli limitzzioni:

I) n<-1i lI) -1=n<0.

Fig. 18

Sul teorema dei seni e sul ieorema del coseno

169. Dimostrare il teorema dei seni a panire dalle considerazioni suggerite dalle Figg. 19 e 20.

Il cerchio diseg ato nelk figute è citcoscrìtto al ttiangolo ABC, ha centrc O e raqgio

OA=R.
Nei due casi si è costtuito il trian$olo ABD, rettaùqolo in B, perché...
Se il tiangolo ABC è acutangolo (Fig. 19) risuha

ADB:),
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c

f

/\, P/f\

Se il trbnplo ABC è ottusangolo (Fig. 20) rituha
AbB=18(f _.1

perché...
Rìsulta, in entrambi ì casi,

c=2Rsenf,

--e-=2R.senf
Si ariva cosl a dimostrore che

a-b-c-"o
sen"-iA@- sen't-"-

Quindi, il rappotto costonte fra un lato A un hangolo e il seno dell'angolo opposto è dato dal
diancùo del cerchio citcosctitto al tria golo.

170. Sulla base delle considcrazioni dell'esercizio plecede[te dimostnre il teorema della corda (Fig.
21): la lunghczza I di unÀ corda.{B di un cerchio è sempre data da

l=2rsen e.
dove ,R è il raggio della circonferenza e d. è l'ampiezza di uno qualunque degli angoli alla
circonferenza, che insistono su uno dei due archi -48 sottesi dalla corda (Fig. 22).

Fig. 10 Fig. 20

Fig.22
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l7l. Dimo.llare che per un qurlunque rriangolo e v"lrdd la 'eguente propriela
prorczio i:'e ilìi 'ono lunghi a. ò...ì gL anP.oU ampr ,., -.'i ha

d:ò cosT+ccosp
b=c cos z+rcos l,
c:d cosp+b cos z.

Per la dimostrazone tenere presenti le Figg. 23 e 24.

detta
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Fig.23 Fiq 24

172. Dimoitrdre rl leorema dcl ro.eno a parrire dal teorema delle prorerioni.
(Pet otten€re a1=b2+c2 2bccos a, n'otrrplicare la l' reloziotrc del teotenu de e prciezioni Pet (a),
la 2' per (-b), la 3' per..., e addizionale nembtu a menbto...)

173. Dimostrare che per un qualsiasi triangolo,4BC. che ha i lati lunghi a, b' c. e gli angoli ampi ,, B'
7. vale la relazione

coi, coc,J co' 7 ,'-ò +,,
abc)ahL

Sulla risoluzione dèi triangoli

Nel testo (,1. 9) abbìsmo visto che. per risotvere un tria,lgolo qual que, ci si ptù valcrc delte
seguentì relszio i (FiC.25):
.+ P+.t:18t

a - b -- ' p?orcna tl"i set tsen, tenp sett't
dr=b:+cr-2hc tot j )
h,-a,' t'-2a\ co,.') | rteorena Jel ro'euo)
c2=ar+b:2sbcot.) )

Abbiamo anche deto che un triaùqolo è i dividuato
modo un^oto 'e tì eonotono tn det :uoi

ele e ti, e pr€cisomente:
I) due lati e l'a,lgolo comprcso,
II) u latoeduea goli,
III) i rre hti.
Bisog a invece essminarc con particolarc atte zione il caso in cui sofio dati:

lV) due lati e M anlolo ùoù comprcso lru i lati oti- I questo caso, fufatti, qli elementi noti non
indit idusno seìnprc un unico tiansolo (pP.54'60).
Rivediamo ora, a pafiire da esempi nume ci, i procedineìii d(l seguire pet isol'ere un tria golo
nei casi I. II, I , IV-
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I) Sono dati:
a=13C, b:10, c:8.

Deteminiamo pima di tutto la lunghezza a, basandoci sul teorema del coseno espresso nella

d=F+c2-2bccos r;
nel noslto cqso si ha:

ar=t,r+8, 2. 10.8cos 130..
Si ottiene:

a=16.1
Pet detemi ate un altro angolo, pet esempio f, basiamoci sul Pnpma dei seni; sctiviamo:

L=_9 .
sen a senf

Nel nostro caso si ha:
16:8senl3r sen f

""- ",-8'sen 130" =n nat6 -"''''
y=22..

Si o,tiene infine il ,erzo angolo, P, a panire dalla relazione
c+B+r=180';

si ha:
13(r + p+22"=l8C

da cui:
p=1EA-(Br+22'):26".

Abbiamo cosi tutti gli elementi ilel trtangolo:
lati a=16, b=10, c=8;
angoli z=13tr, P=2e, 'y=22'.

Risolvere i tri.ngoli di cul sono dati du€ latl e l'rngolo compreso:

174. a=10, b=15, t=2A. fis. a=17, b=21, .t=38"

176. a=6, c=9, 9-65"21'{ tn. a=s0, c=13, É=108'15',48',

l7t. c=241,392, b=197,31, d=54'36' 179. b=8945,O, c=5921,49, a=E4'57'18"

Itù, a:327,914, b=13a\92, t=1402'35'
Itt. b=7.ù42.10-3, c=3,482.10-3, a=t0T30'48"

tE2. a=1,?8.10ro, c=4,21.701o, p=124"31'18'

II) Sono dati:
c=40, 4=7t, B=30.

Si caya subito il terzo angolo I dalla relazione
4+P+ f=180' '

| Èoppo,r@où.nonzzaftilvaitudid(@n6opiù<iftcd6inali)lonitodolcdcol ùc:§n latAwotuec.lsivmdt P.tcokolorc'r.
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si ha:

c

à\

.A' ->-.." .fì>-.

2. ÉlÉtclzi

7c+3e+y=18f,
da cui:

r=1M-(7c+3c)=8c.
Per determinare i loti o e b ci basiomo sul teorema dei seni. Si ha:

a_c
sena' sen T'

e quindi:
a-40

;an F-;;go
si ha anche:

,L:_LsenB senf'

a= fi==. sen7ff=.1tr:

e quìndi:

,"lw=# - b=--9,u * nn3c=zo.
Conotciafio ora tutti gli elementi del tiantolo:

lari a=38, b=20,
ansoti e:7C, 9=3C,

Un' ùscnazione ìrrrpoflonte

Assegnando gli elehenti di questo rriangolo abbiafio, anche, fissato la posizione degli angoli
tbp.uo al lato noto: "darc il nome" a lati ed anBoli rigdifica inlati Ftssa e la reciproca posizione.
S? invece si dice: "un tian$olo ha un lato lungo 40 c duc angoli ampi 3C e 7C", si possono
diregnare t e tiaùgoli e non uno solo, come ùostra la Fit. 26.

Fio. 26

Risolveré i triangoll di cui sono dati due .ngoli e un hto n€gli eserclzl dal tr. lE3 al tr. 192.

163. a=3, 9-25., .r=87.

1t5. c-95, 9=8s"18'13", t=86'17'l
$7, b=l367, p:10'20', y:25430'

rM. A=10, p-60', r:72'
186. a=65, p=31'lE§, a=llXl9'31
188. c=14.516, a-).5"18'20', f=102'8'25"
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189. a=4r6,315, a=3'r, §=11e8'2s"

t9l, b=5,172.1V, p=fi'r'l", d=BYt'r'

215

t90, c=7,16.10-5 a=t5"8'3" r=7'tl
t». c=12, B=«r, .r=4s'

193. Risolvere i tdangoli A'B'C' e.4"R'C' disegnati nella Fig. 26 e confrontare i risultati ottenuti.
Si osservi che i tÌe a,iangoli ABC, A'B'C', A'B'C' sono simili; calcolare il rapporto fia i lati
comspondenti.

194. Risolvere i triangoli che hanno un lato lungo 50 e due angoli ampi 1f e 11f, e confronlare i
risultati ottenuti, calcolando il rappono fra i lati corrispondenti dei triangoii.

195. Due triangoli simili ABC e A'B'C' banno c=c'=8o,.=z' =IZA', f=B':180. Calcolare il rappo,to
fta i lati corrispondenti.

196. Due triangoli simili ABC e A'B'C hanno c=c'i, d=4', f=P', P=.t'; calcolare il rapporto fta i lari
coIrispondenti.

I) Esaminiamo due casi numeùci.
I) Sono doti i tre lan:

a=60, b=45, c=10,
Prcriamo a detembure gli onqoli di questo tiangolo basandoci sul teorenu del coseno; comincia-
mo col determinare l'anSolo a: parlire dslla relazione

d:F+C-2bccos e;

6lP=452+lG-2 15.l0 cos d.,

26s,=4§jffff=_t,asw.
È un risubam assurdo! Non può esist.Ìe un o golo il cui coseno vale - 1,6389, ilato che isubo

-l=cos a<].
È focite veifrcate che i calcoli sono stati eseBuiti corlettamente; e, allora, dov'è I'errote?
Esominondo i dati a=tu, b=45, c=10, si nota che fisula

b+c=55

a=60,
In queste condizioni, il tiangolo "non si chiude" (FiB. 27)!

Fig. 27

Nell'assegnate delle lunghezze ai lati di un trianSolo, bisogna semPre tener presente che le tre
lunshezze non Dossono cssere scehc a caso!
Ogii laro deve'essere minorc della somma d.9li ahi.lue: . cioè deve ess.rc:

a+b>c
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Osserviamo inoltre che se si fissa I'attenzione su un solo lato, pet esempio sul lato a, possiamo
scirere ld prima disuguaglianza nells foma

a>c-b.
e quesb se c>b. Alnimenti, se c<b, sciveremo ld seconda disuguaglianza nells fonna

a>b c.

Si deve dunque tener presente che: in un triangolo ln lato de1'e esserc minore de a somn a degli ahi
due e aggiore de a loro differenza; deve, per esempio, risuharc:

b-c<a<b+c.
2) Sono ùtri i te lati:

a=60, b=15, c:20.
Pet deteìminare gli angoli del tiangolo basiamoci sul leorema del coseno; comincidmo, pet
esempio, col detenni ale l'a golo ), a patie dalla relazione:

c2=a2+b2 2ab cos.t:;

2P-60,+15,-2 60 45 cos y.

"^".,: 60r+152-2P :n 06?\02-60-45 -" '" "'
e quindi:

r=j5..
Proviamo oru a deteminare I'a 8olo a s purti/e dal teorcma dei seni- Da

-L=_Lsen 4, se ^i

60 20
s?n 1 sen l)" '

e quindi:

"-- -- 6A-sen l5o =n ?.7\\20 -""'-''

Deteminismo, infine, l'angolo p; si ha:
p=l8(f (15'+48)=116'.

Gli elelhenti del triangolo so o dunque:

lati a-60, c=20;b:45,
ansoti d.=4Y, P=tl6', r=ls'

Ci si re de conto che i isuttati oienuti sono erruti: infstti, I'angolo opposto al lato lungo 60 è ài
4g', mentrc t'ansoto opposb aI tato lu So 15 è di 116"; ora, ciò non è possibile perché i ut
trhnAoto al lato maRliore si oppone l'angolo naggiorc. Dov è I ?ttorc:
EsaÀiniano il ptoéadimenro sisuito: verifichiamo subùo se l'ampiezza dell'anSolo d è colrctta.
Prowamo a deiminare quest a:mpie2za blsaado§i sul teoreno del coseno inrece che sul teorema
dei seni. Dalla rehzio e

nr:h2+., 2bc cos c-

,o' o=45ffiff=-o,tsztt.
Si capisce subito che I'sngolo 4 è onuso, dato che si è otte uro (Fiq 28)

cos c<0.
II c.tlcolatore confema questo fato; risuha:
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Risolverc i triangoli di cui sono dati i tre lati.

197, a=58, b:28, c=64 r98.

199. a=120. à=30, c=10 200.

2[t- a=54.25, à:89,84, c=107,82 2O2.

203. a=2.50 10-r, b:3,75 10 r. c:1,94.10 3 204.

zos. a=t6-t/2, b=\/6+'v2, c=2't5

2'17

Fig. 29

a=40, b=30, c:20

a:50, ò:50. c=40

a:1.95 l0', b:2,97.1O2, c:2,79.L02

a=4, b:2+2t/1. c=T/6

Applicando it*ece il teorcma dei se i, arevamo ottenuto:

Osservia o che i.sulta:
4q:t8c-131..

e (Fig.29):
sen 131':sen4q=0.75.

Abbiamo giìl fatb quest osservazione a ptoposito degh an|oli assoda lesercìzi 89'101): la sola
conoscenza di sen " porta s deteminare non un .tngolo, ma du? angoh, che sono supplementari
Dobbiamo ors aggiungere che, nella risoluzione dei trianqoli, in cui si ha se prc

(f <q<18f .

se si conosce cos a, l'a golo a viene individuato in motlo uniroco. L'aryomento è ttlxtlto in modo
più approfondito nel testo, cap. 5, pp. 134-135.

Possiamo ora teminare la isoluzione del ttìanSolo asseS ato calcolando p; si h«:
p=l80'- ( 1 31" + 1s" ):31" .

Si ottengo o cosi tuti gli eleme ti del tiangolo; si ha:

hri a-60, b:45, c:20;
anSoli z=l3l', P=34, .).=15'.

Lo svollimenLo di quesb eserci.io porta u concludere che, quando si risolve u t/ianSolo di cui
sono dali i tft lati. ri pos'onu \equiP due prct?dim? ti:
A) yale$i dùe 1)olte del teorema del coseno per detemlitlarc due angoli del triangoLo;
B) vale$i del leorcma del coseno per detet i are I dnglo opposrc al lato ma\qiorc' tene do

prcsente.hP qu"\o e it .oto a Solo ch? fuo cssete oiuo, iir' puo po, va|"rc del tenPna dPi
ieru per deretninare il v,oùo angolo àcl ttìsngolo-

#\
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206. Come è legata la condizione

b-c<a<b+c
alla condizion€

- l<cos z<1?
(Teneft pftseùte la relozione

cos "= 
tÈ+-C-a') .zbc

che si icava dal teorcma del coseno).

Zl7. Quali condizioni devono soddisfare i numeri 4, à, c, Iali di un triangolo.4BC, perché I'angoìo a
sia acuto?

a)t. Quali condizioni devono soddisfare i numeri a, A, c, lati di un Iriangolo /BC, p€rché il triangolo
sia acutangolo?

Z Esod,

IV) E aminiafio alcuhi casi numethi
l) Sono dati:

p=l10" a=jq, b=20.
Il tiaagolo non si può costube (Fig. 30).

Fig. 30 Fig. 31

2) Sono dati:
p=110,, a=20, b=30.

Si ha un solo tiangolo (Fig, 31).
Si osservo come sia importante conoscere la posizione dei lari tispetto all'anSolo noto. Questa
hJonazione viene gerreralme$e data scediendo i "nomi" degli elementi ossegMti: per cowenzia-
ne si indica con b la lunghezza del loto opposto all'angolo che ha vertice B e ampiezza P, e cosl per
gli ahri lan.
Risolvidmo oru il .riangolo; si possono detcnninare gli elementi inco$niti bdta dosi sul teorenl dei
§eni. Si procede cosl: dalla relazione

L: -Lsene selp
che, nel nostro caso, divento

2n:30sen, sen l1e

sen d= 20. sen-llL 
=0,6265 ;
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da cui:
a=3f .

Si detemina poi I'an|olo I; si ha:
y=181f - (1 10 + 3f ):31' .

Infine, si calcola il tato c, basandosi a cora sul teorema dei seni; si ha:

se 3la senllf'

c: -j9-sen31"=16.
sen 110'

GIi elementi del rriangolo sono dunque:
b=30, c=16;
B:11e, y=31".

Non è possibile costruire il tria Solo (Fi9. 32)

lati a:20,
an|oli d=3E,

3) Sono dati:
p=gc, a=40, b=20.

Fig 32

1) Sono d.a,i:

B:W, a=20, b=40
Si ha uh solo triangolo (Fig. 33); risulta:

Fig. 33

e inftne:
f=9C - 30'=64 '

Abbiamo così tutti gli elementi del Mangolo; risuba:

s={V1,-20,1j5
u""=fi=o,s-o=sx,

lati a=20,
anSoli a=3f ,

(per il teorema ài Pitagora)

b:40, c=35;
P=W, y:64
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5) Sono dati:
p=30P, a=20, b=8.

Costtuumo langolo di ve ice B (Fig. 34) e su uno
dei lati frssimo lo lunghezza

Ee=20.
Calcolia o la distahzo eE del wfiice C dal lato

CV = 20 sen 30' = 20. 0,5 = I 0.
Ci si rcnde conto che con i dati asse?nati nTn è possibil?
costtuire il Ìriangolo, dato che risuhà b<C-È.

6) Sotlo dati:
p=30, a=20, b=10.

Risulu (Fig.35):
b- CE =20 sen 3C .

Si otiene così un triangolo rettangolo; e ilunque:
a=W e, di rorueguenza, t-6X.

Si ha poi:
s-\,/ 20, aiù117.

Il triangolo assegnato lu dunque:
lati a-20, b=10, c=17;anSoli z=w, p=3c, y=60.

7) Sono dari:

B=30., a=20, b=15.
Ora suba (Fig.36):

Ltl<b<a.
Si otkngono perciò due tiangoli:

CA|B e CArB.
Risobiamo i due triangoli.
Si ha, in base al teorcma dei seni:

20_ 15sena sen3f'

sen d=20 segr 
=0,-6.

Questo yalore di sen d individua i due anqoli supptementad
,t=42' e .r=180-47=13§.

Considelinho il yalorc

§i ha il tiahgolo CA|B. Risuha, Wt questo tianeolo:
r É1 80 - (30" + 42a)= 10a

il lato ct si d?t.mina con il teorcmo dci scni:

,#=2*, ta + c,= ,4:sen t08=28.

2. E§ardzl

Fig. 36
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Fig. 37

Fig. 38

ll triangolo A|CB (Fig. 37) ha dunque gli elernenti:
lati a=20, b=15, cÉ28;
angoli ar=42', B=3A, y,=10e,

Co siderundo il valore
e,=13tré,

si ha il ùhtrgolo CA2B, pet cui:
y,=18C-(BA$C)=12'
c,- -4-sen.t2'=6.' senSu'

Gli eleme,tti del tdangolo CArB (Fig. 38)
lati a=20, b=15,
a goli d2=13tr, P=3f ,

8) Sono doti:
p=3c, a=20, b=20.

In quesro caso si ha un solo t angolo itoscclc (FiB.
E lacile dekrminarc gli elcme ti incoEniti: si ha:

r= 18C -2'iC= 12C
c= --4- sen 120o=3s.

b=20,p4a,

a=20, b-25,
e=2C, B=3C,

sono d fique:

c=35;
v=1200.

I=126..

39)

Il tiangolo ha dunque:
lan a=20,
angok a=3t,

9) Sono doti:
B:3O, a:20, b=2s.

Anchè in questo caso si ha un solo tfiangolo (FiB. 40),
di cui possiamo detenninaft gli èlérnenti basandosi
sul Eoftma dei seni; si ha:

20= 25
sen d sen3f'

se a=20 seY=0,1

7=18tr-(3e+24)=126"
e infrne:

c=-22- sen 126"=40.

ll ùiontolo ha dunque:
lati
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Risolvere i triatrgoìi (li cur sotro datr due làti e utr angolo non compre§o negli esercizi 209-219'

2ù9. d=lm", b=40, a=35 e d=100', ò:40, rt=50

210, a=60", ò=100, a=90 e d=6A', b=90' a=100

2lI^. d:60'. ò:100, a=100

212, y=91", b=4, c=3 e y=91a, b=4, c=10.

213. y=25', b=50, c=20, e f=25a, b=50, c:21

214. y=25", b=50, c=30 e 1=25o, b=30, c=50

215. y=25", b=50, c=50

2t6. B=101"23'/', a=t5,35, b=15,34 e p:10123'r', a=15,35, b=t5'36

217- p=51"3'l'l', a=1572,38, b=1222§0 e 9=51"3'1"t'ì ' a:1572'38, b=1222,9s

218. p:51'3'17". a=1572,38, b=13L5,23 e P=51"3'17"' a=1315'23' b:157234

2lg. 9:51'3'17', a=1572,38, b=15123a e P=51'3'17" a=15123a' b:1512'4o

Risolv€re, con il mctodo piùr opportuno, i triangoli di cui sono noti gli elementi seguènti'

?20. a=4, c=5, p=l3(" 221. b=32, a=9f, y=3f
,rr, .=17 n=6rlÒ !=1» 223. a=2J,3, b-28,5, c=35,42

224. a=1,0g7'10n, b:g,Og1 lcp, c=I,4gg 1,G 225' b=3195,94, c:1812,73' a=127"31-'4U'

226. a=3,5g.1r, b:4,58 t}a, T=27'37" 227' b=3,11 103, P:0,77"' v=99"3'15'

228. t=1/2', b=80, c:75 e f=122", b=80, c=100

»s. b=2t/jl, c=6\8, a=t3s' zz'n. a=\8, 9=18", v=45"

231. a=3-\8, O=t/6-t/2, ,=!2 232. a4\f2. b=2t/i, c=3+t/1

213. d:4s', a=!.vz, c=z1D 234. a=\n, A=\6, 7:18"

2i5. p:go'1'1', a:215,701' b=215"7o0 e 9=90'1'1"' a:215"7o1' b=215'702

Altri problemi di geometria

2.16. Determinare la lunahezza delle mediane
di un triangolo dr cii si conoscono I lati

(Ossenarc la Fig. 41: applicare il teorc a
d?l coseno prima al ùionqolo CAM ? Poi
at rrianzolò CMB: addizionarc m?mbrc a
metnbro le due rclazioni otknute.--)-
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2:17. Di un triangolo si conoscono i lati à=8 e c=10, e la mediana rr. relativa al lato c, che è lunga 6.
Risolvere il triangolo e determinare le aìtre due mediane.

238. ln un triangolo ABC il lato BC è lungo a e la mediana,4M ad esso relativa è lunga +.
Verìficare che il triangolo è rcttangolo in ,4.
Risolvere il triangolo e determinare le altre due mediane, sapendo che.4M forma con BC angoli
di 60" e 120".

239, È dato il triangolo ,48C che ha i seguenti latii A-E=4, aC=t ei=s. Determinare le ampiezze
degli angoli in cui viene diviso I'angolo , dalla mediana relativa al lato Bc.

240. È dato il triangolo ABC che ha i lati AR=2, Èe=6, A-e=s. Dividere BC in tre pa i uguali e
deteminare l'ampiezza degli angoli in cui viene diviso l'angolo z.

241. Un parallelogramma ha due lali consecutivi lunghi 8 cm € 7 cm. e I'angolo da essi compreso è di
70'. Calcolare la lunghezza delle diaSonali.

242. UIl parallelogramma ha le diagonali. lunghe 40 cm e 28 cm, che formano un angolo di 100".
Determinare i lati e gli angoli del parallelogramma.

243. In una circonferenza di centro O e raggio / si tracciano due corde ,4P e PO in modo che
AAP:60. e AAe:90,.
Cafcolare il perimetro del niangolo APQ.
(Il teoreha della corda esominoto nell'esercizio 170 rende Io svolgime to più rupido).

244. Due corde di uno stesso cerchio di raggio / hanno ìrn estremo comune sulla circonferenza; esse
sono lunshe r\A e 116.
Calcolare I'angolo fra lc due corde.
(Il teorema della corda. esominato nell esercizio 170, rende rapido lo svolgimento).

245. Due cerchi c e c', di raggi /=3 e /'=5. hanno una corda Ml{ in comune (Fig. 42). P è un punto
dell'arco maggiore MN del cerchio c e O è un punto dell'arco màggiore MN del cerchio .'.
sapendo ch€ MPN=50". detennin,r,e MAN=p.
(Valersi del teorema della corda esposto nell'esercizio 170).

246. Su un segmento ,48=2r si costruisce un semicerchio, e, dalla parte opposla, un quadrato ABCD
Nel semicerchio si traccia una corda,4M. che forma con,4B un aogolo z.
Esprimere MD per mezzo di t e di z e calcolarne Ia lunghezza per:

a=30", a=45'. a:60'.

27. Dimostrare che le diagonali dr e d: di un quadrangolo convesso inscritto in un cerchio (Fig. 43)

Fig. 42
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sono legate fra loro dalle relazioni seguenti:
,, (ad+bc)(ac+bd)
"t----i6+c.-
i @c+bd)(ab+cd)
' od+l1c

(A ciasdna delle coppie di triangoli ABD e BCD, ABC e ACD si ptò applicare il teorcmo del
coseno...; si tenga anche presente che se wr quadrunqolo è i,$criio in ncerchio,glia goli opposi
sotlo supplemenrari).

Fig. 43

248. A partire dalle due relazioni stabilite nell'esercizio precedente dimostrare il seguente teorema di
Tolomeo (astronomo e matematico grcco del II sec. d.C.):

4.d2:ac+bd.
(Moltiplicarc membro a membrc le relazioni trovate nel esercizio 247).

249, A partire dalle due relazioni stabilite nell esercizio 247 dimoslrare il seguente teorema di Legen-
dre (malematico fraflcese. 1752-1833):

d, :brl!! .d2 cd+ab
(Dividere membrc a membro le leldzioni ùovate iell'esercizio 217).

Problemi vari

250. Si è progexato il raccordo srradale ,{B (Fig. 44) che evita di allraversare la città C Dcterminare
la lunghezza del raccordo ,48.
Se sulla strada che attraversa la città si mantiene una velocita media di 40 km/h. mentre sul
raccordo si riesc€ a mantenere una media di 70 km/h, quanto tempo si risparmia percorrendo il
raccordo,4B?

251. Si costruisce sulla cima di una collina un ripetitore per trasmissioni televisive AB, alto 20 m (Fig.
45). Da un punto P al livello del suolo vengono osservate la base,4 e la punta B del riPetitore; gli
angoli di elevazione sono di 19" e 24'. Ouanto è aha la collina?

252. Il lancio di un v€icolo spaziale y viene seguilo da terra con un radar Posto in ,4 (Fig 46),
L'antenna del radar è inclinata di 40" rispetto all'orizzontale c la djstanza ,4y è di 10 418 km.
Quanto è distante y dal cenlro C della terra?
(Ricordare che il raggio della tern è AC=6371 km).
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Fig. 44

Fig. 45

Fig. 46
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253.

2. Esatcizi

Si sta progeltando una galteria rettilinca che deve collegare due paesi,4 e B situati su due versanti
opposti di una montagna- Per prevedere la lunghezza della galleria i progettisti procedono così:
misurano da una località C. facile da raggiungere. le distanze C7= t.I25 km e aB=2.456 km e
I'angolo,4aa=50'2'35". Ouanto sarà lunga lù galleria,4S?

La struttura di una molecola di ammoniaca (NHl) si può rappresentare con una piramide a facce
triangolari (Fig. 47). Si trova che:

HftH=to6'45.
/rT=1.01,{ angstrom:1.014' l0-ro m.

Quanto vale la distanza fra due atomi di idrogeno?

Fig. 47

254-

255. Una nave parte da un'isola.4 per raggiungcre ìl porlo P. procedendo in linea retta; a causa di un
errore. la navigazione awiene su una rotta diversa. Dopo 6 ore il comandante si accorge
dell'errore e ordina di virare di un angolo di l9"r in tal modo si dirige esattamente verso il porto P
che raggiungc dopo 2 ore. Quanto lempo si è perso a causa dell'errore, se la nave ha mantenuto
§empre una velocità costante?

256. Nella Fig. 48 è schematizzato il funzionamento di un muriouél1i.r,no che si trova in molte macchi-
ne: il corsoio P scorre su una guida metallica. mentre ruola la testa I della biella /'. che è
imperniata in ,4.
La biella A è lunga 200 cm e la manovella m è lunga 70 cmì quanto vale la corsa della biella (cioè
la distanza P7). quando l'angolo IpA è ampio 20"? Ouesto problema ha una sola soluzione?

Fig- 48

257. Si accoppiano alla stessa biella. lunga 20o cm. manovelle di lunghezza diversar si considera
sempre il caso in cri TFA=20".
Calcolare là corsa dclla biella quando Ie manovelle sono lunghe:

,,=6t1.4 cm. ,r=200 cm, ,,=210 cm.
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258-

259.

Problemi di topografia

si l"!" ni\uturc I ahezzt 11 di w1a toffe AB. tÉl caso it1 ctli ta b!!e A della toffe è ac.essibile, cioè
si può, a partire da Lt a posizione C, nisurarc sul te eno li di*unza AC:b (Fig. 19). Esuù|i arc
le varie siùozioni che possono prese tarsi, e che sono proposte negli esercizi 258 260.

La base A si trovà allo stesso livello di C. come in Fig. 49. e rhulta,4aB=7.
Esprimere l? per mezzo di b e di Ir detcrminare poi I nel caso in cui

b=5.2 m. .,,='70'20'.

La base,4 della torre si trova al di sotto del piano orìzzonlale passante per Cl si misurano gli
angoli ir e j1 (Fig. 50). Espimere lÌ pcr mezzo di b,',, e ì1; dclerminare Poi,r, flel cuso in cui

b=12.3 m, i1:20'10', ì1=50'30'.

La base,4 della torre si irova al di sopra dcl piano orizzonlale passante Per C; si misurano gti
angoli 71 e j1 (Fig. 51). Esprimere } per mezzo di b. 71 e t', e deterùinare i nel caso in cui

6=18.4 m, ;::78'12'. ;,r =21'10'.

Fig 49 Fig.51

Esaminisnlo on it cdso in cui ld brtse A delli tofte sin visibile mtt ilnccessibile, cioè on sia
possibile misururc, (la na posizione C. to Jrntrza e4 n causa fet e\ùnPrc, di un fassttto.-Occolre 

fissare, sul terreno iircostante ta base A delll tofie' n sellnetùo CD httSo d.
Negli esercizi 261-263 si ptopo e l'esatne !1i trc sinnzio i che Possono Prcse nù'i

261. I punti C e D si lrovano allo stesso lilello della base,4 della tùre (Fig. 52); si misurano gli angoli
l,-e ,'. Esprimere Iaìtezza,[ in funzhnc di d, i-. ,'; crlco]are À nel caso in cui

d=5 m. -:78'3'. ,'=22'57'

,.ì0

Is'
|:

. /,,
Fiq.53 Fig. 54

MJ
Eir

;c
H

4À

A

-lr

Fg 52
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262. I due Dìrnti c e D si lro\rano al dl sopra della base,4 .lella lorre (Fig, 53); si misulano 8li angoli ..,

'"'' l],"i,l"Èii,ì,é i, i" i,-i",i ai7 '" :, ' ì2: carcoldre /' ner càrc in cìri

d=22.8 m. )'F65'3'' i'2=18'3'. ò=21"4'7''

263. I due Durti C e D si trovano al dr sotto deìla base della rorre (Fig' 54); si misurano gli angoli a'
-- ;-ì,:;i;,--.[ "i,iii,i, i, i" r,",'"e di d a ', 7': carcorare l, ner c"\o in cui

d:25.8 mi ò=42'4'; r=68"23', 1'2=13'52''

264. Per mi.urare I'ahe7/al1 di una monlaena Iispeìlo dl pidno onlzonlale pa:'anle per un Punto P' Lla

- ' ;i;ir;; ledere la vetta / della nionragna 'i Drocede (o'ì (Fig' 55): 'i 'ceglie un punto ?'
u.."t.,bil". !i.ibile da P, e 'i mi'uraflo gli ango'i 'eguenlr

B=VAP

"=vFO
I= ypfl (anColo che la direzione yP forma col Piano orizzontale passante Per P)

e sì misura infine la distanza
FO=d.

Esprimere l'altezza À in funzione di d, z' p. l'; calcolare fi nel caso in cui

d=3 m. a=42'3" p=38'55',. r-=50"8',

Fig.55

265, Per misurare la distanza fra clue punti,4 e B, non visibili uno dall'altro (a causa' per esempio' di

una collina), si sceglie un terzo punto, C, in modo da poter misurare le distanze CA e CB e

l'angolo,4é28:i aFigj6). I punti sono allora raggiungibili e visibili dal punto C

f.pilr*t" ru ai.t"J"'e} in funzione di a, ò, 7i calcolare '47 nel caso in cui

a:10 m, b=15 m, 7=110'3'

266. DÌre Dunti A e B sono separati da un corso d acqur; r due puntr sono.allora !.isibili' ma uno solo'
-- ;i;#il;, Jr"..*itii" ti,e srl §i rissa allora un punio Cin modo che sia possibile misurare

lt

Fig. 56 Fig. 57
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fa distanza C7 e gi an goli BÀC e BeA; si hal
BÀc=a. BeA=.t, A-=b.

Esprimere la dislanza,47 per mezzo dr b. ,. yi calcolare AT nel caso in cui
b=18 m, z:48"3,, ;=5635,.

Consideiamo infine il caso in cui i due punti A, B, sono ehtanbi inaccessibili (Fig. 58), e si
(leye misurare ld distanza A:8. In questo caso si lissa sul terreno una base CD lun|a d, e si
misuruno i seguenti angoli:

a=AeD e a':BeD
p=cbB e p':Abc.

In base a qu?\ti dati ti può.atcolarc la lunghezza di AD e di BD.
Così si ottiene A-8, risolvefido il triaùgolo ABD di cui sono noti Ai, B*D e t'angolo conpreso B,

267. Determinare la distanza ,4-B fra due punti inaccessibili, avendo i seguenti datiì
d=50 ln. d=95'2'18", d'=55'8'21", p=84'8'41', p'=4»5'35".

Problemi di fisica

Un coryo tirato da (lue forze f, e f) è soggeno atla foza f, isukante dette due lorze i, e flr; f si
o iene con la rcgola del pa tllelog/amfia, illustata da a Fig. 59.

Fig.59

229

26t. Una nave è lrainata da due rimorchiatori, che esercitano una forza r=107 Nevrton.
Sapendo che i cavi formano angoli di 2ff e 35' con l'asse di simmetria della nave, determinare la
forza risultante / con cui è tirata la nave.

269. Un quadro è appeso ad un gancio per mezzo di un cordoncino, come è illustrato in Fig. 60.
Sap€ndo che il cordone esercita una tensione di 12 N, delerhinare Ia forza risultante agente sul
ganno.

270. Due uomini e un ragazzo tirano una barca lungo un canale. I due uomini tirano con forze fl e /]
indicate in Fig. 61. Trovare direzione. verso e intensità della Iorza minima che il ragazzo potrebbe
esercitare per mantenere la barca nel centro del canaÌe.

''l'\'

Fig.60 Fig.61
.=-:=
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2. Esercizi

Tre forze usuali sono aDplicate ad un corpo in uno §tesso punto '4 Quale deve essere I'angolo fra
le Iorze peiche la risulidnte abbia jntensila nulla?

Se si esercita una forza i su un oS1etto che si sposta di un certo tatto §, si esegue un laroro L dato
d4

L=f.s cos d,

do|efedssonoilmoilutodettafotzaedellospostamento'e,èl'angolofrailvettorcforzaeil
vettore spostamento.

Deterrninare il lavoro di una forza /ì d'intensità 15 N, esercitata su ìrn corpo che si 
-sposta 

di un
tràtto-JO -,."tt" situazìoni ilui;ate in Fig. 62 Quale significato ha un lavoro L<0?

Fig. 62

273. Un corpo di massa m=20 kg cade nelle due situazioni iuusrrare in Fig 63- -. N;i; fi;i;A il corpo viene lasciato caderc, mentre nella situazione B il corpo scivola lungo
,n oiun" in"tinuto ""nri attrito. Calcolare il lavoro compiuto dalla forza peso f' tenendo conto
.hè: in errrambi i casi. il di§liveuo è ft= l0 m.

Fig. 63
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Nei morimenti rctatori è importa te lalutare il momento M di una forzai ; tale momento è doto da

M=f.rsen0,
dove f èil modulo detta forza, re la di:ranza lra it centrc O di rctozione eil punto A in cui à

appliian la forza. e O à [onEolo lra f e la conRiungente OA (Fig 64)'

Fis. 64

274. Una Dorta ha la maniglia a 75 cm alalla cerniem C Pel chiudele la porta' plemendo sulla
mani;lia. si esercita una torza / di 20 N.
#i;i#;;"-;i;;;;,i; d;li,'f;.,;. . calcolare per quale ansolo 0 iale momenro è massimo

6.ài" il,ii" ,ia"'i"tte aPPlicare in un Punto dis-tante 25 cm da c per avere lo stesso momento
massimo?

275. Determinare il momento alella foÉa f. che ha un intensità di lO N, nelle situazioni illustrate in-'* iù:;;:i;;;;;:;;i";,àl'u"." À iot^"ion' del disco passa per o ed è perpendicolare al piano

del foglio.
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Sull'area del triangolo

276. Calcolare l'area dei triangoli che hanno due lati lurghi 20 cm e 16 cm. quando l'angolo compreso
fra questi lati ha uro dei seguentj valodì

d1:10, a2=30o, 23:45", zr=60', as:80"'
d6=90', 4=120', as:735" e.s=12ry ' qo=170"

277. Ftu tttlli i triangoìi che hanno i lati lunghi 20 cm e 16 cm e l'angolo compreso 4. determinare
quello che ha l'area massima. In quali ca§i si ha l area minima?

278. Determinare I'area dei parallelogrammi che hanno due lati consecutivi lunghi 50 cm e 40 cm.
quando l'angolo compreso da questi lati assume i valoli elencati nell'esercizio 276.
Oenere preiente chein parallelogramma è diviso da ma disSonale in due trianSoli ryuali).

279. Il parallelosramma articolato di Frg. 66 ha due Iali consecutivi lunghi 15 cm e 30 cm. ed ha
I airgolo coÀpreso tra questi Iatr \,arrabile. In quale caso il parallelogramma ha l àrea massima? E
ìn quali casi si ha I'area minima?

Fig. 66

280. Dimostrare che l'area di un paraÌlelogramma è data dal prodotto delle lunghezze di due lati
consecutivi per il seno dell'angolo compreso

281. Il quadrilatero ,4BCD di Fig. 67 ha le diagonali lunghe 8 cm e 12 cm e uno degli angoli fra esse
comDreso amoio l0'. Calcolàre lare" del quadrilalero.
tTenere oresàne ch? tt duadtilaPrc \i pLtò \cotttpottc m qu,1nrc tian]oli: 4OB. BOC (OD'
tOO. t ** det quudriiarero è ta sonna delte atee Jeì qua ro iùn8Ò1i...t.

Fig. 67

282. Con l'apparecchio di Fig. 68 si costruiscoflo tanti quadrilateri che hanno le diagonali di lungh€zza
tissa, mtlangolo dculo. ira esse compreso. tariabiìe
Quai è il qua-drilatero di area massimà? ln quali situazroni-\i oÙiene l'area minima?
òimostraré che I'area di un quartrilatero e daia dal semiprodorto delle due diagonali per il seno di
uno degli angoli da esse formato.
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283. Un poligono regolare di n lati, inscritto in un cerchio di raggio /, si può scomporre irr, triangoli

isosceli uguali unendo i vertici con il centro della circonlerenza (Fig. 69).

284.

Fig. 69

Esprimere, in funzione del numero n di lati e del raggio / del cerchio, le seguenti grandezze:

- la lunghezza di un lato ,48;
- il perimetro del poligono;

- l'area di uno dei triangoli /OB;
l'area del poligono.

Sulla base delle formule lrcvate nell'esercizio precedente, calcolare, in funzione di /, il lato, il
perimetro e l'area dei seguelti poligori regoÌari inscritti in ùn cerchio di raggio /: triangolo,
quadmto, pentagono, esagono? ottagono, decagono, dodecagono.
Riunire i risultati ottenuti in una tabella, come è qui indicato:

285.

I valori det seno o del coseno degli angoli che intervengono, espressi per mezzo di radicali, si
possono novare nel testo (pp. 18 e 19), o rica,rarc in base alle rclazioni sugli angoli associan @.
s8).

Sapendo che Ì'area S di un triangolo qualunque è data dal semiprodotto di due lati per il s€no
dell'angolo compreso, dimostrare il teorema dei seni.

@a S=! bc sen a= !acsen p=!ab sen.i, si ottiene...).

Riferirsi all'esercizio 169 in cui si dimostra che per un triangolo qualunque dsulta
abqm-en4-«ry-"''

con R mggio del cerchio circoscritto al triangolo, e, valendosi dei risultati ottenuti nell'esercizio
285. dimostrare che si ha:

p- abc"45

287. Di un triangolo /BC si conosce l'arca, .l=12, e ì lati, 6:6, c=5. Risolvere il triangolo.
La soluzione è unica?

286.

nome del poligono lato
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288. Descrivere quali situazioni si Possono presertare quando si deve risolvere un triangolo di cui si
conosce l'area S e due lati, per esempio ò e c.

(A pafiie datla r"lorisns S=tbcsena, se 2s>bc ..., se 2s=bc .. , se 2s<bc -- ).

289. Risolvere un triangoÌo ABC di cui sono dati due angoli (a=40o32' e p=lllo3') e il raggio R del
cerchio circoscritto (R=20).

290. Dimostmre che l area di un triangolo si può esprimere nella forma
.§= 2lR: sen a .sen p .sen I,

dove R è il raggio della circonferenza circoscitta.

291, Considerare I'area di un triangolo qualunque espressa nella forma

.s=1r".." "2
e tenere presenti le seguenti relazioni:

l) s€n,r-cos,z=l - senz=VT:mI;. dove r<180o

2l a2=b2-c2-zbccos z - rorr=b''-;;o=-.
Si potrà scrivefe:

u) s-)b1ft-WPY-lwt+:ttttt=;+
Basandosi sul prodotto notevole

x2_yr=(x+y)(x_y)
riscrivere la (1) nela forma:

s=\/i6=;t6=6tri-d 2p:a+b+cl

»3.

294.

quesra formula. che csprimc l area in tunzione del \emrperimelro del irianSolo e della Iunghezza
dei rre lati. è dovuta ad Erone, malemalico greco vrssuto fra rl 100 a.C. e il I00 d.C.

La piramide di Cheope, in Egitto, ha qualtro facce triangolari uguali. Ogni faccia è un triangolo
isoscele che ha la base lunga 230 m e i lali lunghi 219 m.
Determinare Ia superficie Iaterale della piramide
lci si può basare su a formula di Erone).

A partire dalle considerazioni svolle nellesercizio 286, dimostrale che il raggio À del cerchio
circoscritto ad un triangolo di lati ,. b. c è dalo da

R= qbL" a\\/ p(p- a)(p - b)(p - c)

Determinare il raggio / del cerchio inscritto iIl un trìangolo di lati a, ò,, c (Fig. ]q):
(L area S det rriaiioto si può ottenere sommando le areè dei trc tiahSoli COA, COB, AOB, che
hanno ahezza... . Basandosi poi su a lom la di Ercne, si ottiene:

,:rs:@?o.q)

Fig.70
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295. Dimostrare che I'area s di ìrn quadrangolo convesso inscitto in un cerchio (Fig.

s=!@a+0,)"""".
(Ricordare che se un quadrangolo è inscitto in un cerchio Bli anSoli oPposti sono supplementari).

296. Riferendosi alla Fig. 71, tenere presenti le seguenti relazioni:

S:!ka+U)ser" (S è l'arèa del quadrangolo)

sen2a+cos2,:1 - senu=VT ;osra (essendo 0"<c<180")

| fi=6za1t-2,4rot, l
Itèorema del co<eno ner ADBIII a'+d2-h) c21 d4_b.+.r_2brcos z .-_ l-,"'"- 4o-a_ *1(teorema del coseno per CBD I| "on v=136'-,1, I

235
71) è data da

Fig. 71

0)
(2)

(3)

Da queste relazioni si ottiene:

s= t, aa. o. 4f r €ffi;!- = j',aaato.t;t;t=;r a,
Basandosi sul prodotto notevole

n':-)'?:(r+t)(.r-)),
dimostrare la formula di Brahamagupta (matematjco indiano deMl secolo):

s= \fit j1)\p=btp=Vtrp At.

2P:a+b+c+d-
Confrontare la formula di Brahamagupta con la formula di Erone esposta nell'esercizio 291.

297. Dimostrare che l'area di ìrn quadrangolo dt lati a, b, c. d, inscrittibile e circoscrittibjle in un
cerchio. è data dal

s=\66è4.
(Ricordare che un quadrunSolo è circosctittibile ad un cerchio se tisuha

a+c=b+d,
e considerale ta fomula di Brahamagupta, che abbiafio dimostruto wlida pet u quadranSolo
inscitibile in un cerchio).


