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1. Problemi che conducono ad estendere Ie funzioni
trigonometriche

I problemi proposti nel capitolo precedente portano a chiedersi:
che cosa accade se ci si trova a dover risolvere un t angolo ottusangolo?

Si rimane perplessi: le funzioni t gonometriche sono state infatti
introdotte solo per gli angoli acuti; d'altra parte, sembra assurdo che un
problema di astronomia o di fisica non sia piir risolubile quando vi
compaiono dei t angoli ottusangoli.

A suggerirci come ampliare Ie nostre conoscenze è uno strumen-
to fondamertale nella navigazione marittima e aerea: il radar.

In Fig. I è riportata la fotografia di uno schermo radar, che fa
parte degli strumenti di bordo di una nave o di un aereo. Se osscÌviamo lo
schermo quando il radar è in funzione, vediamo una semiretta chc spazza
lo schermo ginndo in senso antiorario; ia presenza di un ostacolo che si
trova nella direzione in cui punta la semiretta è segnalata dall'accendeBi
di un puntino luminoso.

Fig. 1

Fig. 2

Si può così conoscere facilmente la posizione di un ostacolo -4
dspetto all'osservatore O mediante due numeri che si leggono direttamen-
te sullo schermo (Fig. 2):

- la distanza OA:r
- I'angolo 4 che ha descritto la semiretra Oa, a partire dalla posizione

Op.
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Dunque, la posizione di un punto .4 dello schermo viene indi
viduata da due numeri, r ed z, chiamati raggio e anomalia; sc veremo
A(r,a).

Il punto O prende comunemente il nome di polo, Ia semiretta
Op il nome di asse polare; si dice allora che sullo schermo radar si è
stabilito un riferimenro polare.' ln Fig. 3 abbiàmo indicato qualche punto con le sue coordinale
polari.

\,1

r(2.s0)
B(3,90P)

c(1,120')
D(2,3001

Fig. 3

Spesso, usando il radar, s'incontra il problema seguente: riporta-
re sulla carta geografica la posizione di un ostacolo .4 rilevato sullo
schermo. Bisogna allora individuare il punto I rispetto alle direzioni
Nord-Sud ed Est-Ovest, bisogna cioè darne longitùdine e latitudine,
indicando le distanze OA' ed AA' (Fig. 4). Siamo cosÌ condotti a tradurre
le coordinate polari di un pu[to ,4 in coordinate cartesiane.

In Fig. 5 abbiamo schematizzato
fissando un riferimento cartesiano con l'asse
Osservando il triangolo o,4,4', è immediato

=cosa + x=/cosrl
v
-=sen 4 - v=/sen ?-f'

Scegliendo in particolare il segmento O.4 lùngo 1, avremo:

Fig. 4 Fig. 5

la situazione ora descritta.
delle r coincidente con Op,
scnvere:

o)
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Riflettiamo ora sulle relazioni (l) os.enando la Fig 6 dore
abbiamo indicato alcuni punli. determinandone sia le coordinale polari
che quelle cartesiane. Tr-oviamo una situazione inconsueta: col'losciamo
sia le coordinate cafiesiane che Ie coordinate pola di vari punti, ma
possiamo sc vere le relazioni (1) solo per i pullti che hanno la coordinata
polare a<90'.

coordinatepola coordinatecartesiane

AI L.1I
\12 ,12 )

,/ r v5\"\22)
c(-1,0)

\ \/2 !21

A(1,45)

B(1,120')

c0,180)
D\1,2251

Come superare questa Ìimitazione?
Cominciamo con_l'esamìnare le coordiùate polari e cartesiane dei

punli 8. C. D. in(ieme alìe relazioni (l)e riassumiamo le no:lre osserra-
/ioni in una tabella come quella seguenle:

punlil coordinate cartesiane

a=120'

-] =cos 120'

f =senl2o"

-1=cos 180'
0:sen 180'z=180"

r:1, =cos 225"

=sen 225Ò

coordinatepolafi relazioni

1

!2
1

\/2

È l'ultima colonna della tabella che sùggerisce un nuovo modo di
definire seno e coseno di un dato angolo e. Ecco come si procede (Fig.7);
si lissa il punlo P di coordinate polari (l.r). sc ne calcolano le coordinate
carlesiané (.r,J ) e si sLabilisce che risulra semPre:

cos c=x
sen c=y.
ln questo modo, il seno e il co5eno di un dngolo sono deliniri per

tulti i valori dell angolo compresi tra 0" e 160".

_1
2

\/5
2

/a
\.r

Fig 7
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2. !-a clrcDrrfeferrza EùnionrÉirica
Ufio strumento qttuale il rudar - ci ha condotti ad estendere le

funzioni trigonomettiche ad angoli impi fino d 36A". Il camrnino che
abbiamo percorso è molto |icino a qua to è avyenuto nella storia, ma - è
chiaro - indipendentemente dal ruda

A partire dal XII secolo, le funzioni trigonometriche di.utgoli
.tcuti si presentavano spesso nelle ricerche scientifiche più varie ma, fino al
XVII secolo, era o legate esclusitamente ai tiangoli. Perché seno e coseno
wngano ad averc u significato sul piano cartesiano, bisogta arrivare al
XVII secolo, quando furono introdotte sia le coordinate cartesiane che le
coordindte polari.

Un secolo dopo, lo studio di alcùne curvet motiva la ricerca aLi
formule per possore da .oordinarc pola a coordina!? ro etione: cos?no e
seno di un angolo venBono.ontiderati come atcista e ordnata dt un puno
che si troua sulla circonferenza di laggio udìtafio.

E proprio seguendo questa linea di pensiero che inttod fiemo ord
se o, coseno e tangente di anqoli ampi fino a 360".

ln un sistema di coordinate cartesiane si disesna il cerchìo che ha
centro nell'origine e raggio unitario. Relativamente a"questa circonferen-
za, si stabilisce un modo convenzionale di rappresentare gìi angoÌi (Fig.
8): si legge l'ampiezza a di un angolo.4OP in veiso antiorario, scegliendo
sempre come primo lato O,4 e come secondo lato OP.

Fig.8

oo

ln questo modo, ogni angolo è individuato da un solo raggio OP
e, viceverca, ogni raggio OP può essere considerato come secondo lato di
un angolo e, ampio fino a 360".

La circonferenza così caratterizzata prende il nome di circonfe-
renza goniometrica (dal greco gonion, angolo e metron, rnisluxa), pet

cordare che è stabilìto un modo di misurare gli angoli.
Disegnato un angolo 4 sulla circonferenza goniometrica, sj consi

dera il punto P ad esso corrispondente e si definisce:
cos z=ascissa del punto P
sen z=ordinata del punto P
Per esprimere anche tg ? mediante le coordinate di un punto, ci

si basa sulla costruzione della retta tangente al cerchio, seguendo il
procedimento noto agli Arabi (p. 19): si traccia la retta t tangente alla
circonferenza goniometrica in,4 e si considera il punto I, dove la retta
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costr =ascissa di A=1
cos9e = » » a=0
cos 180"= » » C=-1
cos27ff= » » D=0
cos360P= » » A=1

e senff =ordinata di /=0
sengff = » » 8=1
sen 1800= » » C=0
senZTOo= » » D=-l
sen3«P= » » 7{=0

2, La tdgonomet a 3ul piano canosiano

Fis- 11

OP incontra la retta, (Fig. 9). Dal triangolo rettangolo OfA risulta:
TÀtcc:i;i

e, quindi,
tg a:ordinata di L
Si capisce ora come este[dere questa nozione anche ad angoli

maggiori di un angolo retto (Fig. 10)i si defiBisce, per qualunque angolo
di ampiezza a, compresa fra 0P e 36f,

tg a=oldinata di f.

3. Le funzioni goniometriche

Impadroniamoci subito delle nùove definizioni, iniziando dal
seno e dal cos€no di qualche angolo particolare, che non richieda l'uso del
calcolatore. Si ha (Fig. 1l):

Con il calcolatore, poi, possiamo trovare seno e coseno di va
aogoli, este[deodo il procedimeoto esposto nel Cap. 1, n. 4, al caso di
angoli ampi frno a 36tr. Ad esempio, per la lunzione seno abbiamo:

tse N rO,s

190" N r -0,174
355" N r -0,087.

Analogamente, per il coseno si ha:

120'@,-0,5
18s' @, -0.9%
350' @ r 0,985.

Frg. I
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Si nota che, comunque sia ampio I'angolo z, tisùlta sempre:

-1<sen e<1. 1<cos z<1.
Queste limitazioni sono evidenti, dato che cosa e sena sono

ascissa e ordinata di un punto P che "gira" sulla circonferenza di ccntro O
e raggio 1 (Fig. 12).

Occupiamoci ora dclla tangente. Usiamo subito il calcolatore e
cerchiamo la tangente di 90'. Piemendo i tasti

E@l _Nì

si ottiene. come risposta, ùn segnale d'elfore. Perché?
Riprendiaùo la definizione deìla tangcnte di un angolo con la

circonferenza goniometrica e osserviamo la Fig. 13: come sappiamo, tg a è
I'ordinata deì punto I. e quando l'angolo 4 aumenta da 0" a 90', il punto
f 'sale" sempre piir. quindi. la sua ordinata diventa sempre piil grande.
Ma quando e vaìe 90', P coincide con, e la retta OP coincide con l'asse
delle ),, che è parallelo alla retta l. Le due rette non s'incontrano e,
quindi, non esisLe il puolo f: pcrciò. Ia tangcntc di aa" tton e:isre.

E per que.to che ll calcolarore ci \etsnala un errore. quando gl;
chiediamo di mostrarci il valore di tg90".

Possiamo, tùttavia, ottenere dalla macchina i valoi della tangell-
te di angoli molto prossimi a 90"; per csempio, possiamo trovare:

t989"=57,29
ts89 .9=572.96
t989,99=5729,58
tg 89,999999=57295780.

Con il pensiero, possiamo immaginare angoli ancora piir vicini a 90" e, in
corrispòndenza, valo della tangente ancora più grandi.... ma 90" è un
angolo proibito!

Osserrando poi la Fig. 14. \edramo che. quando langolo supera
di poco 90', si ottienè un punto T "molto in basso", cioè con ordinata
grande in valore assoluto. ma negativa. Anche ora. Po\\irmo delermindre
l-a tangente di angolr ottu5i \icinissimi a q0'ma leggermenle maggiorl: per
esempio, si ha:

t991"=-57,29
tg90,1=-572,96
tg 90,01=-5729,58
1g90,000001= 57295780.

35

Fig 12

A,
ap
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E anche ora, col pensiero. possiamo immaginare angoli ottusi vicinissimi a
90'e, in corrispondenza, valori della tangeute ancora Piùr grandi in valole
assoluto e negativii ma 900 resta un angolo proibito

Via via che langolo aumenta da 90" a 180", il punto f "sale"
lungo la retta, e, dunque, ha ordinata negativa ma ctescente veIso il
valore zero.

Considerazioni analoghe si possono ripetere a partire dall'angolo
di 270", che, come quello di 90", non ha il valore cor spondente della
tangente.

Si scopre così che I'estensione della funzione tangente ad angoli
fino a 360" comporta qualche difficolta imprevista; per evitare erro ,
occorre specificare che la funzione:

tNle_-lg1
fa corrispondenre ad ogni aDgolo a il relativo valore di tgz, purché si
scelga

c+9tr e a+270'.

Le tre funzionitÉitrl eGt mNì
": s<n2 : ___:- LU!, x - -:- iÈz

che abbiamo definito mediante la circonferenza goniometrica prendono
anche il nome di funzioni goniometriche.

4. Oue relazioni fondamentali che legano seno, coseno
e tangente di uno stesso angolo

Dalla definizione di senc, cosa e tgd derivano dùe importanti
proprietà.

I) Conside amo un punto P che si muove sulÌa circonferenza di
centro O e raggio 1 (Fig. 15); P ha semprc le coordinate ,I ed y legate
dall'equazione

x2+y2=1. (1)
OÉ, sulla circonferenza goniometnca, ogni raggio OP è lato di un angolo
AÒPesiha:

co§ z='r sen 4:y.

v

Àt

Fig. 15
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La relazione (1) si può quindi sc vere così:
(sen a)'?*(cos a)2=1.

Abitualmente, si usa sc vere sen2 a al posto di (sen d)2 e cos2 d al posto di
(cos a)2. Si ha dunque, per qualuflque angolo d:

sen2 d+cos2 a=1.
Abbiamo così tovato ùna prima relazione che lega seno e

coseno di uno stesso angolo.

II) Trovercmo ora una relàzione che coinvolge anche Ia tangente
di un angolo.

Nella Fig. 16 abbiamo indicato l'angolo a (acuto o ottuso) e it
punto 7 che permette di individuarne la tangente. Risulta, nei due casi:

coordinate di 'L (1,, tgd)
coordinate di P: (cosa. sena).

/
\

Fig. 16

Otu P e T si trovano sulla stessa retta per l'origine, cioè su ulla retta
d'equazione

t=-.
perciò si avrà, relativamente al punto T(1, tg 4),

tsat=nt
e, relativamente al punto P(cos d, send),

Si ottiene quindi:
sen d

" cos d

Ouesta relazione porta a chiarire il significato di m, cioè del
coefficiente angolare d'una retta d'equazione y=zrr; si ha:

m=tg d.
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Eig- 17

Risulta così che il coefficiente angolare (o pendenza) della retta è dato
dalla tangente dell'angolo che la retta forma con l'asse delle.x; è chiaro
che I'angolo deve essere misurato scegliendo come primo lato la direzione
positiva dell'asse delle r e come verso quello antiorario (Fig. 17).

Due osservazioni sulìe
riscriviamo:

sen2 4+cos2 a=l
É!_L:," -cosa è_'

A) Qùeste due relazioni, lette da destra verso sinistra, esprimono
qualcosa dawero non banale: il numero 1 si può sempre esprimere
mediante la somma sen2d+cos24, dove a è un angolo qualunque e la
funzione tga può essere sempre sosrituita dal rappono senz.

B) Se è fissato il vatore di una delle tre funzioni, per esempio di
tga, le due relazioni danno luogo ad uo sistema di secondo grado nelle
dùe incognite sen r e cos e. La risoluzione del sistema colduce a determi-
nare i valori di sen a e cos d.

Negli esercizi (pp. 197-199) si trovano svolti e commentati alcuni
di questi sistemi.

5. Angoli associati
Nel paragrafo 3 del Cap. l abbiamo osservato che seno, coseno e

tangente di un angolo sono generalmente numeri irrazionali, di cui il
calcolatore ci fornisce solo i valori approssimati. lnoltrc, nel paragrafo 2
dello stesso capitolo siamo riusciti a determinare scno, coseno e tangente
di pa(icolari adgoli acùti, espressi per mezzo di radicali. In particolare,
abbiarno trovato:

sen 30"=

cos 30'=

tg 30" =

relazioni che abbiamo trovato e che ora

1
z
\lE
2
1

v3

m=lg z=-0.8
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Vediamo ora come valesi di questi risulhri per esprimere, per mezzo di
radicali, s€no, @seno e talgente di altd angoli.^

Cnminciamo col disegnare l'angolo /OP=3f (Fig. 18). Dato
che risulta

ordinata di P=sen 3f e ascissa di P=cos3f,

l\.11.

Fig..16

Consideriamo ora il punto simmetrico di P rispetto all'asse delle
,: è il puÀto O, che ha la stessa ordinata ma ascissa opposta (Fig. 19).
Risulta dunque

nl-15 11Y\ 2'2).
Abbiamo così costruito un nuovo angolo, AòQ, di cui conosciamo seno
e coseno. Qnanto è ampio e6 Q't

Dalla Fig. 20 si nota che i due triangoli rettangoli OPP' e OQQ'
sono uguali, per cui risulta:

Q',6 Q=ze
e, quindi:

a6 g=136'-3s'-"0"'

39

si ha:

4+
v

o
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(1)

Possiamo dunque sc vere:

-#=u*i.r, di O=cos 150"

1

à=otdinutu di O:sen 150".

In questo modo, abbiamo espresso, per mezzo di ladicali, seno e
@seno di un nuovo aogolo. Si ossera inoltre che risulta:

cos 150"=-cos30"
sen 150"=sen30".

Ricordando poi che, per qualunque angolo d, si ha

p a=!§!4-" cos 4 -

possiamo aggiungere che sulta':
tg 15f = - tg 30o.

Questo procedimento si può riperere a partire da qualunque

^ngob 
AA P=d. (Fig.21). Considerando infarti il punto I simmetrico di P

rispetto all'asse delle y, si ottiene:
AÒg=:,3n'-"

e dsulta:
cos(180"-a)= -66 a
sen(180"- a) = sen a
tg(18ff-a)=-19 a.

Fig.21

Il modo in cui abbiamo scritto queste formule può far nascere
una domanda-: perché si usano le parenlesi per indicare. ad esempio,
cos(180-d)? E il sistema operativo algebricoz che ci impone questo modo
di scrivere- Infatti, svolgendo un'espressione, si debbono eseguire le
oper ziod nell'ordine seguente:
I) seno, coseno, tangente di un angolo, elevazioni a potenza, estrazioni di
radice;
II) moltiplicazioni e divisioni;
III) addizioni e sottrazioni.

' Basra sc;vere rg tsf=-!!!-l!g = ffi --,,,o'.
'z tr sistcma opcEtivo al8cbrico è l'ordine convenzionale, usato anche dal

calcolalorc. p€r es.guie più op€razrcn' rn un espressione.
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Quando vogliamo alterare quest ordine prestabiliro. dobbiamo
usare le parentesi. Perciò. scrivendo. per esempio

sen 1sff-30'
senza le parentesi, intendiamo eseguire le operazioni secondo l'ordine
stabilito dal sistema operativo algebrico. cioè:

I) calcolare sen 180o;
lI) al sultato ottenuto sotffarre 30o.

Otteniamo dunque:
sen 180'-30o=0-30'= -30o.

Invece, scrivendo:
sen(180"-30.),

intendiamo svolgere le operazioni in un ordioe diverso da quello stabilito,
e cioè:

I) eseguire la sottmzione 180'-30';
II) calcolare iÌ seno dell'angolo ottenuto.

Perciò risulta:

sen{ 180'-30')=sen 150'= 1)
È dunque indispensabile usare le palentesi per scrivere le rclazioni (1).

Continuiamo ora a valerci di altre simmetrie, sempre a partire da
un punto P, che ha Ie coordinate cos a e sen d.

Ciascuna delle figure seguenti mette in evidenza come, a partire
dalle funzioni goniomet che dell'angolo a, si possono determinare seno,
coseno e tangente di altri angoÌi.

41

Simmetria rispetto a 'oigi e O(0,0) (Fig.22)
Cambia segno sia l'ascìssa che l'ordinata; si ottiene il punto À.
P ha le coordinate (cos a,sen a)
R ha le coordinate (-cos a,-sen a).

Risulta (Fig. 23):
AÒ R=180"+d

e quindi:
sen(180'*a)= -5gn a
cos(180'*a)=-qe5 a
tg(18ff+a)=19 6g.
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Simmetria rispetto all'asse delle , (FiE. 24)
Cambia segno I'ordinata e resta inalterata l'ascissa; si otriene il

pùnto S.

P ha Ic coordinate (cosa,seÀa)
S ha le coordinate (cos a,-sen a).

Risùlta (Fig. 25)l
AA s=3ffi-a,,

perciò si ha:
sen(36f-a)= -3Es a
cos(360"-a)=c63 a
tg(3tr- d)=-rg d.

Simmetria rispetto alla bisettrice r del primo e te6o quaùante (Fig. 26)
Si scaEbia l'ascissa con l'ordinata; si ha il pùnto M.
P ha le coordiDate (cos a,sena)
M ha le coordinate (sena,cosa).

Risulta (Fig. 27):
AAU=m"-a

perciò:
sen(g(P-a)=cosa
cos(9ff-a)=5sn a
tp(gff- al = -L.-' tgd



432. La ùigonomelia sul piano carte§iÀno

Abbiamo dunque visto che, noti serl4, cosd e tgd, i risùltati
trovati in ouesto oarasralo Derrnetlono di conoscere seno, coseno e
tangente di altri qJatrrò angoii. che difleriscono da d per multiPli di un
ang-olo retto; questi angoli sono spesso dettl angoli associati di d.

Due osservazioni:
A) gli aneoli z e "-a sono complementa ; da ciò deriva il

termine 'cosÉno dia , abbreviazione di seno dell'anSolo complementarc
di a. Allo stesso modo, l'espressione

1
tgd

prende il nome di comngente di d e viene spesso indicata con ctg d; §i ha
cioè:

^-- -._ |- tgd

B) fissaro il valore di send. per esempio seno=j. trouiamo,

in corrispondenza, due a4oli (Fig.28): ar=36'e ar=180o-30o=150o.

E così, fissalo il valore di cos z. per esempio co. o= V"3 . troria.o.
in corrispondenza, due angoli (Fig. 29): a1=30 " e a:360'-3tr'=330' .

Analogamente, fissato il valore di tga, per esempio tga:1,
troviamo, in èorrispondenza, due angoli (Fig.30): ar=4§' s d2-
=45"+1.80"=225'.

Fig. 28 Fig. 29 Fig. 30

6, Problemi che motivano la ricerca di relazioni fra lati ed angoli
di un qualunque triangolo

Occupiamoci ota dell'argomento che, per pdmo, ci aveva. co^n-
dotti ad estenàere le funzioni go;iometdche ad angoli maggiori di 90':
risolvere Droblemi relativi a triangoli non rellangoli.

Ècco qualche esempio. che risolveremo poi nel Paragrafo 9.

I) Per guidare un missile antiaereo, la stazione Édar.da tera
deve valuiare in;gni istante la distanza fta l'aerco da colpire e il missile
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Fig 31

(Fig.31). I1 radar, disposto in À (Fig. 32). misura la distanza lR4 dell'ae-
reo,4 e quella ÀM del missiìc M: misura inoltre l'angolo z tia queste due
direzioni. Se risulta, per esempio:

À,4=12 km, RM=20 km, z=65'.
quanto vale la distanza AM?

II) Il radiogoniometro (Fig. 33) è uno strumento assai utile nella
navigazione marittima e viene usato per detcrminarc la direzione da cui
proviene un segnale radio. In F'ig. 34 è illustrata una situazione in cui il
radiogoniometro è indispensabile: una nave N avverte di trova$i i diffi-
coltà e il segnale viene riccvuto da due capitanerie di porto,,4 e 8. che
distano fra loro 40O km in linea d'aria. Con il radiogoniometro, le due
capitane e dlevano gli angoli a-110'c É=50" (Fig. 35). Ci si chicde:
quanto dista Ia nave N da,4 e da B?

Fig.32

Fig. 33. Radiogoniomelro (a: indicalore numeico dell angolo;b: indicatore della bussola)
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Fg 34

III) La camera a bolle e un disposilivo usalo per rendere visjbili
le traiettorie delle parLicelle elementari duranle gli esperimenti di lisica
In un punto,4 di una camera a bolle, vengono prodotte dùe particelle che
decadono dopo aver percorso le distanze

AB-'7 cm e .4C=10 cm.
Dalla fotografia dell'esperimento (Fig. 36) si esce anche a determinale la
distanza

BC=12 crr.
Quanto vale I'angolo,4 fra le traietto e deue due patticelle? (Fig. 37).

Fig. 36 Fig.37

Analizziamo attentamente i problemi Proposti: tutti conducono a
disesnare dei triangoli di cui si conosìono alcuni elementi (lali o angoli):
poi.-a partire dagli elementi noli. si cerca di determinare altri elementi
incosniti." Ci .l .hiede, i problemi proposti sono risolubili? Per rispondere a
quesla domanda dobbiamo verificare se gli elementi noli sono. in ognuno
dei tre casi, sufficienti per individuare un :olo I anSolo.

Fiq. 35
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Riflettiamo. Nel primo problema si deve esaminare un t angolo
di cui si conoscono due laii e langolo comfre'o: nel \econdo problema 5i

deve disesnare un lriangolo Ji cui.i conoicc un lato e due angoli. inlinc
nel rerzo "orobìema si è aisegnaro un lriangolo di cui si conoscono Lre lati'

i rre criteri cìi eguiglianza. già riaordali nel paraglalo Ò del Cap
l, ci assicurano che in LuiLi irre ipròblemi propo'tr il lriangolo e ben de'
rerminato: dunoue. de\ e essere pos§ibilc calcolare gìi elcmenli incogni! i

Ma iri che modol Ouali relaTioni legano lali ed angoh di un
triangoìo? È di questo che ci occupelemo nel rossimo paragrafo

7. ll teorema dei seni

Nel paragrafo prccedenle abbiamo \islo una scrie di problemi
che conduco;o a_ccrcare rcl.rzi.rni frr lali ed angoli di un lrjangolo
oualunoue. Ma noi cono.cidmo.ollanto relalioni fra lati ed engoli di un
t'riangol'o rettangolo: possiamo rrovare una via per e\iendere quesle
relazioni a triansoli acutdnÈ.oli o ollLl§rnEoli?

Una pri-ma idea ch? ricne ln m.Àte. di delerminare Llei lriangoli
rettangoli in un triangolo qualunque tracciando un'altezza Sarà così
possibile valersi delle'relaziòni ché già conosciamo pel trovarne delle
altre. oiu penerali.' E-cco come procedere Rclalitamcnle 3d un triangolo retlangolo
,4BC (Fig. 38), sappiamo che risultai

f; =s"" P,

cioè
b=a sen p.

Fig.38

Con\ideriamo ora il tridngolo dcutangolo ABC lFiE- 30) Tracclrmo
l'alte/a CH . di lungherra À. e consideriamo i trrangoli rcllangoli ACH e

CllBl risulta:
h=asenp e h-bsene.

Abbiamo dunque:
dsenB=òsen?.

E ora ci si chiede: questa relazione è valida solo per lriangoli aculangoli:
Consideriamo il lriangolo ABC della Fig 40. che ha l'angolo I

otruso. Anche in questo caso-, lracciando l'alleTla CH otleniamo due
rriangoti relrangoli. CHB e CHA. per i quali possiamo 'crivere:

h-asenP e r=òsen(180'-c).
Ma poiché risulta

sen(180' e)=sen a
otteniamo ancora

a sen B= b sen d,
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Fig- 4'l

e cioè la stessa relazione ottenuta prima. Si tratta dunque di una lelazione
talida pet qualunque triangolo; icriviamola nella forma più usata:

a = b _. (1)
sen a sen p

Questa relazione lega fia loro due lati e due angoli dello stesso triangolo;
;a è facile otteflertuna folmùla dove intervengono il terzo lato e il telzo
ansolo: basla tracciare un'ahra alleza. Se. ad esempio. conduciamo
l'aitezza AK di lunghezza k. si otliene (Fig 4i ):

t=A sen 1 (dal t angolo,4KC)
k=cssnp (dal triangolo ,4(B)

da cui:
à sen 7:csenB

e dunque:
b =,senP sen 7

Confrontando le relazioni (1) e (2)
si può scrivere:

a -b - c
sen a sen p sen 7

(2)

vediamo che per qualunque trianSolo

Abbiamo cosi tro\alo !rn imporlanle relazione. detla rPorcma d?i seni: pet
qualunque lriangolo. à costinte il rapporto lra un lato e il 5?no dell angolo
opposto.
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È bene osservare subito che il teorema è valido per ogni triango-
lo e, dunque, anche per i triangoli rettangoli. Ad esempio, per il triangolo
rettangolo della Fig. 42 si ha:

a_b_c
sen 90o senp sen 1 '

essendo però
sen 90o= 1-

si ottengono Ie relazioni già note:
!-:a- ossia 6=asen I

§en 1'

--L=a. ossia c=a sen t,.sen 7

Fig. 42

Il teorema dei seni ha und lunga storia: Tolofieo (circa 150 d.C.)
risolveva ancora i t angoli dividendoli in triangoli rcttangoli, senza orrivare
ad una legge generale. Il teorema fu poi.scoperto e dimostruto in modi
diversi: dagli Arabi nel X secolo, dai Petsiani nell'Xl e dagli Europei nel
XIV e XV secolo. Nel XV secolo, Regiomontano, uno dei più btillanti
natematici europei dello sua epoca, si detlicò ad uh'esposizione sislematica
dei metodi di soluzioke dei triangoli e riordinò le nozioni fino allora
conosciute fu una forma sifiile a quella odiema,

8. ll teorenra del coseno
Cerchiamo ora altre reldzioni fta lati ed angoli di un triangolo

qualunque; ci baseremo ancora sulle proprietà già note per i triangoli
rettangoli.

Rife amoci al tliangolo rettangolo della Fig. 43; possiamo scri-
vere le relazioni:

a2=b2+c2
c=acos p. (1)

Fig. 43
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Passiamo ora dal lriangolo retlangolo ad un lriangolo aculangolo
ABC lFig.44). Tracciamo dinuovo l a'itezza CH di lunghezza h ed
indichiàm-o co; p la lunghezza di .4Il. Otteniamo ancora due tdangoli
rettangoli CIIB è CllA;ìcriviamo le due relazioni (1), relativamente al
t angolo CIi,4. Si ha:

b2=h2+p2
P:bcosc'

(1)

D'altra parte, applicando il teorema di Pitagora al triangolo CHB, st hal
az= h2.l(c- P)2

ossia
a2= h2 + p2+ C -2cp .

Sostituendo ora al posto di p e di h2+pzle espressioni (2), si ottiene la
'relazione seguente:

a2:b2+c2-zbc cos 4.

Fig- 44

Fiq.45

Alla stessa relazione si arriva esaminando il triangolo di Fig. 45,
che è ottusangolo; basta tener presellte che risulta

cos(180' a)---cos a.
È inoltre chiaro che, come nel paragrafo precedente. possiamo

riDetere il rasionamenlo a panire da un altra altezza del lriangolo. In
dèfinitiva. sco--priamo che- pàr qualunque triargolo. valgono le tre relazio'
ni seguenti:

a2=b2 + c2-2bc cos d
b2 = è+ a2-2ca c.os B
C=a2+ b2-2ab cos f.

Queste relazioni costitùiscono il teotema del coseto.

(3)
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Fig. 47

È immediato osservare che, se il triangolo è rettangolo, ad
esempio è a=90', dalla prima delle relazioni scdtte risulta:

42:42+c2-2Accos90' ossia a2=b2+c2.
Si ottiene dunque di nuovo il teorema di Pitagora; è per questo motivo
che il teorcma del coseno è anche detto leoretud di Pitagora generalizzato.

In alcuni testi le stesse relazioni (3) vahno soio il nome di teorefia
di Canot, dal matematico francese Lazorc Camot (1753J823). Eppute,
queste relazioni ?roùo giA norc ai kmpi di Euclide, anche te in lorma
divercaì Cofiot vi de e solo un contribulo originale, generalizzandole alla
geometria dello spazio.

Lazare Carkot è un norevole personaggio dai vari interessi: ero
militare, ma eru anche poeta e si occupò auivqmente di ptoblemi educotivi a
tutti i livelli, Anche se sembra non abbia mai insegnato, contibuì noteyol-
mente alla fotnazione dell'Ecole Polytechhique, la prima scuola francese
per la fomazione degli ingegne .

Fu anche attivo uomo politico, legato allq rivoluziohe prbla e,
poi, a Napoleo e. Lazore Carnot era padre di Sadi (1796-1832), noto per i
suoi studi sul ciclo di CamoL che è alla base della termodinamica.

9. Risoluzione di triangoli. Casi possibili
Il teorema dei seni e il teorema del coseno ci pemettono di

risolvere agevolmente i problemi proposti nel paragrafo 6.

I) ll problema della guida radar del missile è schematizzato in
Fig. 46 dal triangolo AMR, di cui si conoscono gli elementii

À,4 = 12 km
RM=20 km
AR M=6s..

Fig.46

Rife amoci ora alla Fig. 47 ed applichiamo il teorema del coselro
determinare la distanza,4C=4. Si ha:

b2=c2+a2-2ca cos p
che, nel nostro caso, diventa:

b2=122+202 -2 ,20 . 12 . cos 65é .

per
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Risulta dunque':
b2=341,14 e infine a=18.47.

Noti tutti i lati del triangolo. possiamo anche dcterminare l'angolo 1,, che
individua la rotta da seguire per raggiungere il bersaglio.l. Basta applica-
re il teorema dei seni. scritto nella forma

hr
sen p sen ),

Si ha infatti:
asen 3senl=JL,

e. sostituendo i valo noti di c, p e à. si ha::
sen t =0,589 e quindi y=36".

Osseùiamo che, a questo punto. anche I'angolo " è immediatamente
noto, dovendo essere Ia somma dei trc angoli uguale a 180o. Abbiamo
dunque determinato tutti i lati e tutti gli angoli del triangolo datoi lo
abbiamo cioè /isalo.

II) Il problema di determinare la posizione di una nave a partire
dai dati di due radiogoniometri è schematizzato in Fig. 48 dal t angolo
,{BC, di cui si conoscono:

.48=c=400 km
e=50'
p=1t0'.

Si vogliono conoscere le lùnghczze d c b.

I Per ottenere il valore di ,r con il calcolalore ta\cabile. uscremo questa

trtrE EtrEE EtrAtrEEtrtr8EE EO§E,
Prenendo poi il lasto E, si otlietre sul visualizzatore il valore di , ercaro.

'1 Per càlcolare sen r. occorre il vaÌore di a calcolato prima. Perciò. per rendere
icalcolipiù rapidi e precili. conviene ElEqillar!tlllore dr b. quando è ancora presenle
sul visualizzatore. premendo il rdsto LMin I (o l§TOl). ln que«o modo il ldiore di ,e
"immaqazzinato' nella mernoria del calcola.ore e possiamo richiamarlo. quando è necessa'
rio. pòmendo il rasto ffrn-l (o [FCEI). om'si può calcolarc sen;. cioè il valore

l? s€n 65'
-a 

.-

coo la sequeMa di lastil

trtr881trirltrì Em,R-ì E.
Si ha msì il valore di se. a. Per orten€re r basta premere

nwtr§M.

51

Fig. 48
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Riflettiamo. È chiaro che. conoscendo un solo lato, non è
possibile applicare il teorema del coseno. come abbiamo falto nel caso
.,recedente'. Possiamo invece usare il teorema dei seni, visro che conoscia-
'mo due angoli e quindi anche il terzo: si ha infatli:

7=180'-110'-s0'=20'.
Possiamo dunque scrivere:

a - 400
sen50' sen 2ff

a _ 400
sen l1ff sen 20o

e quindi

,=+00 sen !91 =89s.e km
sen2U"

a=aoo#=1099 km.'

III) Veniamo infine al problema di determinare I'angolo di
collisione di due Darticelle in una càmera a bolle La situazione e schema-
tizzara nel rriangòlo della Fig.49, di cuj sono noli i lre lati:

a:12 crn
b:10 cm
c:7 cm.

P ma di tutto, riflettiamo: poiché non conosciamo nessun angolo, è
chialo che non possiamo appiicar" il teorema dei seni; ci si può invece
valere del teorema del coseno. Dalla relazione

a2:b2+C-2bccosq

' Per svolgere i calcoli neÌ nodo più Épido e preciso, conviene deterrninare per

pnmo il valore di ,*1.. ctre co.n"re in lurre e due le e5Pre'sioni' u'ando la sequenza

EOEEtrE|T;itrì E.
Memoriziamo il risullato otlenùto, prenendo it tasto EE'
Cosi potremo calcolare, per esenpio, il valore di a, usando la sequenza

rfiR-t tr tr Et§rtrÌ E.

Fig. 49
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si ottiene. sostituendo i valori numerici noti:
122=102+72-2.10 7 cos a.

Otteniamo così:

53

102+72 -122
2.10.7

e=880. I

Per determinare I'angolo p, abbiamo a disposizione due alternative:

A) applicare di nuovo il teorema del coseno, cioè la relazione
b2= C+ a2-2ca cos B

che, nel nostro caso, si sc ve nella forma
102=12 + 122 -2 .7 . 12 . cos 9,

da cui segue
cos9=0,5536 p=56':

B) ricorrere al teorema dei seni, scrivendo:
a =bsen 4 senB

da cui
sen 4= A sen 2

e cioè

sen p= J!!q!E!1 
=g.632g, da cui 3=56"-

In entrambi i casi, il terzo angolo è immediatamente determinato
dal fatto che Ia somma dei tre angoli è 180'.

Conftontando i due procedimenti A) e B), appare chiaro che B)
è più breve, mentre A) può risultare più preciso perché usa solo i dati
iniziali. Questo discorso è sviluppato in modo piìr approfondito negÌi
esercizt (pp. 215-217).

Abbiamo così risolto tre problemi seguendo dei procedimenti
analoghi: si disegna un triangolo di cui sono noti alcuni elementi (lati o
angoli) e si determinano gli elementi incogniti a partire da quelli assegna-
ti, applicando il teorema dei seni o il teorema del coseno.

I procedimenti presentati hanno carattere generale e possono
essere seguiti per solvere qualsiasi triangolo, purché esso sia individuato
in modo ùnico dagli clementi assegnati. E questo awiene, come sappiamo
dai crite di uguaglianza, in tre casi:

- si conoscono due lati e l'angolo compreso (comc nel problema della
guida con il radar);

- si conoscono un lato e due angoli (come nel problema della posizione
della nave, individuata mediante radiogoniometri);

- si conoscono tre lati (come nel problema della collisione di particelle).
Nel secondo caso si ricoIle al teorema dei seni; nel p mo e nel

terzo si applica il teorema del coseno.

' Si olriene il valore di cosz premendo Ia sequenza di lani

rctr@trEEEEtrEE DErctrEtrEAEDE,
Si onierc poi z, premendo

lINn]eog.

=0,0357
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10. Un problema di risoluzione di triangoli che ha piir soluzioni

Ecco un problema che si presenta nella guida dei missili detti
"a a-a a", missili, cioè. lanciati da un aereo e che debbono colpire un
altro aereo.

Una volta lanciato, il missile non può emettere dei segnali radar,
che ne velerebbero la presenza alle sensibili apparecchiatwe dell'aereo
bersaglio; perciò il missile viene guidato dall'aereo che lo ha lanciato.

La situazione è mppresentata nella Fig. 50: I'aereo .4, che ha
Ianciato il missile M, misura con il suo radar le distanze aereo-bersaglio
(,48) e aereo-missile (AM), e le trasmette al calcolatore di bordo del
mìssile-

Fig. 50

Inoltre. il missile ha un rivelatore di calore, che gli permette di
"sentire" il calore prodotto dai motori del bersaglio; confrontando la
direzione da cui proviene il calore con quella da cui proviene il segnale
radal dell'aereo, il calcolatore di bordo del missile può conoscere I'angolo
AfuB-a.

Sono dunque noti tre elementi del triaogolo AMB: i lati AM, AB
e l'angolo z non compreso fra questi lari.

Ecco qual è il problema: il missile deve esplodere a meno di 20 m
dal bersaglio per poterlo distruggere, perciò si deve calcolare la distanza
MB a parlire dagli elementi noti. Come organizzare i calcoli?

Il problema ora visto conduce ad analizzare la seguente situazio-
ne: di un triangolo si conosce la lunghezza di due lati, per esempio a e b, e
I'ampiezza dell'angolo 4, flon compreso fra questi lati; si vogliono deter-
minare gli altri elementi.

Basta un disegno per rendersi conto che il problema può avere
piì) di una soluzione; in Fig. 51 sono disegnati, per esempio, due triangoli
che hanDo I'angolo a ampio 45" e due lati che non lo comprendono lunghi
10e8.

Questi due triangoli non sono ce amente ugualil

Fig.51
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Accade sempre così? Ci sono sempre due soluzioni? Analizziamo
iÌ ploblema distinguendo trc casi:

1) angolo c rctto;
2) angolo d ottuso;
3) angolo c acuto,
l) Angolo 4 relto. Rferiamoci alla Fig. 52. È chiaro che in

questo caso c'è un solo t angolo che risponde al problema perché, come
sappiamo dal Cap. 1, un lato e un angolo sono sulficienti per determinare
un solo triangolo rettangolo. Applicando il teorema di Pitagora troviamo
subito anche il terzo lato.

Fig. 52

2) Angolo 4 ottuso. Consideriamo un caso nùmerico; sia
c=110. a=16 b=6.

La Fig. 53 è stata disegnata, sulla base delle misure assegnate, in questo
modo: è stato disegnato I'angolo d=110 e su un lato dell'angolo abbiamo
dportato il segmento.4C lungo 6; abbiamo poi puntato il compasso in C
con apertura uguale a 16. La circonferenza ottenuta iltcontIa in B I'altro
lato dell'angolo, determinando cosl un unico triangolo ,{BC.

Vediamo ora come, basandosi sui dati, si possono determinare gli
elementi incogniti del triangolo ,{rC.

Applichiamo il teorema dei se sia per determinare I'ampiezza
dell'angolo B, sia per determinare la lunghezza del lato c. Si ha:

senB _ sen 4
ba

cioè, nel nostro caso,
senp _ sen 110'

fì lò
da cui

55

sen p= !§SQ1 =0,:szl

c

e quindi B=ZI'

Flg.53
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Conoscendo u e p si determina subito il valore di /; si ha:
y=180" - (a + P)=49" .

Applichiamo ora il teorema dei seni per determinare la lunghez-
za del lato c: si ha:

L:--L
sen 7 sen d

cioè, nel nostro caso,
c_16

sen 49' sen 110'
da cui

^ 16sen49" -,,'- *r' 110" :"

3) Angolo d acuto. È questo il caso più complesso. Per renderci
conto delle varie eventualità che possono presentarci, cominciamo a
studiare il problema dal punto di vista grafico.

Disegnamo I'ar,golo 4 esso è compreso fra il lato c, di cui non
conosciamo la lunghezza, e il lato A di lunghezza nota (Fig. 54).

Osse iamo che la lunghezza del lato c
valendosi del teorema del coseno, ma in
risultati pitL labo osi.

si poteva anche determinare
tal modo i calcoli sarebbero

Fig. 54

eFi= bsen d

Sappiamo dunque la posizione del punto C. Del teÉo lato a, che
ha un estremo in C, conosciamo la h)nghezza, ma non la direzione, e
quindi non siamo in grado di completare il disego del triangolo. come
risulta dalla Fig. 54. Ma è proprio la stessa ligura a suggerire come
procedere graficamente; si punta il compasso in C con ape ura 4; la Fig.
55 mette in evidenza i casi che si possono presentare.

a<bsen4 nessunÙiangolo

Fig.55a
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a=bsend 1 triangolo

Fig.55b

bs6n z<a<b 2 lriangoli

Fis. 55c

a=b 1 solo lriangolo isoscele

Fig. 55d

solo lriangolo
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Sulla frgula stessa abbiamo indicato, per ogni caso, quante
eveutualita §i possono presentare. Svilupperemo qui il caso in cui si hanno
due soluzioni, cioè due tria{goli che dspondono ai dati det Foblema; i
dùe triangofi eCB e /CB' sono diegnati sepaEtamente nelle Figg. 56
e 57.

Fig. 56

Risolviamo entrambi i triangoli basandosi su dati nùmerici- Sotro dati:
d=40o a=8 b=12.

Per il triangolo ABC di Fig. 58, cominciamo a determinarc p cofl il
teo.ema dei seni; si ha:

senÉ _ seo a
b a'

e, nel nostro caso,
senÉ _ sen 4(P
128

da cui:

senS= 12selff 
=0-9642,8

e qui[di
B=1y.

Risùlta poi
7= 180"- (,t0"+ 75) =65".

FiS. 58
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Applichiamo ancoia il teorcma dei seni per avere la lunghezza
del lato c; si ha:

sen 650

da cui

-- 8 sen 65' -1t'- sen4ff -"
Considedamo ora il tiiangolo .48'C di Fig. 57, riprodotto nella

Fig. 59. Si ha subito, osservando il t angolo isoscele BCB':
B'=180"-P=180'-75'=10s'

Fig. 53

I
sefl 40"

E quindi, dato che risulta
9=a0"+y',

si ha:

)/ = B_ 4tr =35o .

Con il teorcma de seni si può infine calcolarc c'; si ha:

c':8
sen 35o sen 40"
, 8sen35' -.- sen40'

Dopo aver esaminato le varie situazioni, siamo in gmdo di
arrivare a delle conclusioni generali.

Se un problema contuce ad un triangolo di cui si conoscono due
lati e l'angolo ,ion compreso, possono pre§entar§i i seguenti casi:

- lj^nnoÉ noto è reùo o ottuso. Si è certi di individuare un solo
trian_golo, purché. naluralmente. ilati siano assegnali in modo che ad
aosolo magqiore si opponga lato maggore:

- l'aigolo dàio è acutii II triangolo è unico solo se il lato opposto
all;solo noto è maegiore o up,uale dell'altro lato assegnaloi altrimen-
ti bisòqna prestare p.-iricolareìtenzione perche j dati possno indìca-
re un iriangolo imp'ossibile o due triangoli.

ln tuiti i caii la soluzione del problema. se e§isle. si ottiene
basandosi sul teorema dei seni.

Queste conclusioni sono sintetizzate nello schema di pagina se-
guente.
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d>90"
1 tdangolo purché ,>b

4<g0r'
1 solo tiiangolo se a>b

2 tiangoli se bs€n 4<a<b

d<gff
1 lriangolo se a=bsend

d<90'
nessun tfiangolo se ,<bsen z

O?ni e, b, d

3)
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11. Area di un triangolo. Triangolazione

La Fig. 60 mostra la veduta aerea della zona contaminata dalla
fuga di materiale radioattivo emesso da un reattore nucÌeare ad Atlanta,
negli usA.

Si vede nella foto un zona che ha la forma di un poligono
irregolar% di cui si vuole determinare l'area, misurando i lati e gli angoli.

E chiaro che un problema analogo può presentarsi anche in
circostanze molto meno drammatiche, ad esempio, quando si vuole
valutare con precisione l'estensione di ùn tereno in vendita, o di un parco
pubblico, ecc.

In questi casi, l'area richiesta si ottienc ricoprendo la zona con
una rete ideale di t angoli (Fig. 61), ì cui vertici siano punti ben
determinati: un albero, una pietra, un canello o altro. Ci si ridùce così a
calcolare I'area di tanri triangoli, di cui bisogna misurarc lati ed angoli
direttamente sul tereno. Queste misure. dette "rilevamenti topografici",
sono in genere piir precise per gli angoli che non per le lunghezze a causa
degli ostacoli e delle irregola tà del tereno (vedi anche I'Appendice "La
trigonometda nella tecnica"). Si è perciò condotti ad affrontare il seguen-
te problema: determinare i'area di un triangolo di cui si conoscono solo
alcuni elementi, in generc due angoli e un lato o due lati e I'angolo
compreso.

Vedi.mo come si procede in questi casi.

6'l

Fig. 60

Fig.61
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Fig. 83

A) Arca di un tiangolo di cui si conoscono due lati e l'angolo cornpreso

Osservando la Fig. 62, è immediato dcordare che I'area S del
triangolo ,4BC è data da:

S=j ch.

FS.62

Se del riangolo conosciamo solo i lati à, c e I'angolo a, poGsiamo scrivere:
h=b sen d

e quindi
S:j Acsen a.

Ecco dunque un pimo risultato, valido anche quando l'angolo è ottuso
(Fig. 63), dato che dsuka:

lr=A sen (180"-a):à sen a.

B) Arca di u4 triangolo di cui si conoscono due aLgoli e un lato
Consideriamo ora il triangolo di Fig. 64, di cui conosciamo il lato c

e gli angoù a e B. È chiaro che non possiamo usale Ia formula appena
scoperta, perché non conosciamo che un lato; viene allora I'idea di trovare
il valore di A o di a ricorendo al teorema dei seoi.

Fig. 64
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Si ha:

da cui

Sostitùendo

63

b:"
senp sen 7

csen É.
sen I
questa espressione
t., c'sen zsenP

nella formula trcvata prima, otteniamo:

sen /
Possiamo ancora elininare 7, osservando che sulta:

f=1,8tr-(d+ B) e dunque sen/=sen(4+p).
Otteniamo così la relazione:

s=
j c:sen c senP

sen (a+B)
che permette di calcolare l'area di un triangolo di cui siano noti il lato . e
gli angolideB.

Si capisce ora comc prccEde la triangolaziofle. ìrna delle lecniche
topo$afiche più diffuse: nella zona da rilevare si misura con estrema
precisione un solo segmento. detto base della trianqolazione; si ptocede
poi misurando solo angoli.

Se la zona ha la forma di un quadrilatero (Fig. 65), si arriva
immediatamente aÌI'area richiesta scegliendo, per esempio, ,48 come
base: si calcola .4C con il teorema dei seni e si sommano le aree dei
fiiangoli ABC e ACD.

3 Fiq. 65

Se poi la forma è più complessa, come in Fig. 66, dopo aver
oisurato /B si calcola BD con il teorema dei seni e si continua, prenden-
do BD come nuova base della triangolazione.

Fig, 66


