
A, Numéri rcalié rappresontazaone sulla retia

Ded€kind stesso si rese conlo dell'importanza di questo assioma nel
calcolo differenziale, dato che nella prefazione di una sua famosa opera scrive:
"Spesso si dice che il calcolo differenziale si occupa di grandezze continue, eppure
non si dà mai una definizione dgorosa di questa conlinuità. Le trattdzioni piir
rigorose che si hanno del calcolo differenziale non basano le loro dimostrazioni
sulla continuità. ma Ianno invece appello, più o meno coscientemente, a rappre-
sentazioni geomelriche o si servono di teoremi che. a loro volta. non furono mai
dimoslrali con mezzi puramente aritm€tici... L'uso di argomenti geometrici è
didatticamente efficace e forse anche indispensabile, se si vuole evitare ì.rn'ecces-
siva perdita di tempo. ma nessuno, credo. vorrà sostenere che una tale introdu-
zione del calcolo differenziaìe possa vantarsi di essere scienlifica...".
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B. I procedimenti infiniti nella matematica
greca

Verso la fine deM secoìo a.C. i matematici greci si trovarono ad affrontare
diversi problemi legati a procedimenti infiniti. Ouesti problemi hanno avuto una
grande importanza nello sviluppo del pensjero filosofico e scientifico occidenlale.
tanlo che sono ancora oggi conosciuti e discìlssi. In questo Complemento esami
neremo dunque da diversi punti di vista alcuni di questi problemi.

l. I segmenti incommensurabili e la crisi della scuola Pitagorica
Nella storia deUe origini della matematica grcca assume grande importanza la
cosiddetta scuola Pitagorica, fondata da Pitagora. La ricostruzione del pensiero di
Pilagora si basa sopratrutto su tradizioni nate in epoca successiva. dato che non si
hanno al riguardo documenti matematici o scientifici fino al tempo di Platone, e
cioè fino al IV secolo a.C.

Secondo la ùadizione. Pitagora n€gli ultimi anni della sua vita si stabilì a
Mctaponlo. dove morì verso il 500 a.C. Lr tradizione aggiunge che non lasciò
alcuna opera scritta, ma che le sue idee vennero sviluppate da un gran numcro di
discepoli.

Uno dei dogmi fondamentali della scuola pitagorica era il seguente:
l'essenza di tutte le cose. sia in geometria che nelle questioni pratiche della vita,
era spiegabile in termini di numeri interi o rapporti di numeri interi, ln parÌicola-
re. i Pitagorici pensavano la materia formata da particelle elementari indivisibili
(le monadi) che costituivano tulte le cose. anchc le figure geometriche: i segmenti
cont€nevano un numero finito di punti ed erano piir o meno lunghi a seconda del
numero dei punti da cui erano formati. ll puDto aveva dunque una sua dimensio-
ne, sia pure piccolissima.

I dialoghi di Platon€ mostrano però che la comunità malematica greca
era rimasta sconvolta da una rivelazionc che demoliva la base dellù fedc pitagori-
ca nei numeri interi. Si trattava di una scoperta che oggi non sembrà dawcro
sorprendente: con i numeri inleri non si riesce ad esprimere il rapporlo fra diago_
nale e lato di un quadrato.

Non si sa esaltamente quando e come è awenula questa scoperta; di
soliro si fa riferim€nlo ad un documento di Arislotelc. che accenna ad una dimo-
strazione basata sulla disrinzione fua numeri pari e numeri dispari. Una dimostra-
zione del generc può essere ricostruita nel modo scgùente. Si immagina che il
rapporto fra il lato / del quadrato e la diagonale ., Possà essere espresso con
numeri interi, in modo che risulti

(A)

(8)

4=!lp
p e q sono due numeri interi chc non hanno fattori in comune.

3. Complementi
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D'altra parte, per il teorema di Pitagora, si ha (fig. 12):

d -t'- t:. ossia d -2 1: e quindi tr=,
Deve allora risultare

(C) \:2. ossia q:=2 p'p_ ro.. e

3 Comploménli

Perciò 42 deve essere un numelo pari e duoque 4 deve essere pari. ll nùmero
intero q si può allora scrivere nella forma seguente

q:2t, da cui S1=4;.
Ora, sostituendo quest'ultima espressione nella (C) si hal

4r: zP', oa cur z.=p
e perciò pr deve esscre un numero pari e dunque anche p deve essere pari. Si è
così dimostraÌo che, se è vera la (A), p e 4 sono due numeri pari, cioè
(D) p e { hanno in comune il fallore 2.
Si è dunque stabilita la seguente implicazionet

(,4)+(D)
Questa dimoslrazione pona anch€ ad affermare che

non (D)>non (,4),
cioè, se p e 4 non hanno il fattore 2 in comune, allora la (,4) non è vera. Si
conclude dunqu€ che:

è falso I'ugueglianza {- | *" p " q inl€ri s€nr: fattori comuni.tq
Ouesto signìfica che il rapporto fra lato e diagonale del quadrato non può essere
espresso da numeri interi, cioè laro e diagonale del quadrato sono §egmenti ln-
commensurabili.

D'ahra part€, la scoperta dei s€gmenti incommensurabili porta a capire
che i segmenti non possono esserc formati da un numero intero di punti con una
certa dimensione. E così la dotùina pitagori€a secondo cui "i numeri irteri costi'
tuiscono I'intero universo' €ntra in una crisi profonda. E di questa crisi si trovano
tracce anche in un'anrica leggenda: il pitagorico Ippaso di Metaponro che aveva
divulgato la 'verità scandalosa_' fu punito duramente dagli dei che lo fecero
morire in un naufragio.

Ed ora riflettiamo su questo problema con le attuali conoscenze male-
matiche: il rapporto fra la diagonale d ed il lato / del quadrato è dalo da

4_,6I ''
dove !6a un numero irrazionale.
Scrivendo \Ain forma decimale, si trovano infinite cifre dopo la virgola; si ha:

lz-1.at a...
ossia

- ! r- 4V2=1- 0.4- 0.01+0.004-. -l- t0 - _tuO. rOOO-..
!6è durqu" la somma di infiniti numeri.

I Per m.ggiori norine sull implicazion€ !.di E*rcin del ..p. 2, pa8g. 338-1.10



B. I procodimenli infinili n€lia malemalica greca

lnterpretiamo queslo risultato dal punto di vista g€ometrico, esa-
mìnando per esempio il quadrato di lato 1: per costruire la diago-
nale che è lunga V2, o""o.re un procedimento infinilo (fig. 13).
dato che si debbono successivamente addizionare

rl laro- 1 .let tato- -l det talrJ rol) to mad Jel lalo "
È questo uno dei procedimenti infiniti che, ripresi nel Rinascimen-
lo, portarono da una parte all'esplosione di nuovi metodi di indagi-
ne per "strinSere l'infinito", e, dall'altra, ad una lenta ma graduale
chiarificazìone del concetto di numero-

2. I paradossi di zenone
Zenone di Elea (V secolo a.C.) è uno dei piùr noti rapp.esentanti di un'altra
scuola filosofica - la cosiddetla scuola eleatica - foodata da Parmenide e basala su
un dogma fondamentale: l unita e h permanenza dell essere, concezione che si
contrapponeva alle idee pitagoriche di molteplicità e mutamento.

f pitagorici affermavano infatti che lo spazio ed il tempo erano formati
da punri e da istanti. Si è fatta l ipotesi che Zenone avessc sviluppato i suoi
paradossi proprio contro questa concezionc, seguendo un melodo che anlicipava
il metodo dialettico di Socrat€.

Vediamo ora uno dei paradossi chc. secondo la tesdmonianza di Aristo-
tele, è stato origine di grandi discussioni: il paradosso di Achille e la tartaruga. Si
tratta del problema seguente: il velocissimo Achille fa una gara di corsa con una
lentissima tartaruga che parte da un punto più avanzato, Supponiamo per rendere
i calcoli più semplìcì. che il punto dì partenza della tartaruga sia B, a 10 metri di
distaMa dal punto.4. da cui parte Achille (fig. 14). Supponiamo poi che la
velocità di Achille sia 10 volte piir grande di quella della tartaruga. Allora, se i
due partono nello stesso islante. quando Achille ha percorm l0 mctri (e cioè la
distanza,{B). la tartaruga ha per€orso 1 metro, e quando Achille ha percorso
qùel metro, la ta aruga sarà avanzata di I decimetro. c... Lo spazio S che A€hille
deve percorrere per raggiungere la tartaruga è dunque dato da

S= 10+1+0,1+0,01+...

Fig. 14

È un tratto, questo, che sembra essere di lLrnghezza infinita, dato che è la somma
di infiniti addendi positivi; dunque - dice Zenone - Achille non potrà raggiungere
la tartaruga in un tempo finito.

Ci troviamo davanti ad un problema che appare in nelto contrasto con la
realtà; ed è il concetlo di limit€ che chiarisce il problcma: una somma di infiniti
termini può a\ere valore f'nito. An7i. essendo S la 'omma di una \erie geomeLri-
car, si ha:

- r0 lm _--r= i:il=--=rr.l

Fig. l3

' Per magciorì nolizie sulle s.ne ledi Complenenlo A del cap. 2.


