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Eserclzl

wr V<T<TF,
wt TF=T=TE.

1. Fenomeni continui e discontinui

1. Per studiare Ia dilatazione termica di una sostanza, pet esempio la palaffina, si può procedere
co6i: si riscalda un blocchctto di paraffina, inizialmetrte matrtetruto alla temperatura di 0", e si
misua il volume y del blocchetto a! variare della temfreratura 7.
Il fenomeno è descritro. in prima approssimazione, da una legge d€l tipo

V=Vo+kT,
dove À è una costante e y0 indica il volume alla temperatura di f. Ouesta legge descrive pelò il
feDomeno solo s€ la temperstura si mantiene infrriore alla temperatura di fusione f., che è di
circa 5f. Infafii, quando awierc la fusionc, si hÀ ùn brusco aumento di volùme, senza alcùn
cambiamento di tempeÉtura. Continuando poi a scaldare Ia paraffina liquida, senza peò rag-
giungere la temperatura di cbolùzione fÀ, si ha ancora un graduale aumento di volume descritto
dala legge

V=Vr+hT,
dove à è una costante (diversa da t) e yF indica il volufie dela pùaffna liquida alla teriperatura
di tusione.
La dilatazione della paraffina è rcgolata dunque dalla séguente leggei

V=Vo+kT,
V-V*hT,

Rapp&sc arc graficameDte la leSga ncll'intervallo C=T=TÉ e sceglierc Aa b setuenti frasi
quelle che descrivono correttamentc il fenomeno e il corrispondente grafico:
a) - il fenomeno è contiiuo,

- il grafico dela legge è .ortiruo;
b) - il fenomeno è cotrti[uo solo nell'intervallo ff=T<I.,

- il grafico è cooti,llro solo nell'htervalb (r=kIF;
c) - il fenomeno ha una discontinuita in corrispondenza alla fusione,

- il grafico è discontinuo nel punto d'ascissa f=fF.
l* figg. 1,2, 3 e 4 rapprdcnlano alcuni dei segnali elettrici chè sotro visualizati più frequente-
mente sullo schemo di un oscillGcopio.
Esaminare ed interprctare le valie fgùre, distinSuendo le curve continue da quelle discontinue.
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3. Esaminare i due seguenti sistemi di tassazione del reddito:
A) per reddhi annui hno a 15 miloni. si paga il l8d. del reddilo'

;er redditi annui lino d 20 milioni. \r paga il 22o, del leddilo'
ier redditr annui fino a 25 milioni, si pagd il 2Ò4 del Ieddiro'
per redditi annur tino a l0 milioni. <i paga il 30q del reddtlo'

4.

B) per i primi 15 milioni annui, I'imposta è il 18% del reddito,
oer la oarte eccedente i 15 milloni lino a 20 milioni. <i paga 22oo.
ber la parte eccedenle i20 milioni fino a 25 mrlioni. si paga il 2b%.
ier ta iarre eccedente r 25 milioni ftno a 30 milioni. 'i Pagd il 30%.

risolvere i seguenti quesiti:

- scrivere la legge che lega l'imposta I che si paga al reddito annuo À nel caso A) e tracciarne il
grafico-

- icrivere la legge che lega l imposta .t che si paga al reddito annuo R nel caso B) e tr2cciarne il
erafico,

- itfrri.^i. t. principali drftelenze fra Ie due leggi, fissando in particolare I'attenzione sulla conti_
nuirà o drscontmunà delle tunzioni ottenule.

Intorno al 1897, l'economista italiano Vilfredo Pareto osservò una certa regoladtà nella distribu_
zione dei redditi nei oaesr capitalisti.
É'rÀ,ri"ao a"i .LarisriLi riteiati in diversi pae\i. PaIelo con'rderavd il numero y dr persone che
au-euino "n reaaito annuo superiore o uguaie ad un valore r; rapprcsrntando graficamente i dati
;;àiJ;iGt" -;d;, t.o,'uua ctr", ""jta .ugsior parte dei ca!i, i dati venivano ben raccordati
da curve d'equazione

AY: lu.b)'
dove,4 è una costante caratteristica del paese esaminato, la costante à indica il minimo r€ddito
rilevato e l esDonenre rr a\§ume generalmente !alori vicini a 1.5
ii*"i^.. ,.'"*ti"o aDDrossima-tivo delle curve irdicate, chiamate anche curve di Pareto, e
;;;;;;;; ;i.;;6,ir;dnto delle curve in corispondenza del valore r=b, spiesandone il §isnifi-

2. Definizione di funzione continua

6.

Sulla definizione

Nel testo è daù|la se?ue te dqinìzione di lunzione continua i n punto:

uùa funione J=fk) è contiflua in un punto il'ascissa t=a se e soh se risllta

l!ìf(x):f(a).
Esaminare le definizioni di funzione continua in punto esposte negli esercizi dsl 5 al 13 e verificare
che sono equivalenti a qu€lla data nel testo.

Unafunzioneècontinuainùnpuntod.ascissa,=dseesoÌoserisultanovefificateleseguenti
condizioni:

D 'j*fG):rtt) t:f(a)
Una funzione è continua in un punto d'ascissa Ì=a se e solo se risultano velificate le seguenti
condizioni:r) .\r,/{*)=a

rD ,Il,/(r)=r1
rtt) tFt,=l(a\
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Una funzione è conlinua in url punto d'ascissa x=a se e solo se risulta

lq" I/(.r)-fla)l=0
Una funzione è continua in un punto d'ascissa ,t=a se e solo se risulta

lrùl /(a+i,)=,(,?)
(Sciyendo x=a+h, si ha che, quando h+0, x)a ...)
Una funzione è continua in un punto d'ascissa.r=a se e solo se risulta

I'a t/(a+À)-^a)l=0
(Vederc anche lo svolgi ento .lell'esercizio precedente ...)
Una funzione è continua in un punto d'ascissa J=d se e solo s€, scelto un qualunque numero
positivo.. si può trovare un corrispondenle intorno 1(a), tale che risulti

f(x)-f(a) <t. quando si scesli€ r in 1(a).
(Basarsi sulla definizione di funzioùe co tinua esposta nell'esercizio 7 e tenere presente la defi,lizio-
ne di limite data nel paragrafo 6 del cap.2).
Una funzion€ è continua in un punto d'ascissa i=d se e solo se, scelto un qualunque numero
positivo s, si può lrovare un corrispondente valore rì.,lale che risulti

/(r)-/(a)l<e, per qualunque x che soddisfa la disugùaglianza Lr-d <r'..
(Tenere presetie lo svolgimento dell'esercizio prccedente e la delinizio e di limite, data nel paragru-

Una funzione è continua in un punto d'ascissa.r=a se e solo se. scelto un qualùnque numerc
positivo r, si può trovare un corrispondente intorno 1(0), tale che risulti

lf(a+h)-l(a) <e- quando si sceglie i in 1(0).
(Basarsi sulla defrnizione di funzione continua esposta negli esercizi 8 e 9 e tenere presente la
definizione di limite, data nel parugrafo 6 del cap.2).
Una firnzione è conlinua in un punto d'ascissa x=lr se e solo se! scelto un qualunque numero
positivo 6, si può trovare un corrispondente valore a-.. tale che risulti

fla+h\-f(a\l<e. per qualunque à che soddisfa la disuguaglianza In l<a).
(Tenere prcsente lo svolgimento dell esercizio precedente e la delinizione di limite, data nel paruBtu-
lo 6 del cap. 2).

Le d€finizioni di funzione continuà esposte negli csercizi d.l 14 al 18 sono tratte da oper€ di Brandi
matematici; confrontare tàli definizioni con qu€lla esposaa n€l tGsao rilevando snalogie e differenze.

La linea curva continua è quella la cui natura è esprcssa da una sola funzione delerminata di.r.
Ma se la linea curva è composta da differenli patli BM. MD, DM,... determinate da piir funzioni
di Ì, ... noi chiamiamo queste specie di linee curve discontinue o miste o irregolai, giacché esse
non sono formale secondo una legge costante e sono composte di porzioni di differenli curve
continue (Eulero 1748).

La legge di continìlità consiste nel fatto che una quantilà non può passare da uno stato ad un altro
senza passare attraverso tutti gli srati intermedi che sono soggetti alla stessa legge (Arbogast
1791).

Sia /(r) una funzione della variahile ,I e supponiamo che, per ogni valore di r enko due limiti
dati, la funzione ammetta sempre ùn valore finito. Se, partendo da un valore di Ì compreso entro
quesri limiti. si attribuisce alla variabile r un incremento infinitesimo ?, Ia funzione stessa riceverà
per incremento la differenza

f(t+ ,\-l(\) .

che dipenderà al tempo stesso dalÌa nuova variabile z e dal valore di r. Ciò posto, la funzione /(l)
sarà. entro i due limiii assegnati alla variabile Ì, fuozione conlinua di questa variabile se. per ogni
valore di -r compreso fra questi dùe limiti. il valore numerico della differenza

ftx+ a)-f(x)
decrescerà indefinitamente insieme a quello di 2 (Cauchy 1821).

14.

15.

16.
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17. La continuità è ancora un'idea confusa, che definisc€ come continua una funzione leale /(r) di

ùna variabile ,r quando, fissata una quantità a', piccola quanto si vuole, si possa rendere
l(x)- f(,')<à

e questa disuguaglianza sussista poi ponendo in luogo di r' qualunque altro valore che più di esso
si accosti ad.r (Kronecker, negli appunti di Casorati del 18(4)-

,8. È molto utile l'interpretaz ione geometrica della continuita quando si rappresenta la fuozioney:/(x) con il suo grafico (fig. 5). Sia Po(ro, )ù un punto del grafico. I punti P(.r, /) con
)o-E<'<)o+É

formano una "striscia orizzontale" ., che mntiene Po. La continuià di / in .r0 significa che, data
una qualunque striscia orizzonrale J, comunque soltile. si può rrovare uia strisciiverticale 1, data
da

ro- d<,<ro+ r'.
tanto sottile che ogni punto P del grafico apparlenente ad 1, cade anche in ., (Richard Couranl
1934).

Sulla continuità delle funzioni elementari

19-

m.

21.

Dimostrarc che è continua nel punto d'ascissa r=2 la funzione

(Si può dimostrarc che la funzione è continua nel suo put to A(2, 3), basandosi sulla defnizione
data nell'esercizio 10. Si calcola

)i(x)-f(z) l=13-3 =0 ...)
Dimostrare che è continua in tutto il suo campo di esistenza la funzione

(Ripetere il prccedimenro seguiro nell'esercizio prccedente)

Dimostrare che è continua nel punto d'ascissa ,r=4 la funzione

(Si può dinostrare che la funzione è conti ua nel suo puhto A(4, 4), basanàosi sulh definizione
data nell'esercizio 10. Si calcola

lf(x)-f(t))=lx-tl
. si tbohre la dìsequazione

f(x)-f@)l<e,
veriJicando che le soluzio i formano un intomo I(4)).
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t2, Dimostare che è continua in tutto il suo campo di esistenza la funzione

r:x.
(Ripekre il procedi errto seguito nell'esercizio prccede te)

23. Dimostrale che è continùa in tutto il suo campo di esistenza la funzione
,=§en t'

(Si può dimostrare che lo lunzione è conlinua in un suo qualunque punto A(a, sen a), basandosi
ancora sulla deftnizione di continu A indicata nell'esercizio 10. Si comincia dunque col calcolare

I Ik) -f(a) l=lsen x- seh al
- si Entono quindi presenti lè fomule di prcstafercsit, scivendo

r / "-a\ l, - a\tsen x-sen a)=2 1corl+l serl--ll| \zl \2ll
- §i icotda che, per quah.ùqùe x reale, titulta

0<lsm xl=)xl e O=lcos xl=l
e perciò si ha

2. | "o,l+.a\. ""n 
ft=l-ì | =2. l-q I- l"'\ 2 t-"\ 2 tl-'| 2 |

- in dewva ri ottiefie
lsen *sen al=lx-al

e percìò pet averc

lsen x-sen al<e, ...)

A. Dimostrare che è continua in tutto il suo campo di esistenza Ia funzione
Y=è

(Si può dimostrurc che la finzioné è co tinua in ul sua qwlunque punto A(a, é), basandosi su a
delinizìone di continuitò iùdicata nell'esercizio 13, Si comincia dunque col cakolaru

)f(o+h)-f(a)l=)é4-dl
e, scelto E>0, si cerca di tbolverc h disequazione

)é.h-é)<e.
Lo risoluzione della disequazione non è immediata e deve awenire in più pasJi srccessivr'.

- Si tkhe presente che risuha
é>0 per qualunque numero teale a
e*h=e, a;

si scrive perciò
le*-e'1=a "t'-11.- Inilicato olloru

0=+. t)
si patsa a risolvere lo diteqùazione

lè-11<&
- Per stualiale quesl'ultima disequozione si cottsideru

pL e)n

- :p+c\ lP-c\L. rom[lc di prc.tafcÉri .ppli@r. qui s.o l. ssend *tr e-'.tr c=, @! l|-iJ*n l-, J
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e si trova ut valorc n>np per cui risuhi
e<l+np;

oru, dato che tisuba
1+n p<(1+ p)' ,

si ha pwe
!Le<(l+Pl e quindi e^<l+P ossh e.-l<P

In definitiva si trcva, per n>n\,

Tenendo oru prcsenti le (1) e (2), si fiesce a conclùdere ...)
25. Tracciare il grafico della funzione definita nel modo seguente:

Y=-2 W x=-2,y=x Per x>-2
e stabilire se la funzionc è continua nel pùnto,4(-2, -2).
(Ci si può basare sula defrnizioné di contitu A indicata nell'esetcizio 6),

26. Tracciare il grafico della fuMione definita nel modo seguente:

!=x per .x=0
)=§en I Per l>0

e stabilire se la funzione è continua nel punto O(0, 0).
(Ci si può bosarc sulla d.linizione di continuità indicau nell'esercizio 6).

27. Tncciare il grafico della funziore definita nel modo seguente:

Y=l Per Ì=0,
Y=d Pel '>0e stabilire se la funzione è continua nel punto r4(0, 1).

(Ci sì può batare sulla definizione di continuità indicata nell'esercizio 6).

A, Una funzione,:/(Ì) prcsenta la seguente carattenstica:
risulta lflc)-fld11<lc-ll p€r lutti i numeri c c d di un dato intervallo [a, A].
Dimostrare che la funzione y=^r) è contioua in tutto l'intcrvallo [a, b].
(Conviene basafii sulla definizione indicata nell'esercizio l0).

363

3. Casi di discontinuità

Per risolvere gli esercizi dal29 al 45 bisogna vale$i delle nozioni rchtive ai p nti di discontinuiù,
che oru richiamia o.
Una funzione y:f(x) può prese tare, bt corÀpondenza all'atcissa x=a,
- an p.rro .li .liscon inuitA hfiiita, sc si *rifuo che

!l:tr't=*
- an p@to dl solto, sè si v.riftaano h condizloni !.a@rrli
D lìnt-lo=h
II) tin lO)=1,

r) l,+1,
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- ùn panto di dhconlinùù ctit,,,inabiL, sc si wrificono lc condùiani squ.nlir) wl@=t
D fra)+l
oppure

') ioa .tisa fra).
29. Tracciare il gafico delle seguenti fuozioni individuandone gli eventuali punti di discontinuita

infinita:

,=-t. ,=1-r. ,= I' Ì ' x-l
30. Ripetere I'esercizio 29 a partire dalle seguenti funzioni:

I r.. I,=7, )=j+r. ,=Gl tf_

31. Ripetere l'esercizio 29 a partirc dalle seguenti funzioni:
,=ln.r, y=tg,

32. Tracciare il graJico delle seguenti funzioni individuandone gli evedtuali punti di salto:
l,l lrl , lxly=;. y=x-;. t=** x

3. Ripetere l'esercizio 32 a partire dalle seguenti funzioni:
y=x-lxl, y=x,lt), r=21)

34. Ripetere l'esercizio 32 a partire dalle seguenti funzioni:

J n t ,=t y=zx J per *>" r=cos, J ee' *=O y=2'

I per r>1 y=3t I per r<o .y=sen r I n", r.o y=x,

35. Tracciare il grafico delle seguenti funzioni individuandone gli cventuali punti di discontinuità
eliminabilc, Spiegare come si potlebbe modificare la definizione della funzione in modo da elimi-
nare tali discontinuita:

.*+3r 2,r-x-l .l+l' ,-l ' ,+l
36. Ripetere I esercizio 35 a partire dalle seguenti funzioni:

t Oer x+t y=t J Oe' ,+O y=e" J C", ,+" ,=sen .r

In.. *=t y-2 [ner x=0 r=0 [n"t ,=" y=L

31. Tracciare il grafico delle seguenti funzioni; individuare gli eventuali punti di discontinuità, indi"
candone il tipo:

)=ln lrl. )=[r)]. Jn". r*o y=+

[ 0", ,=o y=o
3t, Ripetere l'esercizio 37 a partire dalle seguenti funzioni:

I oer xsl v=2x I oer r>t v=2x
'| p., *>t F+ i pe, r<t y=+Irtr

39. Ripetere l'esercizio 37 a partire dalle seguenti funzioni:

[per rsO y=x'l [per r=0 y=2 fp"',=o v=2x
'I per 0<=1 y=Lx { per 0<x=l y=2x { pe, o<rst v=.Ètr
I ncr x>t y=2' Ie.t *>t y=r IPer :>t y-2'
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40. Ripetere I'esercizio 37 a partiÌe dalle seguenti funzioni:
365

I n., ,<o y=t 
_

1 per 0<r=l )= Vr
I p", ,r, ,=tn x y=lf ,:ln t

41. Disegnare almeno due curve che possono rappr€sentare una funzione ),=/(j), definita nell'insie-' me dei reali, di cui sono date le seguenti informazioni:
lim /(.r)=-1. lim 

^r)=1. 
/ll)=0

42. Ripetere l esercizio 41. a partire dalle seguenli informazioni
lim /(r)=3. lim 7h1=-3. A2)=t

47. Ripetere l'esercizio 41, a partire da una funzione y=/(.r). che è definita nell insieme dei rcali,
escluso il numero -3, e di cui sono dare le seguenli informazioni:

,!i4.r')=_. ls^,)=_3
44, Ripetere I'esercizio 41. a partire da una funzione r=/(Ì). che è definita nell'insieme dei reali.

escluso il numero 4, e di cui sono date le seguenti informazioni:
lim fG)=+@. lim /(Ì)=0

45. Portare almeno due esempi di tunzioni ):/(Ì) che soddisfano una sola delle seguenti coppie di
condizioni:
I) ri\ulra lim /(.r)= / e l ffla)
III risulta lim (.rt= / e l=lla)
III) risulta lim /(.r)= / e non esiste /(a)
IV) non esiste lim l(r) e esiste /(a)
(Per portare esempi di funzioni che sod(lisfano I'ultima coppia di condizio i si può pe sare alla
fkfizione di Ditichelet ...)

4. Dalla continuità al calcolo di limiti. Limiti di
funzioni elementari

6.

Calcolo di limiti basato sulla continuità delle lunzioni elementari

Pel risolrere gli esercizi dal 46 al 51 occorre valersi della coktinuiù delle funzioni elemeìttari,
icordando la segue,tte defi,lizione :
Se na Iù zione è cot ti ua i un pu to d'aschsa x=a, isulta

l:!:f(n=I@)
Perciò, per calcolare il limite di una fuhzione in uh punto d'ascissa r=a, ii cui la funzione è
continua, basta sostituirc ad x il numero a.

Calcolare il risultato d€i seguenti limiti, basandosi sulla continuità delle funzioni elementari
1,4 2, l,nl0, .lit(-l), ri. Vi

Rip€tere l'esercizio 46, a pa ire dai seguenti limiti:
Iim r. lim x. tim.r. lim .r

-j
tt-
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,lt. Ripetere l'esercizio,16, a partire dai segùenti limiti:
lim sen Ì, liln sen r, lim sen i, lim sen x

-: *:
49, Ripetere l'esercizio 46, a partire dai seguenti limiti:

lim e'. lim d. lim ?'. lim d
'-Ì

50. Ripetere ltsercizio 46, a partire dai seguenti limiti:
Iim, V2. lim,.r, lim. e'

51, Ripetere l'esercizio 46, a partire dai seguenti limiti:
lim r, lim sen r, lim é'

Limitl di lunzioni elementari per x+d)

52, Basandosi sulla definizione di limite, data nel paragrafo 3 del cap. 2, dimostrare che risulta
gT" 3=3, ,!iE 3=3, lim 3=3

(Per la dimostrazione si fissa un numero potitivo é, piccolo a piacere, e si isolve la disequazione
lf(x)-t)l<a

In questo caso si ho

l.r-31<E
che è yeru pet qualunque x .,,)

53. Basandosi sulla definizione di limite, data nel paEgrafo 3 del cap. 2, dimostrare che risulta

I1I È=È, ):ry. k=k. ltjJ. k=k
(Ripeterc il ptucedimento seguito nell'esercizio prccedenrc).

g, Basandosi sulla definizione di limite data nel patagrafo 3 del cap. 2, dimostrare che dsulta

,!p" x=+-, ,!ig-,=-*, Iim x=a
(Per svolgere, per esempio, lo prima dirnosaruzione si fissa un numero positivo M, gande a piacere
e si risolve la disequazione

f(x)>M'
In questo caso si ha

,>M
che è vera per qualunque ,>M ...)

55. Basandosi sulla definizione di limite data nel paragrafo 3 del cap. 2, dimostrare che risulta
lim e'-+@, lim 3'=0

(Pet srolgerè, per esempio, la pima ilimostruzione si fissa un iumero positivo M, Srande a piacere
a si rbolve lo disequazione

f(x)>M'
In qucsto caso si deve risolv.rc la disequazione

d>M
ché ho cofie soluziofii i unwri setuenti

x>la M ...)
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)=§en I tlon ammette limite né per ]++É, né per ,+-d.
(Si può cotfiinciarc con I'escluderc im erliaramente cha fisuhi

lim sen x=a
doto che si ha, per qualunquz valore reale di x,

lsen xl=t.
Resta così da escluderc che sia

tin in*l
Si prova perciò a vederc se è possibile solvere la disequazione

lsen x-ll<é, ossia l-t<sen x<l +r,
ottenendo delle soluzioni del tipo

lr l>r..
Ma ci si rcùde subito con o che in un insie e di nu uri come quello d?scritto nelh discquazioh.
(2) ci sono infinin vabfi di x per cui rbuka

sen x:1 e perciò deve essère 1<l+., A)
ma ci sono anche infrniti valofi di t per cui tisulta

sen x=-1 e perciò deve essele l-e<-l. (4)

Oro è chiatu che le (3) e (4) debboflo talere contemporaneamente, perciò si deve semprc avere
l-t<l e l<e-l, da cui l-e<e-|, ossia E>l ...)

5. L'algebra dei limiti

so ?

(1)

(2)

Algèbra dei limlti linitl

Pèr wolgere gli eselcizi dal 57 at80 occone vak$i delle regole rcla.ive all'olgebru dei limiti fini.i,
che oru ichiamiamo:
S. risulu

y:lb=l e lirn s(x)=d, co,, I ed ,n fniti,
ril&lu atuhe
(1) W Iflt)+s(x)l=t+n,
(2) Y!: tl@s@t=t n'
O m 1=L, putcha sio n+OF. gtx) m

fl,) tu) lirn .!:::!--'-, Durcu sia m*0t_. t|.x) n
Crlcolere I sultati dei Iimiti egpodtl negli e§ercizi dal 57 al 69' lndicrtrdo, b ognl ca§o, le regple
.pplicate.

51. II! (r+5), lim (s€n r+1), lim (€'+2)

5t. liqr (.r+sen r), lirl (sen r+e'), 114 G'+r)

5e. l!,n (4r, lim (2 sen.r), Iin: 1c'
-;
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60.

61.

lgg (-r), Iim (-sen,), lU* (-e')

(Tenerc Nesente che risuha -l(x)=(-1).f(x).)
tim. [-f;1. lim (-2 sen Ì). lim (-ad)

,-i
lim.f. lim. . lim./-+ r-v:
(Tenere presehte che risulto l=x.x, xr=i.x, ..)
lim sen2 r, Iim sena x, lim sena,

'@.

(Tenere prcsehte che risuha serÌ t=sen x sen x, ,..)

I'j[ (-2t'), Iim, (9xr), lim (4 sen'?r)ts5
lim (e' sen .r), Iim (x"'). lim (l sen.r)*i
lirl (zr-3). lim ]r: r. IirL(-,ra-3Ì-)

-\/2
li4 (3./-t+5Ì?-D, rim. (rn+3r,+3r+1), ,]r (&{+l-l)
lim (2 sen: x-sen r). lim (sen r+2r). lir! (r+.')

r--i

Essminsre i tn ti idlcrti rcgli esarcizi dd 70 all'60 e risolverc i seguenti quesiti:
- c8lcolare i sultati ch€ si lrossoDo ottenare valendo6l dell'algebra del limiii ftnitl, lndictDdo, ln

o8d caso, l€ r€golc applicate;
- hdic.rc i llmlai che notr si Dossono calcolù€ velcndosi solo del'dgcbra d.i limiti fmiai.

ri. lLì. ri-f1ì. ri-/ r )

-; \s€n Ì, 'i \?'/ .-. \sen r/

h/--Lì. ri. /-=!-\. ri- I--LlrrÌ \4.*-2,,' ::'i \4,,_r/' i'i\e*-ul
ri.f-Ll. 'i-/-r\. r- l-.r-\Èo Ur+l/ .'' \r,+1/ "-rlr,+l/
.. /l\ .. /l\ .. /r\llml .-1. llml..-- Im l.-l*0 \_t.+1/ ,-' \f+1/ .- r\r.+l/
.. / 2Y ì .. I 2.t( \ .. /r+1\
-'\x,+li ,-o \r,+1/ ,-o \ :rx /

.. I ì-2\ .. l* 2 \ .. /r-z \l! lz'-,t .1+\2'*-rl l'S iz'-rl

.. /-c-2,r\ .. h'-2x,\ .. /l-.zl\T$ \ ,-2 l' llB, \ -.+2 / llT L*, l

65.

6.
tt.
6t.

6s. ,*[.). jiÉ), l*,(i)

71.

77. 's(1.,d ,s(fi;) [r[z{=.r_,J
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ia. 1. /--' ]. 5- fs" *]. 6 ftn ,)-'\senx/ ..-\ x / ,-.\ r i
7s. ri.l*-rJ. ,,,, l4_L'1. ,* fÈrl

-o \e. l/ r-o \r-l / '-o I x /

so. 't. 
p:4\. 

';" fe!ì. ,,- Inì--" \d+1/ , .-. \3 e'l --, \,ri

§(Dg'

Algebra dei limiti infiniti

Pet srolgere Eli esercizi dall'gl al 90 occote valeÌsì.lell. rcBole dell'algebru dei limiti iassunte
ne lla tabe lla seguente :

Calcotare i risultati d€i limiti indlcatl negli eserclzi dall'tl al 90' indic.ndo, iD ognl csso, le regole
.pplkìate.

81.

u.

83.

u.

t5-

.. | .. 1llm Im-

Ii* (o--.). rs [-!,J' ]s L:,r)
.. /r\ .. /1\ .. /l\
-0 w+.r/ r--r \$+r/ ,-, \x.+r/
,'- t/al. ri- ll\* " \e'l ,-*- \?'/
,t-l--r-\. ri. I-!,-. \sen .x/ ,-" \s€n I/

f6. 1i. /l-1. n- I2:n-- 
'\. ri. f frlì

'-'\r'-l/ '--'\x.-ll r-o \/ lt

'lt. ri. [jllì. li,. l-{ll- \. ri, l-r.trì,-' \r'-.r/ . .o \.r,-,r,1 --r \.r,-.r/
8a_ ri.l!*11. r, E:_t- \. ri. fÈ.t),-. \l-r,f . I \-r'-,{/ F-t \xt-rl

|jgn, lim x(r) l,il! t ffr)+s(r» lim L x)s(r» .-llrm- lim "--:---.- 8&)
0 0

I

0 0 0

0

0

0

0
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/. r\*9- Iim lr----11 liml"'l linl-'ì,_o \.r._ari ,_r \r._4ri *r \.r. .4.r/

C'è qualche limite che non si può calcolare. valendosi solo delle regole relative all'algebra dei
limiti?

m. ri-I ,.-4 ì ri-l ,,-4 ) ri. I,-.-4 \,-' \r:- 3r ' 2/ ,-, \r-3rr 2/ , .-r \r'_3r+2/
C'è qualche limite che non si può calcolÀre, valendosi solo delle regole relative all'algebra dei
limiti?

Riconoscere le torme indeterminate

Gli esercizi dal 91 al 101 co,lducono a riconoscerc limiti che danno luogo a forme indeterminate.
Per svolgere gli esercizi occoÌe cordare le seguenti forme indetemi ate presentate nel testo:

- ta lonna det tipo 9,

- Ia foma det rioo L."o
- h lonna del npo 0 ù,
- la loma del tipr *-*.
Tencre preseùte che in qwsli casi non si iescc a calcolan il nsuhato di an linik, valendosi solo
de 'algebru dei linitì.

91. Esaminare i limiti seguentil

lim (Ì'.r:), lim (rr-:r:). ,,In 14ì

e risolvere i seguenti quesiti:

- determinare il risullalo dei limiti che si possono calcolare valendosi solo dell'algebra dei limiti;
- individuare i limiti che si pres€nÌano in forma indeterminata;
- accompagnare lo svolgimento dell esercizio con opportuni grafici.

92. Ripetere I'esercizio 91, a partire dai seguenti limitii

,lim. (.rr,r'). ,lim- (r'+.r'). ,lfT l/r]
93. Ripetere l'esercizio 91. a partire dai seguenti limitir

lim lra--,rì.ra-lrl. li. l.{j1]. li, l''*{l'- '\'r'+'r/ ! x r)+lr
94. Ripetere I'escrcizio 91, a partire dai seguenti limiii:

l,$[(i-])-(a-rr. Is(-;) f,t,(#)
95. Ripetere l'esercizio 91, a partire dai seguenti limiti:

.r\.Y\
,lim. r.r':rx-3). .'if (r..,rr/ ,l'.r.n. (;;;J

96. Ripelere l'esercizio 91. a partire dai seguenti limiti:

tim (r sen -Y)- ri. Isen'1. ri,, It"'aìi.ii.''--' , i:ì\ .r I .-o\,rr I /
y7- Ripetere I'esercizio 91, a partire dai §eguenri limiti:

lim f-r'€'1. lrm (r'e'). fi, lll,-. , \c'l
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98. Ripetere I'esercizio 91, a partire dai seguenti limiri:

ri,, ll. e l. rim I l- e,l. rm l!-e I'- \r / '- -\r / \x- I

99. Sapendo che per le tre funzioni y:/(-!), ]:g(x), y=r(r) risulrai

I,*.(-r)=+-. l,g s(,)=--, l{9 r,k)=o

§$.

esaminare i Iimiti seguenti:

ly [.r(.v)+,1(x)J, lTq [/(.r)+8(,», E] I/(,)-cG)l
e risolvere i seguenti quesiti:
- determinare il risultato dei limiti che si possono calcolare valendosi solo dell'at.
- individuare i limiti che si presentano in foma indeterminata.

100. Ripetere l'esercizio 99, a partire dai seguenti limiti:

llrn tf(r)r'(.r)J, l4 t/G)sG)ì, rim [à(_r)s(.r)]

l0l. Rroelere l eiercizio 99- d Ddnire dai \eluenn llm[i:I lur Ir* I l'ill. r;," l19i ,,m -,,.14(\)i '-,8(.r)l ,-" l8(.r)

* e'!"

3
\§'

Limiti di lunzioni composte e lunzioni inverse

Gli esercizi dal 102 al 116 conducono a completare l'algebra dei limiti considcrando le funzioni
composl€ di più funzioni di cui è noto il limite.

102. Esaminare i Iimiti seguenti:
lim é'" '. lim sen .r. lim e'

e dspondere ai seguenti quesiti:
- indicare le funzioni utilizzate per generare la funzione composta,=?-", che compare nel 1"

limite,
- caìcolare il risuìraro del 2 e 3" Iimire,
- valersi di questi due risultati per determinare il risultato del 1'limite.

103. Ripetere l'esercizio 102 a partire dai seguenii limiti:
lim e-'. lim (-rì. lim e

104. Ripetere l'esercizio 102 a partire dai seguenti limiti:
Iim ? . lim (-Y ). Iime

105. Ripetere l'esercizio 102 a parrire dai seguenti limiti:
Iim Pr,-r. lim (2.r I 3r. Iim.

106. Ripetere l'esercizio 102 a partire dai seguenti limiti:
lim .en 12 xr. Iim 12 ,r). lim sen.z

107. Ripetere I'esercizio 102 a partire dai seguenti limiti:
.. /r\ .. 1llm:en l- . llm , lrm sen ztl, ,_l
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108, Ripetere l esercizio 102 a partire dai seguenti limiti:

hm sen lr+=1. lim lr, =1. lim sen zI 6r ,{' 6', -;
109. Ripetere I esercizio 102 a partire dai seguenti limiti:

,_\,-\
Iim sen l.r-:1, lim l.t *1. lim scn.z\z)..Ùrl',_;

Valersi dei risultati ottenuti per calcolare il limite seguente
lim cos -r

tenendo present€ che risulta

cos r=\en lx++l\ tl
110. Dimostrare il segucnte teorema relativo ad una funzione )=,ilC(Ì)], ottenuta componendo due

funzioni z:8(.r) e )=r(z):
se risùlta lT g(x)=l , \y, l,t=.. risulta anche l,g/t8G)l=m.

(Per dimostrure il teorenw, ci si può basare sulla definizione di lifiire data nel paragfifo 6 del
cap.2.
Si deve dinost re che, sceho uù rl nero positivo ., piccolo u piacere, si ptò towre M numerc à,
tale che sit)

lfls@l-ml<E per qualunque t che soddisla lx-al<at
ln base a e ipotesi, scelto e, si p ò trovarc ò*, tak che sia

I) lf(z)-tt1 <ì per qualunque z che soddisfu lz-l <ò., ossia ls(x)-ll<ò-.
hbfure, a pafiire da ò*, si può trovarc un valore à, tu{e che risulti:

II) gk)-l <ò' per quslunque x che soddisfa \t-al<à.
lnline. considerundo 

"tsième 
lc condiziotti I e II ...)

lll. Valersi del teorema dimostralo nell'es€rcizio ll0 per dimostrare che sono vere le seguenti affer-
mazioni

lim cos r=cos.r, non esiste lim cos.r

(Pet lo seco da offemazione, cor.larc che noh esiste lim sen x).

ll2. Il teorema dimoslrato nell'esercizio 110 va applicato con cautela, quando non esisle il limite di
una delle funzioni utilizzate per otlenere la Iunzione composta. Per esempio, esaminando i se-
guenti limiri

.. /l\ .. Irm sell L- . llm -. Ilm sen :\Yl
che cosa si può dire del l'limite assegnato?

ll3. Ripetere l'esercizio ll2 a partire dai seguenti limiti:
.. /l\ .. rlim cos,+.. lim +. lim cos z

l.r_ /

ll4. Estender€ i risultati dimostrati nell'esercizio 110 alla funzione inversa della funzione esponeoziale
e cioè

.y=ln r, ossia x=e\ (definita solo per .r>0)
per verificare che

- risulta Iiq ln .r=ln a per qualunque numero a>0.

- risulta lim ln Ì:-6 e lim ln x=+-,
- non ha senso calcolare lim ln -x. lim ln x e lim ln -r.



115. Ripetere l'esercizio 114 esaminando le funzioni inverse di y=1', 
"io,Y=\l;, ossia r=)'

verilicando che:

- se r, è dispari. risulta
lrm V-r= Vd

j* a'- - ,1,, /,- -- e quindr l,l i,-,
- se n è pari, dsulta

lim {-r=-Va solo per d>0 e lim Vr=0
lim i'x=+6. ma non ha senso calcolare Im {? e lim fi

(Ricotdale che la t'wlzion" y=!i a a"lnito
- solo per x>0, se n è pai,

ne 'insieme dei reali, se n è dispsri...)
116. Ripetere l'esercizio 114 a partire dalla funzione inversa di l:sen n, cioè

)=arc senjr, ossia ,r=sen y, definita solo nell'intervallo [-1, 1],
verificando che

risulta lim arcsen.r=arcsen d per qualùnque numero a tale che -1<a<1,
non ha senso caÌcolare lim arcsen r.

373

Esercizi vari

Gli es€rcizi dal 117 al 134 richiedono di applicare simultaneamente Yarie nozioni introdotte n€l
paragrafo 5 e nei relatiyi €sercizi.

ll7. Esaminare i seguenti limiti:

rim /l. [m !. lim \r. lim rf ;;,n r
'-0 /r ,, Vr

e risolvere i seguenti quesiti:
determinare il risultato dei limiti che si possono calcolare valendosi dell'algebra dei limiti,
elencando le regole applicate;

- individuare i limiti che si presentano in forma indeterminata;
- individuare i limiti che non ha senso calcolare.

ll8. Ripetere l'esercizio 177. a partire dai seguenti limiti:

.lim \.y-4. ,lim rr -V-r-O. ,lim. rr+V-t-O. frm f'l-+
ll9. Ripetere l esercizio 117, a partire dai seguerti limiti:

lll fi .r1m. V-r ,rm. V:r. ,1,, Y..
120. Ripetere l'esercizio 117, a partire dai seguenti limiti:

lim V-2--r. rrm r.6-,r. rrm -=L. riln 24, '-: V) , '-, V2-)

121. Ripetere l esercizio 117, a partire dai seguenti limiti:

lim Vr-r:- tim \ r -r. r,. \-E-. 1,.\l *
'rjo,
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122. Ripetere l esercizio 117, a parlire dai seguenti limiti:
lim \Fr' ' r, tim ![-r. lim trr tf',x1, lim Vt'+,r-

123. Ripetere I'esercizio 117, a partire dai seguenti limitii
r'/;IJI v.. liT v.r. Iim r.{-Vr). ,,if,;

124. Ripetere l'esercizio 117, a parrire dai seguenti limiti:
rìf rliqV.r.l. ,lim V,r-1. .lim, (Ì,-VÌ-t). ,,in, ff

125. Ripetere I esercizio ll7, a pafii.re dai s€guenti limiti:
lim ef. lim e\'. lim rtr. tim le '.afr

126. Ripetere lesercizio 117, a partire dai seguenti limiti:
lim ei. lim e'. Iim ei. tirnlt e )

127. Esaminare i seguenti limiti:

,lim. sen .r, l,S .:- ,lim, arc ,en x

ed indicare
- il limite che si presenta in forma indelerminala,
- il limite che non ha senso calcolare.
- il limire che non esiste.
Completare lo svolgimento dell'esercizio spjegando la differenza fra queste rre situazioni.

128. Ripetere I'esercizio 127, a partire dai seguenti limiti:

rm cos (r) f.It rTji riqarccos.r

129. Bjpetere lesercizio 127, a partite dai seguenti limiti:

,lim In (tg r). ,lim- ln ,r, ]iln- (x ln xt

130. Ripetere l'esercizio 127. a partire dai seguenti limiti:
fim (e'+ln.r), .lim ln(r-r), .lim- ?-"'

131. Scegliere fra le seguenti frasi quella che è dcavata corrertamente dalle regole dell'algebra dei
limiti finiri o infiniti:
I) se esiste il limite d€lla somma di due funzioni per r+a, allora esiste anche il limite delle

singole funzioni per ,r-a,
II) se esiste il limiie di due funzioni per r+a, allora esiste anche iÌ limite della sornma per.r+4.

132. Verilicare che risulta:
lim (sen'z.r+cos: x)=1

ma non esistono
lim sen'x e lim cos: r.

Questi risultati contraddicono Ie regole dell'algebra dei limiti?
(Ricordate che, per una nota relazione tlìgonofietica, tisuba

serl x+coì x=l pet qualunque x reale.
Pet fispondere all'ulrimo quesito, tenere presente I'esercizio 131).
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133. Scegliere fra le seguenti frasi quella che è ricavata correttamente dalle regole dell'algebra dei

limiti finiti o infiniti:
I) se esiste il limite del quoziente di due funzioni per Ì-4, allora esi§te anche il limite delle

singole funzioni per r+4,
II) se èsiste il limite di dìre funzioni per Ì+4, allora esiste anche il limite del quoziente per r+4.

134. Verificare che risulta:

ri- hsn À\=o.-,\ x /
ma non esiste

lim sen ,.
Questi risultati contraddicono le regole dell'algebra dei limiti?
(Ricordare che risulta

lsen xl<l per qualunque x rcale.
Pet ispondere all'ùhirno quesito, tenerc presente I'esercizio 133).

6. Risoluzione di forme indeterminate

Gti esercizi dat 135 at 172 conducono a deteìminare il risuhato di limili che si presenta o itt foma
indetelminata. Per svolSere Tli esercizi è opportuno tenere prcsente che:

- non si riesce a cabohre tale isulrato valenilosi ìlirettanente de 'algebra dei li titi:
- pa icolui anili.i algebrici conse to o in alcl i casi di elirninare I'indeteminazione' cinè di isci'

veru il liniu ii u'oltraforma, che per ette di oniYarc al risukato valadosi de 'algebra dei limiti.

Forme indeterminate del lipo 6 '.
135. Determinare il risultato dei seguenti limiti:

r;," lz* I.,,']. .r,T" (.r't.r ). rim or'-4\),-+"\ t I
t L'aruficio al8ebico che permexe di eliminare t'indetenni azione consiste nel riscttuerc il polino'
mio, merrendò u cwdenza la potenza di, dt qrudo piu ?lcvato ---l

136. Ripetere l'eselcizio 135, a partire dai seguenti limiti:

lL.(',-;' ;iJ 'lrl, ll-.'-! ;-+1 ,!iqlà'--i' zl
137. Ripeter€ l'esercizio 135, a partire dai seguenti limiti:

li4 (r6+rr-f), ,!!l- (,'+2,'tx), r,,l (r'++,'-,)
138. Esaminare i seguenti limiti:

,1i1\ (/+r-'), ,Ì14 G'+Ì-), rin (.d+r r)

dove l'esponente/, è intero Positivo, e risolvere i seguenti quesiti:

- indicare te forme indeterminate, distinguendo il caso in cui n è pari dal caso in cui n è dispari,
- calcoldre il rirultalo dei limiti nei \ari ca§i.

139. Ripetere l'esercizio 138, a partire dai seguenti limiti:

.11+ G'-ir'-'), ,liq G'-,' '), l{q (x"-x'-')
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1,10. Determinare il risultato dei seguenti limiti:

lg. r,-V,r. ,tim tr -\hr. lirl tr -ùirl
(Si può ancora eliminate I'inderetminazione mettendo in e,,)idenza le potenze di x di grudo elevato;
tenere presente che risuho

Vr=x', Vr=r . Vr=,:
e qùndi

* 1.,_,_,1=,. (r_,it=_ /r_f]....r
l4l. Ripetere l'esercizio 140. a pa ire dai seguenti limili:

,tim. (r -ffr. ,lim, (r+i'rt. 
1,11 tz*+r - ttsr

Forme indeterminate del tipo

142. Determinare il risultato dei seguenti limiti:
.. r ll .. r:-] .. 4r'+3 .. )a+l
,-, r'tt .-. ,r+l , . 2t'+t ,-, 4.r+I

(L'afiificio algeb co che pe lette di eliminare I'indete ninazione è il seguente:

- tisc vete il quoziente di polinomi mettendo in evidenza la potenza di t di grado piit elevato sia al
numeralore che al denominatore,

- operare le opporrune semplificazioni ...)
143. Ripetere l'esercizio 142 a partire dai seguenti limiti:

.. 3r'-r .. 5x 3 3r'-rllm:-! lrm:_-.-,l'l:}rJ,'.ll-1,-121.+l
144. Ripetere l'esercizio 142 a partire dai seguenti ljmiti:

.. rr+2rr+ I .. r'+2r:+ I
. .'-t'-2Ì: r-l

t45. Determinare il risultato dei scguenti lilniti:

(Anche in questi casi si segue un procedimento analogo a que o seguito per isolverc gli esercizi
142-144; per esenqio, kel 1" csso si scrive:

146. Det€rminare il risultato dei seguenti limiti:
.. 2r+ I .. 4r-5 .. r: -2rlm-_-:. llm___:. llm 

--
' . V4.r:+l ' 'V2x:,8 "\/x1-2

(Attche in questi casi si segue un proccdime to analoSo a quello seguilo pet rkolvere *li esercizi
142-145: per cvnpio, nel I caso si rcrire:

2x+1 -
^,En

, l:rll
\trF5.
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Formè indeterminate del tipo 3

147. Deteminare il risultato dei seguenti limiti:
2(P'l) .. p-| .. €'lllm- ltm-, ltm------

,TFOf
(Taendo prcsente che risuha

., e._1ltm 
-=)co ùene scrivere

2-/e -l) p'-t ",-t I e t e-t I e I
x ' x' 2x 2 x' ,: x t

e calcolore il risultato dei limiti, valendosi de 'algebla dei limiti).
148. Determinare il risùltato dei seguenti limiti:

tim:-----l tim J'-----j- lim:4*o k' '-ù 4.r

(Tenerc presenti i sugleimenti dati nell'esercizio prccedÈnte).

149. Determinare il dsultato dei seguenti ìimiti:
.. eL-t ,. e'-). ,. er'-lllm'-:.-. llm -. llm ..:,.o zx ,{ Vr

(I limitì indicati si possono considerule tutti cone hmnì di funzioni comPoste; pet esempio nel 1'

,,_è'-1r2x
si può considerare funzio e composta di

P, 1
7 =), ,z

e ifunque il limite assegnato vale l, dato che isulta

lim2t=0 e lim- '-l
Procederc analogamente negli abi casi).

150. Determinare il dsultato dei seguenti limiti:

lim'-. Iim '-. lrm 
-irx I , '/-l '-osen,

(Tenere prese ti le indicazioni rlate nell'esercizio precedente).

Limiti di quozienti di Polinomi

Compleiamo to sludio dette IotmP indcle,min.trc del ripo f; etammando un ulnmo caso in cui à

possibile elininarc t'indeterminazio e con u §emplice attifrcio alSebico: il li ite di un qùoziente

Ciminciamo con I esamnarc seguente esempio numerrco

-- rt l-2*+2ltm- r-1
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È immecliaro verificare che, se si sostituisce ad x il valorc 1, sia il numetutore che il ile o inatore
valqono 0;questo vuol dire, in base al teorema di divisibilità1, che ì due polinomi so o divisibili per
il binomio (x l). Risuka infarti, effettuondo la divisione'z di ciascun polinomio per il binomio
(x-l),

l-i -2x+2= (x-1).(i -2) e l-1:(x-l) tt+l)
Così si ha

l-f-2x+2
E opportuno ossenare che I'uhima semplificazione effettuata non è ralidt, se si ha x=l; tutavia, il
caholo del litnite non tichiede di val are il quoziente asse*nato per t=l e dunque si può scrirere

,. l-ì-2\+2 ,. ì-2 Ittm-:ltm-:--,f-l ,-t x+l z
Suesto prccedimenro si può semprc ipelerc, quando si deve calcolarc

, ao+at r+arÌ+...+a. f
,-, ba+4 x+b?.1+...+b,,, x^

e i due polinomi assegnati valgono zero pet x=p. Inla i, in tal caso, sia il numerator. che il de-
nominatorc sono dit'isibili per (r-p) e, dividendo entrambi per il binomio (x-p), si può elihinarc
l'i detenninazione.

Calcolare i limiti indicati n€gli €sercizi dal 151 al 162.

lsl. tim /-,4r+4,-, t:_4

,-! t'z-6x+9

ts3. tim.rr+.r:-5.r+3_r-l
154. lim+{-, /-lxr+4

(x-l).(l -2) _Ì-2(t t).(x+1) ,+1

.. f + tù+21 .. r'z+3r-AUm-. llm-r-9
.- r-+Y' \Y+ l ., r'+r'-5r+lllm..... --. llm 

-

:r'-t x'- I

[0, 2, -1]

l- _f <I 2 -Ì

155. lim-,

157. lìm+-'-'(r-2)'
l5t. lim*,

159. lim Ll

160. lim .-e.

16l- lim a -.

162. lim lj.

.. r1-4 .. .t'-8
'-2 fr_1t:+4 F' /- }:+4

.. (x-3)r

.. (.r-a)':

lrm 

-,

,_, (r_1I

.. -rr+8

llm__-.

Ilm.......-

,. lx'2)'ut ,,_2.

lim,:

., .rj_l

._, (r-tt
'-'(x-a)'
.. r'+8

ltutti0l

ltutti -ì

[6, o, 3]

l2a, 0, al

[-. 2, o]

t-,2, ol

t3, É, @ì

I34" -, @l

l-,. u.-il
13 ^ 3l
llr' .o. *)

I vcdi E. Csrelnuovo, C Gori Giorpi, D. vrlcnti. uat.mnca osBi. rol 2. pag€. 191_391.' veùi E. Casr.lnuo\o. C GoI ciorÀr. D. valcnn. Mar?s,,(a 488t. !ol. l. Pagg 1o7_1oo
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Esercizi vari

Gli esercizi dal 163 al 172 riòiedono di applicore simultaneamenle varie nozioni introdotte n€l
paragrafo 6 e nei relaaivi esercizi.

163. Determinare il sultato dei seguenti limiti:
.. /l 1\ .. / r r\llm l-_ l. llml 

---l,-o \.r' r/ ,-tr \r'+.rj ,r /
(I due limni si presentano nella forma ituletemlinata del tipo a-a, che peù è facile rìsolverc,
tenendo presente che risuha

t I ì-t 11 , -r\,' I \r,- I r'-ll
tt isuttato è in entrumbi t casi 6).

164. Delermina.e il risultato dei seguenÌi limiti:
t a,) r .. / I r:.1 \,.' \x!_L_t x'_Lx'axt .-r Ux_l), (.x,_1)./

(Tenendo prcsetti i sugqerimenti dati nell'esercizio prccedente, si o iene, in entrambi i casi, il
risuhato 6).

165. Determinare il risultato dei segìrenti limiti:
1-\

,!irn, (!tr \..r). .rim. (Vxr3-v-.r). ,U. l!, j-r.4
(l liniti si presentano trclla foma indetenhihata del tipo 6 ù; in queslo caso, peÌ eliminare
I'indeterminazione, ci si vale di un uovo a ificio, che vediamo studiando, pet esempio, it 1" lini.e.
Si ha:

tt/ii-Gt ttEj+t?t_ -ttEi+tQ t/J+rG
e quindi...)

166. Generalizzare il procedimento seguito nell'esercizio 165 per indicare il risultato di tutti i limiti del
lipo seguente

tim tGi \Cr

167. Determinare il risultato dei seguenti limiti:

,lim- (\4+.)- V.r-4). ,tim. t16 *-l-r ,)
(Ora, per eliminare l'indeteminazione, si sctiw, per esempio el l" caso

*Ci-li' rtGE- tEit----------:=----- t-\/)t-3+Vx+4
168. Generalizzare il procedimento seguiio nell'es€rcizio 167 per indicar€ il risultato di tutti i limiti del

tipo seguentel

_liq (!-.r+a- !--r+O. Xt11 (!6-r-Vò--r)

170. Determinare il risultato dei seguenti limiti:
.. l"- r .. \/;-\qllm-. llm-.-r r- | r-! r-J

(I limiri si Nesentano ella forma indete,minan det npo 9; in quesi casi si trcsce ad eliminsre'0
l'in.letermihoziohe, valendosi ancoru della scomposizioke in fattoti, scrivendo, per ese pio nel 1"
limite:

,-t=\q'-Ì=ùG t) ùGt t)
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Si ha così:
.. t/ì- t .. 1 tlm--=tm-=+).r-t x-t ,-t vx+] 2

171. Generalizzare il procedimento s€guito nell'esercizio 170, p€r calcolare i seguenti limiti:
.. \F-vZ .. 1;-l;urli 

-.

,-i x-a ;i t/;_\/;
(Tenerc presente che si può considerare

,,/t=t/x')
172. Deteminare il risultato dei seguenti limitir

tim _4_. 1;,n _,_é_,=-. lFir u ,::; vFJ_r
(I due limiti si prese tano hella forma indetenninan del tipo I, che si può eliminare metendo in
evidenza lo potenza di x di grado più elevato sio al nu eratorc che al deno inqtore --.)

7. Applicazioni del teorema del confronto

Tenendo presente che rlsultr

calcolare i limiti assegnad negli esercizi dal 173 al 180.

.. 2 sen -r ,, sen r .. sen.xl rJ. Um 

-. 

llm 

-. 
Um 

-
.r Foz( ,-t ì

( Basa scrivere
2 sen x _).sen x §1L-L:L,s_g!!_r t!4!=!.s_9!.2x ' x' 2x 2 x' I x t

òer anivar. ai ùsulta.i 2- +. @)'2
174. tim 3 sln r. 1i6 - {-. lim:!§!-Ir-o 4-r tse Sen t ,-. X

.xlsen = sen -.. sen 2.r .. Z ., .rt/5. llm 
-. 

llm 

-. 
Um 

-
i-o 2x ,+ I

2,
(l limiti indicoti si possono considerare tuti cofie limiti di funzioni compo§te; pet esempio nel 1"

sen2tv=--T
si può considerarc funzione composta di

e d nque il limile assegnato vale 1, dato che 
^uha

L1' '' -']

Analogamente si può verificare che gli ahi due limiti wlSono 1)



7. Applicazioni d6l lsorema d€l confronlo

tz6. Iim le!. tim 1/§S!-I. tim e''i
'-Ù Y r

(Tenerc prcsenli le indicazioni date nell'esercizio ptecedente; i .sultati sono l, 1, e).

381

177. 116 §!2I, 
I,S 

§r=,
(ConviÉne scrivere

sen 2x . sen 2r sei x sen xx-'2, x 'l
co i aftiva rupidament? ai risuhati 2,0, a).
.. tg.r ,. rg zY ,. rc 2.rl/ò. llm 

-. 
,lm 

-.
'-t 4

tPer calcolare il I limite convicnp s(tiv?p

lim §9!_I

§en2 x - !.

s_gt!_!
tgx_cosx_ senx _U!!L. Lx cos x

così si aftiva a deteminare subito il risultato 1. Pet il 2" limite ci si può vakte dei limiti di funzioni
composte, oxenendo ancora il isuhato 1. Per I'ultimo limite si può ripetere il procedimento dell'e'
sercizio precedenk, ottenendo il risultato 2).

17e. 1;- §!!aI 1;- lEI1,-Ù x
(Ge erulizzando il prccedifie to s ggeito nei due esercizi precede ti, si aùva in ambedue i casi al
isubato k).

180. tim r-sen r . tim @. tim.r,.sen I

Tenendo pres€ e che risulta
.- l-cos r ^

catcolare i limiti assegnati negli esercizi dal 181 .l 184.

I cos 2x .. cos r-1llm 

-.

)a '-Ù x ,-u cos jr - I [0, 0, @]

[0, 3, @]

181. lim

182. rim@. tim!:!$i
(Per il primo limite conviene scrirere

2-co§ it _1+1-cos x L*l-cos xxx
così si ottie e rapidamente il risuhato @.
Per aftivarc al risuka@ del 2' limite, occone inv?« scriverc

l-cost-l-cosx l+cosx- l-cosz t -sen2x. l
L'. l+cos x l (l+cos r) I 1+cos x

i tat modo ,i wo anwa,e at riruhato tt.
183. Verificare che, per qualunque valore rcale p, dsulta

sen (-r+Bì sen Blim ' '-co\3

(Ci si può ralerc, per esenpio, de e fornule di addizione del seno, per §civere
sen (x+P)-se B sen t cos B+cos x.sen B-sen p

e quindi
vntxtb-senA - l-.o\ t
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184. Verificare che. per qualunque valore reale p, risulta
cos f-r+ 8l - cos 6hm-= ien .,

(Tenerc presenti i suggetihenri dati nell'esercizìo precedente).

8. Teoremi sulle funzioni continue

Sui ieoremi per veriticare la continuità di una funzione

Pet svolgere gli esercizi dal 185 al 193 occorrc tenere presenti le seguenti ìtozioni:
- una Junzione J:J@ è contiaua in un punto d'ascissa x=a, se dsuha

!!:f(x):J@;
- una lunzione y=f(r) è co tinua in u intenallo, se è continua h tuai i puùti ili qaell'intervallo;
- sotto continuc in tutto il loro campo .ìi .si,tenzt le seguenn funzioni élenenbn

r=k, r=x, r=sen x, !=e,;
- date due funzioni r=f(x) e r:eq), corrtinue in Ln punto d'ascissa r=a, À$tltono conli ue neuo

stesso punlo an(he Ie sequenti funzioni:
l) j--flx)+s(x),
tI) r=t@s?),
h v=L. Durché nsutti eta)+o.' clx) '

lV) -, 
purché risuki sb)*0.atx)

l8S. Verificare che le funzioni seguenti sono continue nel loro campo di esistenzai

v=lr'-1.r -2. v=d.senr. y=À'2
186. Studiare la continuità delle seguenli funzioni:

,r'?-t Ì:+l I' -r_+ I r'-t ' sen l
187. Studiare la continuità delle seguenti funzioni:

v:x, ):-.r, y=1,
e vedficare, in palticolare, che I'ultima funzione è continua nel punto O(0,0).

188. Studiare Ia continuità delle fuflzioni seguenti:
):sen x, )=-sen .r, y=]sen x

e verificare. in particolare, che l'ultima funziooe è continua nel punto O(0,0).

189. Dimostrare che è vera I'affermazione seguente:
se y:flx) è una funzione continua. anche y=l/(r)l è continua.

190. Studiare la continuità delle seguenti funzioni:

y=x,)=r.)=,
Esaminare, in panicolare, il comportamento delle tre funzioni in corrispondenza all'ascissa x:0.
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191. Verificare che sono conÌinue in tùtro il loro campo di esistenza le seguenti funzioni:

.rò.,

L-t^|.rrlI".n*
)r-:,i pe,#2 lr=hl per'r+-r ,Jr==; Pcrxzo
ìr ^ì, I

Lr=; Per.Y=2 [r=i Per'r=-1 [r=' Perr=o

192. Determinare ivalori del parametro k che rendono continue in tutto il loro campo di esistenza le
seguenti funzioni:

1.re'v=7*k' v= ì_kxii' v: x:_k
193. Determinare i valori del parametro k che rendono continue in tutto il loro campo di esistenza le

seguentr funzioni:

Ip", ,+r ,- * [*. *=o ]-r'+zY+r) x'-t )

| 0., ,-, y=k 
| ,., .*=t y=^-k

[*, r.1 y= k,.2

1*. *=+ ,=+

Continuità di funzioni composte e funzioni inverse

Gli esercizl d.l 194 al 202 conducono a completare i teoremi per verificarc la continuita di futrzioni,
cotrsid€rando amhe funzioni composte o inverse di funzioni continue.

194. Basarsi sul teorema esposto nell'esercizio 110 per dimostrare i teoremi seguenti:

- è continua in tutto il suo campo di esistenza una fùnzione composta di funzioni continuel
- è continua la funzione inversa di una funzione contirua.

195. Basarsi sul (eorema prcsentato nell'esercizio precedente per verificare che sono continue in lutto
il Ìoro campo di esistenza le funzioni seguenti:

/-\y:sen (zr). v' sen l,r-;J. )=co5.t

196. Ripetere l es€rcizio 195. a partire dalle segu€nti Iunzioni:
y= vr. y=vr ) =vx.

197. Ripetere I'esercizio 195, a partire dalle seguenti funzioni:
,y=ln .r, ):arc sen .r, y=arc cos -r.

l9E. Studiare la continuità delle seguenli funzioni:
y=tg r, y=àrc tg r. )=e'-,.

199. Studiare la continuità dele seguenti funzioni:
y=\Fi. y:\Fi. y=16"n,

200. Dimostrare che è vera la seguente affermazione:
se la funzione ):flr) è continua e non negaliva in un
stesso intervallo anche la funzione

v=tFtl.
ml. Determinare i valori del parametro È che rendono continue in tutto il loro campo di esistenza le

inrervallo Ja. bl. allora è continua nello

seguenri funzioni:
I t-.". ,ly: "ì,.-
L.v-"

I,== perr+o

Ir:t pcr .r=o
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m2. Determinare i valori del parametro & che rendono continue in lutlo il loro campo di esistcnza le
seguenri funzioni:

fr=* ..n 1 per r+u

1r=o pcr.r=o

lt
| ):arc tg -;
Iv=r

Proprietà delle funzioni continue

Gli esercizi dal 203 al 214 coducoto a fle ere sui seguenti Ìeorcmi:

Teoretna di Bolzano
Datu una funzione r=Ik) continua ìn un intenallo Ia, bl e fissati due valoi t ed s inurni ad [a, bl,
tali ch. f(t)+f(s), sì veriJìca che, quando x vaia ìn tÌ, I la funzione r=f@ assu,ne tutti i toloi
conpresi fra l(t) e I@.
Teorema dell'esistenzo degli zefi
Sc una funzione è co tinua in un intcfla o [a, b] e *uua che I@) e l(b) hanno sesno oppos,o' è
se pre possibile trovaÌe alneno un wlore c delf intenallo [a, b], tale che fisu if(c)=o.

203. E'aminare la funzionc /tr r=-l nelt inrervdllo J- l. ll e !eritrcare che

- risulta /(-l)=-l e F(1)=1.
- non esiste nessun valore. tale che risulti/(c)=0-
Spiegare perché qucsta siruazione non conlraddice il tcorema dell'esistenza degli zeri.

204. Esaminare la funzione /(Ì):x2 2.r+1 nell'intervallo I0; 2l e verificare che csiste all'interno del-
l'intervallo il valore l. p€r cui risuka

l(r)=0.
ma /(0) e /(2) hanno lo stcsso segno.
Spiegare perché questa siluazione non contraddice iì teor€ma dell'csistenza degli zen.

205. Esaminare la funzione/(r)=tg r nell intervallo (0r 2;) e verificare chc esiste all interno dell'inter_
vallo il valore i, per cui risulta

.("):0.
anche se la funzione è considelata in un intervallo apcrlo e ivi disconlinua.
Spiegare perché questa situazione non contraddice il teorema dell'esistenza degli zeri.

206. Ten€re presenli le considerazioni sull'implicazione svohe alle Pagg. 338_3210 ed esaminare il teore'
ma dcll esistenza degli zeri, indicando ipotesi e lcsi nel modo seguenle:

/p -La funTione )--I.r) è continua in [,r. bì e r'.ulta fur)/b)<0-.f,l -E.i\te almeno uno zero della funzione nell inlervallo (4, à)".
Scegliere fra i seguenti simboli quello che esprime il teoremÀ:

(t) Ip+Th. (tt) IpéTh. Qtt) rhè Ip
(Solo il plino simbolo è correto, ...)

207. Valendosi degli stessi simboli introdotti nell'esercizio 206. sceglier€ fra le frasi seguenti quelle che
espimono correliamente il teorema dell'esistenza degti zeri:
I) .lp è condizione sufficiente, ma non necessaria per r/,,
II) /p è condizione necessaria e sufficiente pet fr,
tll) /p è condizione nec€ssaria. ma non sufficiente pcr ft,
Iv) ?r è condizione necessaria, ma non sufficicnte pcr Ip.
V) flr è condizionc sufficicnte ma non necessaria per /p.
Portare dei controesempi per spiegare perché alcune frasi sono errate.
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208. In ciascuno dei seguenti casi proposti, dire se si può trovare una funzione )=/(.r), che soddisfa leproprietà indicate e. in caso affermativo. tracciarne un grafico approssin;ri;ò:

I) ,r(.r) è continua netl'intervalto chiuso [0; 3] e risutra
ln=2. /(3)=-l e /(l)=J(2)=0:II) y=/(.r) è conrinua nell'intervallo chiuso [0; 3] e risutta
f(Ot=z. ,(3):-1 e ,(x)+0 per qualunque -t nell.intervalÌo I0; 3li

III) )=/(Ì) è d€finira netl'intervalto chiuso [0; 3ì e risulta
/(1)=/(2)=0. l(0)=2 e f(3)=4.

2(». Dimostrare che l'equazione
d r:=0

ammette almeno una soluzione nell'intervallo [-2; 0ì.
(Basta esaminarc la funzione f(x)=d-È e verifrcarc che è continua in [-2, 0] e risùa

f( 2)<0 e f(0)>0.)
210. Compilare la tabella seguente relativa alla funzione y=2 sen r-r+l

indicare in quale inrervallo cade una soluzione dell'equazione
.{--2 sen x+ l.

Spiegare come si potrebbe ottenere il valore della soluzione con un.approssimazione di 0.1
2ll. Compilare la tabella seguente relariva alla funzione )=r.-4r

indicare in quale intervallo cade una soluzione dell'equazìone
.t' =4i.

Spiegare come si potrebbe ottenere il valore della soluzione con un.approssimazione di 0,1.
212. Esaminare i seguenti polinomi:

y:\-1. y:-411+3x+1. y=xj+x2-4x-4, y--ln+i+2
e verificarc che prescntano tutti le segucnti caratteristiche:
- hanno il primo e l'ultimo coefficiente di segno opposto,- risulta r=0 in corrisponderza ad almeno un valoiè positivo di _r.

Dimostrare che. in generale. per un polinomio del tipo
f(x)=au+a,x +a.t'+ ... + a,,t'.

se risuha aoa,,<0, allora esiste almeno un valore c>0, per cui risulta
tk)=0.

213. Esaminare i scguenli polinomi:
,=.r - 1, )=.rr+&r+3.x+1, y=l+r' 2x

e verificare che presentano Iutti le seguenti caratteÌistiche:
- sono in grado dispari,
- risulta )=0 in corrispondenza ad almeno un valore reale di r.
Dimostrare che, in generale, un polinomio digrado dispaÉ amrnettesempre almeno unozeroreale_

214. Esaminare i seguenti polinomi:
t=rr+I,,=4x1-t. y:xt-3ì+2. )=,16,r:

e verificare che presenrano lutti Ic seguenti caratterisriche:
- sono di grado pari,
- l'equazione )=0 ha un numero pari di soluzioni r€ali (oppure non ha soluzioni ieali).
Dimostrare che. in generale, un polinomio di grado pari ammette sempre un numero pari di zeri
reali (oppure non si annulla mai).

-r 0l1l2l3

.r 0lll2l3
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Gli e§€rcizi dal 215 al 223 conducono a riflettere sul teorema di Weierstrass: ulla funzione continua
in un intenallo chiuso [d,,l ammelte sempre un massimo ed un minimo essoluti.

215. Esaminare Ià funzione ly,=--1 nell intervallo 11,3l e verificare che Ia funzione non ammette

né massimo. né minimo assoluto.
Spiegare perché questa situazione non contraddice il teorema di Weierstràss.

216. Esaminare la funzione ]=ln i nell intervallo [0; I] e verificare che la funzione è continua, ammet-
te il massimo assoluto. ma non ammette il minimo assoluto,
Spiegar€ perché quesla situazione non conlraddice il teorema di Weierstrass.

1217. Esaminare la funzione f(r)= j- nell'intervallo [-1.0] e verificare che la funzione è continua.
ammetle il ninimo assoluo. ma non ha il massimo assoluto.
Spiegare perché questa situazione non contraddice il teorema di Weierstrass.

218. Esaminare la funzione continua y=sen r nell'intervallo aperto [0, ;] e verificare che la funzione
ammetle sia il massimo che il minimo assoluto.
Spiegare perché questa siluazione non contraddice il tcorema di Weierstrass.

219. Esaminare la funzione y=[x] nell'intenallo [0.2] e vcrificare che la funzione non è continua
nell intervallo. ma ammette massimo e minimo assoluti.
Spiegare perché questa siiuazione non contraddice il reorema di Weierstrass.

220. Dopo av€r svolto gli csercizi 215-219, tcnere prcsenti ,e considerazioni sull'implicazione svolte
aue pagg. 338-340 cd esaminare il teorcma di Weierstrass, indicando ipotesi e tesi ncl modo

Ip "La. funzione y=f(x) è conlinua in [a, b]".Il, "La fuDzione.ì,=f(Ì) ammctte massimo e minimo assoluto".
Scegliere fra i seguenti simholi quelli che esprimono correllamente il teorema:

(r\ tplTh. (tt) IpèTh. (ttt) Th+lp
(Solo il ptino siùtbolo è coùetto, ...)

221. Valendosi degli sressi simholi introdotti nell'esercizio 220. scegliere fra le frasi seguenti quelle che
esprimono correttamente il teor€ma di Weierstrass:
l) ,/p è condizione sufficienre, ma non necessaria pcr 7h,II) /p è condizione necessaria € sufficieote pcr T/,,
UI) 1p è condjzione necessaria, ma non sufficiente per fÀ,
lV) fli è condizione necessaria. ma non sufficiente per Ip.
V) fl, è condizìone sufficiente ma non necessaria per 1p.

Portare dei controesempi per spiegare pcrché alcune frasi sono errate.

222. In ciascuno dei seguenti casi proposti. dire se si può trovare una funzione y=/(x), che soddisfa le
proprietà iDdicate e. in caso aff€rmativo. tracciarne un grafico approssimativo:
I) I=/(r) è conrioua ncllintervallo apcrto [-l:4] e ammette sia il massimo che il minimo

assoluto;Il) _!=/(,l) è €ontinua nell intervallo chiuso [-l;a] ed ammette il nìassimo assoluto, ma non il
minimo assolulo:

III) )=/(-r) è definira nell'inte allo chiuso [-ll 4], ammette massimo e minimo assoluto, ma non
è continua in tutti i puntj dell intervallo-

223. Verjficarc che ,l teorema di Weierstrass può essere anche enunciato nel modo seguente: una
funzione continua definita in un intervallo chiuso ha come immagine un intervallo chiuso.

224. Complelare lo studio dei Ìeoremi ch€ descrivono proprietà delle tunzioni continue, dimostrando il
ieguente teorema:
Teorema di permanenza del segno

Se una funzione )=/(Ì) è conlinua in un Funto ,4 d cscissa fl e risulta /(,r)+0. esiste allora un
intorno /(a). rale che se.y raria in /(d). ix) mantiene Io \les$ segno dila).
( teorcma è una tliretta conseguenza tlel teorcna della permane za del segno rctativo ai limiti,
dimosùato ttcl paragrufo 8 del cap.2).



a. Teoromi su 16lonzioni co.tinùè 3A7

Esercizi vari

225.

Gli csercizi dal 225 al 233 conducono ad applicare le nozioni introdotte nel cap, 3 e nei relativi
esercizi per risolvere vari problemi.

Esaminare le soluzioni -r1 e .r2 di un'equazione di !' Erado ai+bx+c:o, con ,>0 e ò+0 e
verificare clìe, quando il coefficiente a tende a 0, una soluzione tende ad - e l'altra al valore -;.
soluzione dell'equazione bx+c=0.
(Tenele prcsente che le soluzioni dell'equazione sono dste dtl

-b-\lE-4* -b+\E 4ac
2a 2a

t - t +\E:,tac) ( - b -t/ t - qo, )
2a (-b-\/b'arc1

Possono dunque aversi due casi:
t b>0 It) b<0.

Nd pnmo caso sulra lim xt:6, me tte lim x2 si prcsefita come una Jònna ìndeterrninota del tipo

0. rPt tltotvcr? t tnaPkrmt ù:tone 1 puo st rtt?r?

-t+lE-lac 2c

e quindi
2a

2c

-b-\r|-t* b

^òa=:a 
radianr,

b ^lF-,1,c

Prccedere in modo analogo net secondo cttso).

226. yisrualizzarc i tisultati ottenuti nell'esercizio precedente, interpretando le soluziorìi .rrr e rz dell'e-
quazjone 3lr+br+c=0 come ascisse dei punti di intersezione della parabola d'equazioney .Lr -bx+, con Ia\se delle r. Per \emplicira ri puo li*dre lattenzion<. pcr esempio. .u equa'
zioni della formd ,rr+4,-J=0. "ppure ar: t2r 3 0.

227. Considerare un cono ed un cilindro circolari retti che hanno le basi e le altezze uguali fra Ìoroi
calcolare il ìimite del rapporto delÌe superfici totali, al tendere a zero del raggio di base.

ul
228. Trovare il limite dell'angolo interno di un poligono regolare di,, lati, quando il numero rl-'e.

[l risultato è ,]
229. Dimostrare che il perimetro di un poligono regolare di n lari, inscritto in una circonferenza di

mggio ," tende alla lunghezza della circonferenza, quando n+o.
(Basa dosi sulla fig. 6 si trcw

aC-, t"n j c qundi TÈ=2r-sen-.n
Perciò il poligono ha i! periùetro p" dato às

o,=2rn sen j.
Per cdlcoldrc il lim p,., 'i consid?td Ia lunrrcne

come funzione composta di
,=I e il=sen z.n'

Coy nsuha anehe n-I c p" a,\une ta lorna s?Sucnte

Tene do infine presente che, quando n-ù, z+0...) Fig.6
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230. ll segnento.4B lungo I è diviso in n segmenti uguali (fi8..7) e su.ciascuno di essi. Preso come
baseJsi è costruito u-n rrÉngolo rettangolò isoscele. ottenendo una linea spezzata con ìl pelimetlo
lunSo p. Verificarc che, quàndo n--, p non tende ad l, anche se la spezzata *tende a confon_
de$i" con il segmento AB.
(Si trova che p-\E).

,o\ ,Ò. ,o\,/ \,/, \,/ \,/ \
AB

Fig. 7

231. Il segmento -,48 lùngo 1 è diviso io r seSme i uguali (fig. 8) e su ciascuno di essi , preso come
diametro, si è costruito un semicerchio, ottenendo una linea lunga c. Verificarc che, quando
n+Ò, c non tende ad I, anche se la linea 'tende a confondersi" con il segmento,4B.
(Si trova che c+r).

,1YY\.
Fig. 8

232, In un riferimento cartesiano O.ry si considera un punto P sull arco O,4 di parabola d'equazione
y=t' limitato dai punti O e,4(1, l). Si traccia la lella I tangente alla parabola in A e §i valuta la
distanza Pf del punto P dalla retta /. Determinare il limite del rappolto seguente:

FR
Ff

ouando P rende ad /4.
iPq valutarc le dkto 2e PA ? PT, ticodarc lc seguenti fomule:
- doti A(a, b) e B(", d), si hoTE=\4iffliilT
- dati A(a, b) e rty:nx+q, o oo *=)b-(^!j'ù'.
It isuhato è 5\E). \ni#

233- Disegnare le due curve che hanno le equazioni seguenli:
4xD ,=ffi. tt) Y= ti

Una relta d'equazione r=l l"on ir>lì inconrra nel punro P la prima curva e nel ponto I la' ì zl
seconda; fissato quindi il punto A(1,0), si considerano i seguenti triangoli:

PO,4, che ha area Sr,
0o,4, che ha area S,.

Calcolare i seguenti limiti:

lim r ìim:r-+. J. -t Jr

(Pet tracciarc il gralico detle due lunzioni, vedi escrcizi 2g7'2ry del cap- 1; i risuhari sono I c 0 t


