
omplementi

A. Numeri reali e rappresentazione sulla retta
1. I numeri interi e i numeri razionali sulla retta

Ouando si ruppresentano i umefi interi $nna retta, dove è fissata un'origjne O
e un'unità di misura (fig. 1), rimangono dei "tratti vuoti" fra un numelo e l'altro,
dei tmtti cioè dove si irovano dei punti a cui non corrisponde nessun numero
intero.

Se invece si rappresentano sulla retta i numeri razionali (fig. 2), si osser_
va una situazione comflètamente differente: fra due razionali. per esemPio

cade certamente almeno un razionale (fig. 3); è il numero
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Ci si rende dunque conto che, fra due nume razionali. per qua o
vìcini, se ne può sempre inserire un altro. Si esprime qucsto fatto dicendo che
l'insieme dei numeri razionali è denso.

Sembra dawero che questa "densità" non lasci nessìln vuoto. nessu[o
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2. La scrittura decimale dei numeri razionali. Decimali limitati
Cominciamo col fissare I'attenzione su un esempio: scrivere in forma decimale il

7
numero razionale;. Eseguendo la divisione 2:7. si ha:

2
20

60
40

50
10
30
2

Si ottiene dunque un numero decimale illimitato che è certamente periodicoi
infatti una cifra o un gruppo di cifre del quoziente debbono dpetetsi, dato che i
resti della divisione debbono essere sempre minori del divisore 7; ora, non appe,
na si ripetono i resti, si ripetono anche Ie cifre del quoziente.

Il mgionamento seguiÌo ha carattere generale e può essere §empre ripe-
tuto quando si scrive un numero razionale in forma decimale; si può dunque
concludere che un numero razionale dà sempre luogo ad un numero decimale
periodico'.

Viceversa, è facile passare dalla scritÌura decimale di un numero alla
corrispondente frazione generetaice,

Fissiamo di nuovo l'alrenzione su un esempio: scriver€ la frazione gene-
ralrice del numero periodico

0 '(2)=0.2»222222 '
Questo numero si può anche scrivere n€lla forma segìiente

0,2+0,02+0,002+...
ossia

) 2 2 2 2 /1\ 2 /rì
r0 ' 100 1000' 10 l0 \loJ l0 \td/ "

Il numero periodico 0,(2) è dunque la somma di una progressione geometica di
ragrone

I, IO

Perciò, per avere il numero scritto sotto fornìa di frazionc, basta valersi della
formula che dà la somma S dei termini di una progressione geometrica di ragione
q<l e cioè?

5:,'t-q
dove a è il primo termine.

Si ottieDe in questo caso:
2

^102
' t0

I D! noBre che anche un numenr decimale limnato, come per.semDio 1,2, pùò cssere
con\iderab (omc un numcro pcriodio: ba.k $nvÙe

1.2= 1,20000000...
1 Vcdi Complcmcnro A dél c!p. 2
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II numero periodrco 0.(2t e dunque la scrittura decimale della frazione |. Anche

ora l'esempio indica ur procedimento di carattere generale che si può sempre
ipetere per trcvare la frazione generatrice di un numero decimale periodico. Si
arriva così alla seguente conclusione di carattere generalel un qualuùque numero
rrzionale pùò essere rapp.esentato come un numero decimale illimiiato periodico,
e, viceversa, ogni decimale periodico rappresenta un numero razionale,

3. I numeri irrazionali

Dalla conclusione del paragrafo precedente risulta che: se un numero decimale
illimitato non è periodico, ad esso non p$ò co$ispondere ùn numero razionale.

Ora, non è difficile scrivere un nùmero decimale senza periodo; ecco
qualche esempio:

0.123 4567891011...
t.357911131511 . . .

2,4681012141618 . . .

Questi numeri non sono certamente peiodici. anche se è facile cogliere la legge
con cui sono.rate 'crirle Ie (ucces\ive cifre

Ad un numero decimal€ illimitato non periodico si dà il mme di nùmero
irrazionale (cioè non razionale).

D'altra parte, l'introduzione dei numeri irrazionali non è solo frutto di
fantasia, ma è anche legata a semplici problemi di geometria; ecco qualche esem-
pio:

- è i azionale il numero \6, che esprime la lunghezza delìa diagonale di un
quadrato di lato 1 (fig. 4)!;

- applicanLlo i Ieoremr di Pirlgora o di Eu(liJe. si scoprono altri numeri trrazio'
nalr, come v) (irg. )) o vJ (rrg. Ò)r

- è i[azionale il numero ;. che esprime la lunghezza della circonferenza con il
diametm lungo 1;

- è ifazionale ll numero e, base dei logaritmi natùrali...:

1

ÀE=\,lF=v2

Fig. 4

l

É-\En=\E

Fì9. 5

aH-=\,6:i= \,3

Fig.6
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Eppure. tutri quesli numeri che non sono razionali 'trovano ancora posto sulla
rella. Per convincersene. basla seguire le costruzìoni indicare É€llc figg. 7-11.

\,e

Fig. 7 Fig. 8

di raggio r=1
§i oltiene un segmenlo

Fig. 10

4, Rappresentazione dei numeri reali sulla retta, L'assioma della continuità
Ncl paragrafo precedente l'interpretazione dci num€ri come punti di una retta ha
condotto a scoprire che gli irrazionali occupano dei vuoti invisibili lasciati sulla
rerra dai razionali- cioè da numeri così 'fitli" che sembrava non dovessero lascia-
re nessuno spazio libero,

Sulla retta si trovano dunque rappresentati numeri razionali e irraziona-
li; è per questo che si è dato un unico nome a tutlo quesli num€ri: numeri
razionali e irrarionali formano ljinsieme dei numeri re3li.
E così, la r€tta su cui sono rappr€sentati i numeri reali prcnde il oomc di retta
r€alc.

Ouesto ampio insieme numerico e la sua rappresentazione sulla retta fa
sorgere una domanda: "i numeri reali riempiono completamente la rella o re§ta-
no ancora dei 'fori invisibili ?".

A questa domanda hanno dato una risposra dcfinitiva i matematici Ri
chard Dedekind e George Cantor, che, alla fine del secolo scorso, stabilirono
come assioma (o postulalo) Ia seguente proprietà:
ogni punto della retta corrispondc ad un solo numero rcale €, viceversa, ogni
nùmero reale può essere rapprcs€nlato in un solo modo con un punto dclla rctta.

Questo assioma prende anche il nome di assioms dclla continuità. perché
g:rantisce che la retta reale non ha 'fori". cioè è continua.

Ed è proprio su qucsto assioma che sono basati iragionamenti ed i
procedimenti relativi alla definizione e al calcolo dei limiti: solo se la retia è
continua. si possono sostituirc ad r valori sempre pjù vicini ad un dato numero.



A, Numéri rcalié rappresontazaone sulla retia

Ded€kind stesso si rese conlo dell'importanza di questo assioma nel
calcolo differenziale, dato che nella prefazione di una sua famosa opera scrive:
"Spesso si dice che il calcolo differenziale si occupa di grandezze continue, eppure
non si dà mai una definizione dgorosa di questa conlinuità. Le trattdzioni piir
rigorose che si hanno del calcolo differenziale non basano le loro dimostrazioni
sulla continuità. ma Ianno invece appello, più o meno coscientemente, a rappre-
sentazioni geomelriche o si servono di teoremi che. a loro volta. non furono mai
dimoslrali con mezzi puramente aritm€tici... L'uso di argomenti geometrici è
didatticamente efficace e forse anche indispensabile, se si vuole evitare ì.rn'ecces-
siva perdita di tempo. ma nessuno, credo. vorrà sostenere che una tale introdu-
zione del calcolo differenziaìe possa vantarsi di essere scienlifica...".
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B. I procedimenti infiniti nella matematica
greca

Verso la fine deM secoìo a.C. i matematici greci si trovarono ad affrontare
diversi problemi legati a procedimenti infiniti. Ouesti problemi hanno avuto una
grande importanza nello sviluppo del pensjero filosofico e scientifico occidenlale.
tanlo che sono ancora oggi conosciuti e discìlssi. In questo Complemento esami
neremo dunque da diversi punti di vista alcuni di questi problemi.

l. I segmenti incommensurabili e la crisi della scuola Pitagorica
Nella storia deUe origini della matematica grcca assume grande importanza la
cosiddetta scuola Pitagorica, fondata da Pitagora. La ricostruzione del pensiero di
Pilagora si basa sopratrutto su tradizioni nate in epoca successiva. dato che non si
hanno al riguardo documenti matematici o scientifici fino al tempo di Platone, e
cioè fino al IV secolo a.C.

Secondo la ùadizione. Pitagora n€gli ultimi anni della sua vita si stabilì a
Mctaponlo. dove morì verso il 500 a.C. Lr tradizione aggiunge che non lasciò
alcuna opera scritta, ma che le sue idee vennero sviluppate da un gran numcro di
discepoli.

Uno dei dogmi fondamentali della scuola pitagorica era il seguente:
l'essenza di tutte le cose. sia in geometria che nelle questioni pratiche della vita,
era spiegabile in termini di numeri interi o rapporti di numeri interi, ln parÌicola-
re. i Pitagorici pensavano la materia formata da particelle elementari indivisibili
(le monadi) che costituivano tulte le cose. anchc le figure geometriche: i segmenti
cont€nevano un numero finito di punti ed erano piir o meno lunghi a seconda del
numero dei punti da cui erano formati. ll puDto aveva dunque una sua dimensio-
ne, sia pure piccolissima.

I dialoghi di Platon€ mostrano però che la comunità malematica greca
era rimasta sconvolta da una rivelazionc che demoliva la base dellù fedc pitagori-
ca nei numeri interi. Si trattava di una scoperta che oggi non sembrà dawcro
sorprendente: con i numeri inleri non si riesce ad esprimere il rapporlo fra diago_
nale e lato di un quadrato.

Non si sa esaltamente quando e come è awenula questa scoperta; di
soliro si fa riferim€nlo ad un documento di Arislotelc. che accenna ad una dimo-
strazione basata sulla disrinzione fua numeri pari e numeri dispari. Una dimostra-
zione del generc può essere ricostruita nel modo scgùente. Si immagina che il
rapporto fra il lato / del quadrato e la diagonale ., Possà essere espresso con
numeri interi, in modo che risulti

(A)

(8)

4=!lp
p e q sono due numeri interi chc non hanno fattori in comune.


