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Esercrzl

1. Da fenomeni reali
curva all'infinito

al comportamento di una

l. Si può studiare la velocità di una pallina lasciata cadere da ìlna cetta altezza ii due situazioni
differenti:
a) Caduta libem nel vuoto.

La velocita v varia al passare del tempo I secondo la legge (fig. 1)

dovegèunacostante.
b) Caduta libera nell'aria.

La velocità v varia al passare del tempo t secondo la legge (fig. 2)
Y:A (l-e-h t)

dove ,4 e ò sono due costanti.
Esaminare le due situazioni e rispondere ai seguenti quesiti:

- in quale caso la velocita cresce al crescere del tempo?
- in quale caso Ia velocità diventa sempre più grande al passare del tempo?
- in duale caso la velocità aumenta senza riuscire a superare un valote limite?

2-

Fig 1 Fig. 2

Si può studiare il passaggio di corrente in un conduttore collegato ad una batteria da due punti di
vista diversi:
al Senza tener conto del fenomeno del'autoinduzione.' In tal caso si dice che iÌ conduttore è sempre attraversato da una collente, che ha un'intensità

1, data da

t!-R
dove y ed À sono dùe valori costanti che indicano la tensione applicata al conduttore e la sua
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b) Tenendo conto del fenorneno dell'autoinduzione-- 
In queslo caso si trova che la corrente I varia al passare del temPo I secondo la legge

t=A (l-e-b')
dove A è una costante. mentre la costante 7{ è data da

3.

4-

Confrontare le due leggi lappresentandole Sraficamente; fermare I'attenzione sull'andamento
delle due curve per valori moìto grandi del temPo.
(Per il gralico della secotlda legge, tenere Prcse te la fig.2).
In fig. 3 sono riportate delle curve ottenute sperimentalmente, studiando la concentrazione C di
penrèillina nel sàngue al passare del tempo r. a partire da diveBe dosi iniziall Che co§a si Può dire
dellandamento della concenlraTione a. quando il lempo assume valori molto grandi?

La fig. 4 è tratta da uno studio d€l 1980 sulla formazione delle gala§sie: la curva raPPresenta
l'andàmenro della luminosità a di un ammasso di stelle al variare del tempo r. Interpretare il
gmfico, fissando I'attenzione sull'andamento di L per valori molto grandi del temPo r.

Tradurre graficamente le seguenti considerazioni tratte da un testo di economia politica: l'osser_
vazione cidice che. col cres;ere della quanlità disponibile di un bene, aumenta la soddisfazione
complessiva che da esso si pùò trarre. L'accrescimento della soddisfazione tuttavia ha un limiter la
saturazione del bisogno.

A=I

Fio, 3, Curve de a @ncentrazong or penicilhna nel san_
gui in casi di somminislrazione di diverss do$ iniziali.

Fio. 4. La rumrnosrlà di un ammasso di sl6ll€ è massima
alihno della sua lormazione p€r la presenza di molte
stelle massicce brillanti, Ouando qusste sìelle a vila
br6ve si e$rnouono, la luminosila dellammasso dlmi'
nutsc€ raoida;enle. La "brillanza relatlva" è calcolala
dividendo la lumnosila di una popolazions di ne[6 per
la luniinosira alleta di 13 m,liardi di anni, l'elà della
Galassia.
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2. Limite per x che tende all'infinito:
osservazioni intuitive

6. Esaminare le seguenti funzioni:

) =x- J. .y=-r r. ,=l-,
Descrivere il comportamento di ), quando si
valendosi di:
- ìrna tabella.
- un grafico,
- una frase,
- simholi matematicì.

(L'esercizio porta a tipetere il prccedimento esposto
nel paruBrafo 2 di questo capitolo; per esempio, nel
l" caso si può prccedere così:

- \i compilo u a rubclla comc quella di lig. 5.
- si taduce la tabella in un Brafico come quello di
fis. s'
- \i di? (hc -assegnando od y valo positivi sem'

pre più grandi, y assume valori posilìvi sempre
più grundi",

- si scttue lim y:+4. ossia lirl1 (t-3):+*.)

1^
v= -;-'

assegnano ad r valori positivi sempre piìr grandi

FS.5

7. Ripetere l'esercizio 6 a partire dalle seguenti funzioni:

v-r -l r- -Y l. r=l , , '---L*t
Ripetere l'esercizio 6 a partire daÌle seguenti funzioni:

' r. ,-- 1-ry=,'-l \--r'-1. ,-;-
Ripetere ì'esercizio 6 a partire dalle seguenti funzioni:

!=e', y:-e'. y:e ', Y: e-'
Ripetere l'esercizio 6, a partire dalle seguenti funzioni:

)=cos x. ]:1g.1. ):arccos x, y=alctg.,
Rifletlere, in particolare, sulle seguenti situazioni descritte nel testo:

I) si può studiare il comportamento della funzione quando si assegnano ad , valori positivi
sempre più grandi, ma non esiste il limite della funzione per r++É;

II) non'ha'senio studiare il comportamento della funzione quando si assegnalo ad r valori' positivi sempre pìir grandi, perihé il campo di esistenza della funzione è limitato-
Quali delle funzioni assegnàte si trovano nella prima situazione?
Quali delle funzioni asseÀnate si trovano nella seconda sitìlazione?

Ripeiere I'esercizio 6, a partire dalle seguenti funzioni:
y=G, r:-V,, y:l=

In quale caso non è possibile studiare il comportamento della funzione per n-+6?
Ripetere I'esercizio 6, a partire dalle seguenti funzioni:

y=Vx. ): V.r. I=V-x
È possibile in tutti e tre i casi stùdiare il comportamento della funzjone per jr-+@?

r0.

8.

9.

11.

12.
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Ripetere l'esercizio 6, a partite dalÌe seguenti funzioni:
Y=ln r, )=-ln l, Y=ln (-r)

È possibile in tutti e tre i casi studiare il compo(amento della funzione per rr+é?
Esprimere a parole e visualizzare graficamenle le seguenti formule:

.!iT. r=--, ossia ,!iT" /k)=--
,liT- v=0, ossia lim flÌ):0

(Pet esempio, la p na fomula si può leggere così: .lo fukzione !=f(x) presento la seguente
caraueristico: asseqnando ad x valoi positivi semprc più grundi, si ottengono coftispondenti valofi
di y neganvi semp.e piit piccolir. Le curue di fig. 6 mostrano degli esempi di grufici di funzioni che
si comporlano secondo la pima formula assegnata)

15.

16.

Fig. 6

Ripetere l'esercizio 14, a partire dalle seguenli formule:
lim y:ar, lim y= t0

Ripetere l'esercizio 14, a partire dalle seguenti formule:

.li* r=-s. .!iT" y=r

3. Limite per x che tende all'infinito: definizioni

Sui limiti inliniti

Pet svolgerc gli esercizi dal 17 al 28 occone tenerc ptesenti le seguenti hozioni:
A) la definizione esposta el testo:

data una funione !=f(x), si ha

,!f"t=*-, o§§,1a,!jy-Iqt=+*,
s. si t'cificd la scgacnte condiziorrc:
xela un numero M, positivo e gru dc a piacere, si può se prc trowre un ralore .li t, deuo tM,
talé che nsuki

l(x)>M Nr qualunqùe x>r§,
B) i prccedimenti pet solvere le disequazioni, chiamati nel testo.
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11. Verificare che sono corrette le seguenti uguaglianze:

rim (zr)=-Ò, r,, l+l=--F-- \+ /
(Per risolvere, per esempio, il 1' esercizio, si può procederc così: in base a a dÈfinizio e A)'
occone verificaie che, scelto un \umerc M, positivo e Srande a piacere, si può sempre trorarc un
valorc di x, detto x , tole che tisulti

,r>M per qualunque x>tV.
Esaminiamo dunqrc la dbéquazione

2x>M,
in cui M indica u qualunque numetu posilit'o; le soluzioni di questa disequazione, cioè i valori di
x per cui la disequazione è verificata, sono i seque ti:

,r,4-
Que"to vuol'dir" "n" lo condizione A) è verificata con

Mx":2
e, dunque, l4 sctirara à correttd).

18. Ripetere l'esercizio 17, a partire dalle seguenti uguaglianze:

,liT" (2,-4)=+-, .\qt (3,+s):+-
19. Ripetere l'esercizio 17, a partire dalle seguenti uguaglianz€:

Iim l=+Ò. Iim l.r':- I)---
(Nel p fio caso la disequazione

f>M
ha le seguenti soluzioni

*>\M o ,<-!u,
ta le quati toviamo verificata, in particolare, la condizione A) con

x"=\M )
20. Ripeterc l'esercizio 17, a panire dalle seguenti uguaglianze:

lim (.Y':+l)- a. I'm (.r--àl- l'6
21. Ripetere l'esercizio 17, a partire dalle seguenti uguaglianze:

,!gr. (r'z-4r+4)=+-,,IT. (r-G+s)=+*
22. Ripetere I'esercizio 17, a partire dalle seguenti uguaglianze:

lm - 
rl=---. ri,n t'-=}- 1=--

r."Zr+t lt

(Nel 1' caso, fta le soluzio i della disequazione

=!->M,
si trovano i seguenti valoi di x

r>M+\Mifu.
Questo vuol dire che è veificata la condizione A) con

x,=u+t/t't+u.)
23. Ripetere l'esercizio 17, a partire dalle seguenti uguagianze:

[n1 I]-l =--. 1;. -Li=1-
r'-d Lt I a
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A. Ripetere l'esercizio 17, a paltire dalle seguenti uguaglianze:

lim V;-Ì-l=+@. lim !-x+4=+-
(Nel l" cato, fta le soluzioni dcllo disequazione

Fx-1>M
si trovono i se$uenli voloi di x

x>l/f +1.
Auesto vuol dire che è ve/ificata la condizione A) con

xx=M') +I)
25, Ripetere ltsercizio 17, à partire dalle seguenti uguaglianze:

.lg Vx=--. ,l-ln! Vx-s=+-
26. fupetere !'esercrzio 17, a partire dalle seguenti Jguaglianze:

lim e'=-o, Iim ln.r=+@

n. Verficare che sono erate le seguenti uguaglianze:

IT- (-+x)=+-, j3" (+-l)=+-
(Pet esempio, nel l' caso le soluzioni della disequazione

-4x>M
sono date da

,.-M...,
4

8. Verificare che sono erate le seguenti uguagliarze:

li-,t1=--- lim -L=-Ò,:-" x-l r--. t+x,

Pet svo!*de Bti esercizi dal 29 al 34 occorre ténere Prcse ti, olÙe ai procedimenti Pet isolvere k
disequazioni, la seguen@ delinizion :
dala una funaione f-l$), §i ha

!f-r--*, ossia,ry_fr*)=-*,
sc sì v.rifrca l4 sogu.n e condizionc:
sceko ui numero -M, positivo e gÌanile a piaccn, i Ptò se w trovarc un tolare dix, dano tN' ule
che risulti

ftx)<-M pcr qualan$e r>*.
». Verificare che sono corrette le seguenti ìrguaglianze:

lim -2.r= - -, tim -!x=-*
(Nel l' caso, le soluzioni d. a disequazione

-2r<-M,
sono ilate dai sequenti valo di x

.M,-,
e pelciò la scixwa è co efia, Perché è veificota la condizione .)

3). Ripetere I'esercizio 29, a panire dalle seguenti uguaSlianze:

. ,!!p. (:-sx)=-6, tim (-3x+2)=-6

3t. Ripetcrc l'esercizio 29, a partire dalle seguenti uguaglianze:

Ill(-f)=--, Iql (4-')=--



3233. Limits per r che t€nde all'inliniio: delinizioni

(Nel primo caso la disequazio e
-;<-M, ossìa -l+M<0,

ha le seguenti soluzioni
,>lu o ,<-!nt.

lru le quali ioviamo, ìn particolare, la condizione ...)
32. Ripetere l'esercizio 29, a partire dalle seguenti uguaglianze:

.!p- (-r'++x)=--. ,!iE (-l+4,-4)=- -
33. Ripetere l'esercìzio 29, a partire dalle seguenti uguaglianze:

,!1gr_ 
(-/-t)=--, xa ( l+2,-1)=--

34. Dimostrare che è vera la seguenie affermazione:
se risulta ,!T-/(r):+-, allora risulta anche ,ljT" I flrl=--
(Tenerc presente che, §e isuha

f(r)>M, pù x>xy,
isulta pure

-f(x)<-u, p x>x"...)

Sui limiii Iiniti

Per svolgere lli eselcizi dal35 al 17 occorrc tenere presenti, oltrc ai procedirnenti per tisolvere le
d\eq ua 2 ion i. Ia \egue n rc deli n i, i on?
dau, ana fu zio e y:f(x), si ha

,4- y=t , ossiz ,!f- l@=t ,
se si veriftca la seguente condizione:
scela ui numem i' positivo e piccolo a piacere, si può sempre trovsre un valore di x, detto x.' tale
che risulti

l(x)-l <e per qualunque x>x..
35. Verificare che sono corrette le seguenti uguaglianze:

.. /r\ ^ .. / 1\lm l-l-0. lim l--,-0r-+- \:r/ .-+! \ .r/
(Per risolwre, per esenpio, it 1" esercizio, si può procedere così: in base alla delmizione, o«orrc
ver(rcare che, scelto un numero positivo e piòcolo a Piacere, si può sefiprc trovare un wlore di x,
nc o a. nle the tisulti

l1].. Det qualunquc rlr, tt)lr
Esaminiamo dunque ta diseqLozione (1) dove t indrca u qu.tlunque nunterc fositivo; i base alla
definizione di vaiore assoluio (o noduto) si ha ùe ld (l) iassume le seguenti due disequazioni:

L., Q')

,L<" ossia Lr-" (1")

Perciò, per isolvere la disequazione (t), occo/re risolverc le disequazioni (1') e (1"); si ottenSono
le soluzioni seguenti:

'-L (h a disequazione (1')

,<-L da a disequazione (1")
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In conclusione, pet lo lunzione y=!, tisulta in panicolare

lf l.. Der aualun,uz ,r!lrl
Quesb vuol die che la condizio e (1) è soddbfatta con

-_L
e, dunquq I'utuaglianza assetnata è conetto)-

36. Vedficare che sono corrette le seguenti uguaglianze:

. rim E+:\=:. rim f-li 3ì=3,--. \.r / -*-\ x /
37. Verificare che sono corette le seguenti uguaglianze:

/ l\ ^lim l--1-l=0- lim l- 
-t=t)

F ' \,r+3,1 ts*' \ .r+f/
36. Vcrificaac che sono corrette le seguenti uguaglianze:

.. 2:-l ^ -. l-2t
,__-.r+1 F_@.r+l

9. Verificarc che sono corrette le seguenti uguaglianze:
.. .r-3 I - 3-r Ium -=-=;, llm --;----,-.- zt 2. 2

,10. Verificare che sono corrctte le segucnti uguaglianze:

rim l4l=0, rim l-+l=o,--- \r,/ ,-." \ .r,l

(Nel 1" caso, si è condotti a tholverc la disèqutzione seganta:

14 | .., ossia t .<", da cui l-L>olfl t( .
Fra le roluzioni della disequazione lroriamo i segue li volori di x:

t;r>1/1YÉ
questo vuol dire cha la condizione (1) è soddislatta con

^ ll*.= v;
e, dunque, I'uguaglianza l§seg ata è corrctta.)

41. Vedficare che sono corret(e le ieguenti ugraglianze:

rm If +rì=r rim l--r+tl=t--"\# / . '!| I i
A, Verificare che sono corrette le seguenti uguaglianze:

-riq'- z+io. JU -r,*I-r_+@ (r+ rI
,(l. Verificaie che sono corrette le s€guenti uguaglianze:

-. 2r+1 ^ .. 2x ^llm 
--U,

' .1é x:
4, Verificare che sono corrette le seguenti uguaglianze:

1, i4_l=j. ri," {1' =1r:;_- Ì? _ ..- 3IJ 3
M
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45. Verificare che sono errate le seguenti uguaglianze:

1m -L=1. rim -i= --2,--. r.+l ,-+. x 2

mentre sono coftette le seguenti:

rim /-l rl r r;. r-l .2J--),, \,r
(Nel ptifio caso, per esempio, si lrova la disequazione

325

46.

41,

#-t .", ossia ;i.", da cui (1 e)t e<o.

Dato che risuha 0<.<1, ls disequazio,rc ha soluzioni

Verificare che sono errate le seguenti uguaglianze:

lim a_r:1. Im 
-=Ur-+, r+ I

Verificare che è vera la seguente affemazione:
se risulta .llT, /(.r):1, risulta anche .1T. I-,r(,)l:-t
(Tenere prese ti le seguenti ugua?lianze sempre vere:

f(r-t = -lr(x)-tl = -fG)-( r) ).

I simboli - -,
Pet svolgerc gli esercizi d.tt 48 al 52 occofte tenere presenti, ohrc ai prccedimenti pet tisolverc le
disequazioni, le seluerùi definizio i rclative sd unn dùa funzione y:l(x).
Si scrivè

a) .ljT, J:1, ossia ,[A,(r=1,
B) lin ,=1, ossia lim J(Ì)=1,
C) lim y:1, ossia limr(x):6

se si veriffcano, rispettivamente' le §eguenti condizioni:
scelto un numero E, positivo e piccolo a piacere, §i può sempre trovare un valor€ di Ì, detto Ì", tale
che risulti

A) /(.r)-l <É p€r qmlunque t>.r..
B) /(l)-ll<s per qualunque .x<Ì..
C) /(r)-l <e per qualunque .r, che soddisfi .r]>Ì".

48. Esaminare le seguenti uguaglianze:

rim 2=0. rim 2:0,
e risolvere i seguenti quesiti:

tim 2:o

- spiegare la differenza fra le tre uguaglianze,
- velificare che ìe uguaglianze sono tutte vere.
In quale ordine conviene effettuare le veriliche richieste?
(Si può, per esempio, risolverc il 1' quesito dice do che:

- ta seconda uguaglianza afferma che ! assume wlo sempre più ticini a 0' qw do si assegnono
ad t valoi positivi sempre più grundi;

- la rctza ugutglionza aJJànnà ,ni y assune wlori sempre piit vicini a 0' quando si assegnano aà x
valori sranù m nodulo. ns ìegalivi:

- ta orria u puastianza riassune Li uL re due, affemantlo che v assume valo/i sempre piit licini a 0 '
quando siassé7nono od ). ,oloti 'Pmprc ptu qrundi in nodulo.
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Il grolico e la labe a di fig. 7 sut$iscono che le ùe uguaglianze sono ftnrc vere; inokrc basta
verifkare la prima ùgùagliinza ... )

-1ofi)
-100_10

-1
,|

10
't 00

1mo

-0,«)2
-0,o2

:

:

o,2
0,02
0,m2

Fig. 7

50-

49.

51.

52-

Ripetere I'esercizio 48, a partire dalle seguenti uguaglianze:

ti-P-z\=-2. m (2-z\=-2. m(2-z\=-z,-"\.r / --" \,r / .,-\,x /
fupetere I'esercizio ,[8, a partire dalle seguenti uguaglianze:

r,. I- l.\=0. h l-l=0. ri, /-!=o-i\ d ,--"\ fl ,-.-\ //
Ripetere I'esercizio 48, a partire dalle seguenti uguaglianze:

rm [:-1ì=:- ,,- l/s-Jì=:. ri- ls-1ì=r-"\ x,l ,-"\ Él ,_-.\ #/
Esaminarc le seguenti uguaglianze:

IilL e'=0, lim r'=0, l4 r'=o
e rispondere ai seguenti quesiti:
- spiegare la diffelenza fra le tre uguaglianze;
- ve licare che le uguaglianze Don sono tutte vcre.

Pet svolgerc gli ésercizi dal 53 al & occofte tenere pres.nti, oltrc ai prccedimenti per ricolvere le
disequazioni, le seguenti dèfrt izioni rclative ad una data fimzione y=f(r):
Si scÀv.

9-t=+*, ossio,ry.n*l=+-,
,U.y-+*, ossìa !Zna=+*,
k^y=--, osri,,w.frÙ=--,
,\ry_r--*,,rsi!,W_flò=-*,
k !=*, ostto kfrrl=-

sc st verif@arro, iwtivorncna, b szguerrli conlizioli:
sccltounDumcmM,posiliwcgrandcaplee,sipaò''enprx,rova!.untwlor..li!,dc,ror.,,ul,
che risultì

A) frr)>M per qualanqu. t>rt.
E) f(t)>M per quaktnqu. x<xil.
C) l6)<-M pet qaalurrque x>rr.
D) frr)<-M pcr qualudqa. r<xÉ.
E) lJ@l>u pet quolunque x che soddisfa r]>rr.

A)
R)

c)
D)
E)



3. Limito por x che tende aliifinilo: défin1zìonl

53. Esaminare Ie seguenti uguaglianze:

IIl (3,)=-. -!a l:,1=+., .ll$- (3r)=--
e dsolvere i seguenti quesiti:

- spiegare la differenza fta le tre uguaglianze, basandosi anche sul grafico della funzione data;
vèrificare che le uguaglianze sono tutte vere; dire se basta veificare Ia prima uguaglianza per
essere certi che anche le altre due sono vere,

(Tenere pres?nte che la prima uguaglianza afferma solo che, quando t assume wlori molto Srandi
in modulo, anche y assume valori grundi itt modulo; non si dà quindi alcuna iùfomazione sul
segno di y ...)

54. Ripetere l'esercizio 53, a partire dalle seguenti uguaglianzel

lI! (1-2r)=-, ,!T_ 0-z')=--, ,!is- (t-zr)=+-
55, Ripetere l'esercizio 53, a partire dalle seguenti uguaglianze:

$ (+ x')=-, .!111 (a r':)=+-. ,!i4" (a *:)=+-
56. Ripetere l'esercizio 53, a partire dalle seguenti uguaglianze:

.lr1n it x'):-, ,!11 (t-*): @, ,rinr (l--r'?): 6
57. Ripetere l'esercizio 53. a pa ire dalle seguenti uguaglianze:

58. Esaminare le seguenti uguaglianzei

lim \ax=-. lim Vr=+@,
e rispondere ai seguenti quesiti:

- spiegare la differenza fra le tre uguaglianze, basandosi anche sul grafico della fuozione dàta:
- verificare che le uguaglianze non sono tutte veÌc.

Ripetere l'esercizio 58. a partire dalle segùenti uguaglianze:

llry r,-r .r:-, ,\q1 \-1--':+-, .ljq\-t ,=+-
Dimortrdre che e vera ld seguen(e atlelmaTione:
se risulta ]4ft,l:- fsulta anche lry t-lc):-
(Tenerc pft' p che risuhalrxt = -ttxt ).

4. Descrizione di fenomeni fisici
61. Il fisico aus.riaco C.J. Doppler (1803-1853) studiò un noto effello acusticor il fìschio d; una

locomotiva divenla sempre iù acuto, cioè diventa un suono di frequenza semPre più grande, man
ma[o che la locomotivi si iwicina. Queslo effetto, chiamato appunto e{fGtto Doppler, caratteriz-
za tutti i fenom€ni di proPagazione per onde quando la sorgente di onde si muove verso un
osservatorc, la frequenia / percepiti dall osse rrà tore e diversa dalla frequenza /, emessa dalla
sorgente e vale la seguente legge:

t:,, 
-

dove u indica la velocita di propagazione dell'onda e v, la v€locità della sorgente di onde'
In quale srtuarione lI lesge perde tignihcalol
E.ainrnare in pa'ticolare idue ca.r .eguenlr:

- onde acustiche (velocità del suono nell'aria ,-340 m/s),
- onde luminose (velocità della luce nell'aria v=300.000 krì,/s).

Um VÌ= -. ,l'm_ Vr= +Ò,

fim V.r=+-

59.

60.



324
a.

2. Esorcizi

Per studiare il comporramento di un gas mantenuto a temperalura cosrante. si può. in prima
appro\\rmaTrone. con\rdcrare jl gas come se lbsse comporlo di molecole punlilormil in talcaso la
pressionc P vana al variare del volume y occuparo dal gas secondo la iegge seguente

O:L.V
dove ,È è una coslanle,
In quale situazione la legge perde significato?
Se sj. vuole studiare un gas tenendo conto del fa(o che le sue molecole non sono punti. ma"palline" che occupano un certo volume, si ha la legge seguente

p=-L' v-b
dove /< e à sono due costanti.
In quale caso Ia legge perde significato?
Quale differenza si rileva fra quesra legge e quella indicata nellerrcizio precedenre?
La velocità di fuga di un satellite artificiale dall'attrazione di un corpo celeste è data da

63.

64-

65.

dove G è una costante, M €d À indicano la massa ed il raggio del corpo celeste.
ln qùale caso la legge perde significato?

5. Limite per x che tende ad un valore finito:
osservazioni intuitive
Esaminare le seguenti lunzioni:

l-11),=.-+1. y=..i- l.

Descrivere il comportamento di) quando si assegnano adrvalori sempre piÌr vicini a0valendosi di:
- una tabella.
- un grafico,
- una frase.
- simboli mat€matici.
(L esercizio poia a tiperere il procedimetto esposto ùel paragrufo 5 di quest., capìtolo; per esem-
pio, nel l" c.tso si p ò procedere così:

- si convila Ìua tabella rcne q ella di fig. 8,
- si tmduce lu tabella in utì grufico come que o di |ig. 8,
- si dice che: «assegnatdo ad \ valori sempre più vicini a 0,

- si scriYe li y=+i,

-0,5
-0,1-: o'

I
0,01
0,1
0,5

5
101
10001

non esisle

10001
101
5

y assùme valori positivi sempre più

Flg. 8
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66. Ripetere l'esercizio 65 a partire dalle seguenti funzioni:

1,. I , .. I

67 . Ripetere l'€sercizio 65, a partire dalle seguenti funzioni, assegnando ad .rr valori se mpre piir ! icini
ad 1:

,.--l .,- I .ì ,,- I' (x-lr- (.{-lf " ' (* .lt'
68. Ripetere l'esercizio 65, a partire dalle seguenti funzioni, assegnando ad 't valori sernpre piir vicini

a -2,
', l '.= l _'' tr *21,' (d+21 " ' (-r r 2f

69. Ripetere I'esercizio 68, a partire dalle seguenti funzioni:
11I' (r '2)' ' (, z), (,-2)'

70. Esaminare le seguenti funzioni:
t'+Lr:y- x-. v-.r. I= i . v-x z

Descrivere il comportamento di) quando si assegnano adxvalori semprepiù vicini a0 valerdosi di:

- una tabella.
un grafico,

- una frase.
- simboli matematici.
Spiegare perché la prima funzione è diversa dalla seconda e la terza è diversa dalla quarta

71. Ripetere l'esercizio 70 a pa ire dalle seguenti funzioni, assegnando ad'Ivalori semPre piirvicini a 1:

,r' I ,=+. y _.r ._r ||' a-l ' ' x L

72. Ripetere Ì'es€rcizio 70 a pa ire dalle seguenti funzioni, assegnando ad r valori sempre più vicini a 1:

x'-t . .x' l.r':-3r-l!=-. y-x .ri l, l,=l--r'+ I' x-I x I

13. Esaminare le seguenti Iunzioni:
xt2 .r' Iy=...i-,y_|.--.y=_-r+ z-x l- - I

e, lelativamente a ciascuna funzione, rispondere ai segu€nti quesiti:
l) determinare il campo di esistenza;
Ii) descrivere il comportamento di ), quando si assegnano ad.x valori sempre più vicini a quelli

esclusi dal campo di esistenza, valendosi di:
- tabelle.
- grafici,
- frasi,
- simboli matematici.

14- Ripetere I'esercizio 73, a partire dalle seguenti funzioni:
rr I r?-t t-4t'4 r+2y=;-. )- r*r . ,- ,-tI , ,_4, r4

75. Ripetere l'esercizio 73, a partire dalle seguenti funzioni:
4x2-4x+r 4x1-r f-4r Ì-4J- '.,,-. ,:q*r-a*,1. v= r,4- '-, 4,
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2. Es€rcizi

Esprimere a parole e visualizzare graficamente le seguenti
lj$ y=+., ossia Elffrl=+-
ig i=--, ossia l,q ft l=--

(Pet esempio, la prima formula si può leggerc cosi: .la
Junzione y=f(t) presenra la seguente corutteti ico o$e.
gnando ad x valori sempre piit vicini a l, si ottengono
coftispondenti valo di y positivi sempre più grandb. La
curw di fig. 9 mostra un esempio di gralico di funzione
che si comportu secondo la formula asseghata).

Ripetere l'esercizio 76, a partire dalle segùenti formule:

l!1 r:0, ossia lIq/(,)=0
lI3 )=1. ossia lIò.'fl,)=t

77.

Fig.9

6. Limite per x che tende ad un numero finito:
definizioni

Sui limiti intiniti

Per svolgerc gli esercizi dal 78 all'84 occorre tenele presenti, okre ai procedimenti pet tbolvere lc
disequazioni, le seguenti definizioni, relat^1e ad una data funzione t=f(x):

A) lin r=+@, ossr4 p2ltrl=+*,
B) !:!: Y- -* ' ossia Ygl@=-*'

se si wrtJicano, ispettìvamcnté, le seg cnai condizioni:
scelro un u tero M, posìtivo e granìle a piacerc, si può sempre trotan un intorno I(a) ' di raggio AM 'ule che Ìisulti

A) I6)>M quando si sc.gli. t in I(a).
B) lk)<-M quanda si §ceglie x h I(a).

Verificare che sono cofiette le seguenti uguaglianze:

rim 1= +.. tim 1- = + -._, (.r_1),
(Pet isolvere, pet esempio, il 1'esercizio, ci si basa sullo definizione A): scelto un numero M,
positivo e grunde a piacirc, si verilica se esiste un intorno I(0), tale che isulti

+>M, quando si sceRliP t in ll0)

Esaminiamo dunque la disequazione

14.

4r*, ossia o anche ,-*.0o'*
in cui M indica un qualunque numero positìvo; le soluzioni di questa disequazione sono le seguenti:

F; I;-"'1i"""'li'
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Questi valoi formano un intorno dì 0 (fi|. 10); si conclude chè la condizione A) è verifi'atu con

,"=l*
e, dunque, la sclittu/a è colrcaa).

\4 " ",li

.d+rr,, lttl:llro
-,,,' 

,

è tmmediao ve hcare llie. I l) ch? quc\li numcn non
formano u intorno di 0 e, quindi ...)

83. Verificare che sono errate le seguenti uguaglianze:

lim _ -- 6. llm " __1=-o
;:ii x ' 'lli Ì+1

84. Dimostmre che è vera la seguente affermazione:
se dsulta l!;llflr)=+-, risulta anche tg t-^rì:--
(Tenerc presate che, se lisuha

f(:t)>M, quando, varia ii I(a),
risuha pure

-f(x)<-M, qualdo x Yaria ìn I(a) .,,)

Q M-1 -x
x>M 1

Fis. 11

O,r*.r;=1f
Fig. '10

19. Ripetere l'esercizio 78, a partire dalle seguenti uguaglianze:

r,. --L- - r -. tim 1- r ..__, (.r+1),
t0. Ripetere l'esercizio 78, a partire dalìe seguenti uguaglianze:

lim l'-'. Iim l--=--
t n- I ; rj (.r- j):

8f. Ripetere l'esercizio 78, a partire dalle seguenti uguaglianze:

r;m ---l-- -. rin,, -J.=--, i i (,r-2)- ;ì .ì.r

82. Verilicare che sono €ffate le seguenti uguaglianze:

1;. 4ll- I - rim l-{ =--,.1 x l
(Per esempio, nel 1" caso le soluzio i della disequazione

Sui limiti finiti

Pet svol*ere gli esercizi dall85 al 92 occorre tenere presenti, oltre qi procedime ti pet ri'oh'erc le
òisequarioni. la se|uenrc delinizione:
dou una Iutuione r=1/,), si ha

l!!:r=t, ossia Wl@=t,
se si ueàlica la seeuent? condkione:
i';;;;;;;i,; i; i^i"Ào itl ai *ssio ", st può sempre trovare ùn into o I(a), di rassio 

'' 
ra'?

che isulti
flt)-ll<e, Nando si scealie x in I(a).
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a5. Verificàre che sono corrette le seguenti uguaglianze:

tim ll+ =2. lim (.rr+l)=2

Conftontare con lo svolgimento dell'esercizio 70
i;;,;';;;;,"'.,;";"'",,D'io. it t e:e,dzio. si pto prccedPn: co\i: u ba'? a o dclnizione 'tdo un
',ii."i. ià,iì'ii'".'iti-ì'")a à pa.ài '' p'a""^p'e **e un inotno ltlt di tu881o ò' tate chc

1.12- 2 1a-- r',.r' I

Det dualunaue x aDDttrtenente 0 I(0).
T*iiiiiiii a,nr|,'" n di'"quazionc t"t e iscrivilnota netta lorna piu «mphce

x1+2-2\<e, orsia ll <u (1)

T"rirmo Dte\ette ehe la \emPtilicazio eellauataecott? adarc'he tn que'to pro'edimPno' on

'i '^,t,,ii.i"àà' r-ii''iii;" 6 iìi oou atà aqini,i"ne di vdtorc asntuto to mo'tutot v ha 'he 10

disequazione (l) equivale a a disequazione segue te
l<e. ossia l-e<0 A')

che ha le soluziotli
t."<r<!" \:

Oru, è imnediato vetifksre (Jii 12) che ,t esti valoti r I : t '
formdùo un intono di 0 di rassio ,"".'J?,0 

",ì.-\/; ase'o',-G

e, dunque, I'ulua?lianzu asselnata è cotretta) Fig. 12

86. Verificare che sono corrette le seguenti uguaglianze:

;'ln *'-'l -2, lim (.r r l)-.2.-r x- I
Confrontare con lo svolgimento dell'esercizio 71'
(In anbedue i casi si ativa s isolvele la disequazìone

lr-.1 <e, o§si4 .<r-l<e'
che fut te soluzio i 1 .<r<1+ € --.)

a7. Verjficare che sono corlette le seguenti uguaglianze:

l,I=' I lim(r'''r-lì-J
Confrontare con lo svolgimento dell'esercizio 71'

88. Verificare che sono corrette le seguenti uguaglianze:

lim L-' =1. lim (.r:-r - l)-3r-- ' -r+ I
Confrontare con lo svolgimento dell'esetcizio 72

89. Verificare che sono corrette Ie seguenti uguaglianze:
.. x'+hr+3.r+ I ^,lit',' ffi-o lim, r-rr+zr I)-0

Conftontale con lo svolgimento dell'esercizio 72'

m. Verificare che sono errate le seguenti uguaglianze:

11-d-6. ii*]11 =r,'l l- l
(^el l-caso pet c\etnpio la dr'eqtn-ione

l.=11<., osis .r-I <etr-, I

ha le soluzioni -1-e<r<-l+e, che non formano un tutorno I(1)' '--)
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91. Verilicare che sono €rrate le seguenti uguaglianze:

lim ' - =0. lim 
-=0- I ir+l

92. \ enfirare che e \era Ia seguenle allermaztone:
se risulra lim /(.r)=/, risulta anche lim [-/(t]l=-'
(Tenere presenti le seguenti ugusglianze sempre l)e/e:

f(n-t = -tf(x) rll: -Ì(x)-(-t)\).

Limite deslro e limiie sinistro

93.

Pet svolpele pli eserctzt dal 93 at 98 occorre tenere prcse ti' ohre ai procerlimenti per ti§olverc le
dnequaàont.'le seguenti delinizioni fttd ve ad una dan funzione y=fixt:
Si s./ive

A) lim y=1a, ossia lin, f(r): + ù,

B) lin y=1-, ossia lin 16)=+ù,
C) tim 1=-a, ossia ti* l@:-*'
D) tin y=-*, ossia lin f(t)= 6,

E) lin,F6, o§si,, wI@=-
se si veifica o, rtspettiva e te, le segue ti condizioni:
§celto un nuù\eru M, positivo e gmnde a piacere,

A) si può senprc trorare u intono destro lla), di raggio AM, tule che isubi f(x)>M' quando si
sceglie x in Id@);

B) si p ò sempre trowrc un intomo sinistto lla), di mggio 6u, tale che is lti f(x)>M, qrcndo si
sceglie x in I"(a);

C) si può sempre tlotarc un intorno desfio tdk), di raggio 6M, tale che isulti f(x)<-M ' quanlo si
sceglie x in ldb);

D) si iuò senpre trovare un in ono sinisru I !a), di russio òM, tale che nsulti f(x)<-M ' quando si
sceglie x in I"(a);

D si;ttò senprc towre un into. o 1(a), di russio òM, tale che isulti lG)l>M, qua do si sceslie r
in 4a).

Esaminare le segìrenti uguaglianzel

t,- l=-. r,- l=--. lim 3-=--

e risolvere i seguenti quesiti:
-.piegare h dilferenz" fra le lre uguaglianTe:

reriticare che Ie uguaglian^ rono tutte vere:
- decidere se basta ieri"ficare la prima u8ìraglianza per essere certl che.le altre due sono vere;
- decialere se basta verificare le uitime duè uÀuaglianze per essere certi che anche la prima è vera'

(Si può, pet esenpio, tisolvere il 1' quesito dicendo che:

- la seconda uluaRlnnza afrerna che y slsume toloi posttivi semprc piu Sranù' quando ! atr?'
snano ad t ialori che n awicinano a 0 da dcrtra.
ia ieiza ueut'elianza allerma che y atwne valori neSolt\t senprc pM piccoh' qua do \i asseBno'
no ad t ialoi che si avvicinano a 0 da sinisna'

- ii i,i-i isi,eli,,i" ,iossume te atrre due alletmando che ) attume vatoi senprc piu sraadi n
modulo. quando 5i o\\?qnatìo ad x valon semptc ptu vktnt a u
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grafico e la tabella di fig. 13 suggeiscono che le tte uguaglianze sono tu$e verc, ma occorre
effettuole le yeifiche ichiesre in base alle rclatire rtufinizio i ..-)

3v=;
-6
-30
-300
-3000
non esisl€
3000
300
30
6

Ripetere l'esercizio 93, a partire dalle seguenti uguaglianze:
..2,.)-.)
-otx

Ripetere l'esercizio 93, a partire dalle seguenli ùguaglianze:

tinr --I=-. ti- --L=--- tim -L--*-Fr .x .Ì .r I ^-'- .r-l
Ripetere I'esercizio 93, a partire dalle seguenti uguaglianze:

ti- -L=-- 1;- -!-...- li- I-:-**-'.r I I --, r+l ,.-, rrl
Esaminare le seguenti uguaglianze:

lìm In x=-e. lim lnx=--, ljm lnr=d
e rispondere ai seguenti quesiti:

- spiegare la differenza fra le tre uguaglianze;
- verificare che è vera solo utra delle uguaglianze proposte.
Ripetere I esercizio 97, a partire dalle tre uguaglianze seguenti:

lim -!=+-. Iim -L= r-. r;m -!=-,-o vr
Per svolgere gli eselcizi dal 99 al 105 occofte renere presekti, ohre ai procedimenti per isolwre le
disequazioni, le seguenti definizioni rclative ad una data funzione y=f(t):
Si sciw

A) lin r=1, ossia li f(x)=l,
R) tin r=1, ossil :::! r@=t,
c) tin! Y=t , ossil, t !:l@=t '

se si vcificano, ispefrivancnte, le scguenli coùalkioti:
scebo un numetu ., positivo e piccolo a piacere,
A) si può s.np,e t,ovare un intomo desto Id@), di ruggio 1., ralc cho nsuh U(,r)-/ <E, qusndo si

sccglie x in ld(a)!
B) si può trovare un intorno sinlslro I"(a), di raggio A., ble che is lti n'.r)-ll<c, qusndo si

sceglie x b I.(e);
C) sl pìrò sempre trovar€ ùn intorno l(a), di raggb A,, tule che risurti IIG)-/ l<., quardo si sceglie

x in I(a).

-0,5
-0,1
-0,01
-0,001

0
0,001
0,01
0,1
0,5

94.

95.

96.

97-

9t.



6. Limile pù rche lsnde ad un numero linilo: delinizioni 935
99. Esaminar€ le seguenti uguaglianze:

lyB (1-i:)=1, lim (1-lr)=1, tiqr (t-f)=t
e isolvere i seguenti quesiti:
- spiegare la differenza fra le tle uguaglianze.
- verificare che le uguaglianze sono tutte vere;- decidere se basla verjficare la prima uguaglianza per essere certi che Ie altrc due sono vere;

decidere se basta verificare le ultime due uguaglianze per essere certi che anche la prima è v€ra.
l0{. Ripetere I'esercizio 99, a partire dalle seguenti uguaglianze:

Iim ,r =0. lim x =0. lim r i=t)

l0l. Ripetere l-esercizio 99, a partire dalle seguenti uguaglianze:
Iim l - x: -0. lim r 1-.t: =0. lim l r-.r: -O

102, Esaminare le seguenÌi uguaglianze:

Im V.r=o. lim \t=0, lim \6=0
e rispondere ai segùenli quesiti:
- spiegare la differcnza fra le tre uguagtianze, basandosi anchc sul grafico della funzione data;- spiegare perché è vffa solo una delle uguaglianze proposte.

103. Ripetere I'esercizio 102, a partir€ dalle seguènti uguaglianze:

rtm arcsen .t=7. llm arcsen.r=r. trm arcsen t=,
104. Ripetere l'esercizio 102, a partire datle seguenti uguaglianze:

,s.r,t=2,,ryr.t:2. I'grÌl:2
105. Ripetere l'esercizio 102. a partire dalle seguenti uguaglianze:

tim 3l,l:9. lim 31.1=9. lim 3l,l=9

7. Una definizione unitaria di Iimite

Gli esercizi dal 106 al 109 conducono a tiflettere sultu definizione unitaia di limire, presenrua nel
potoStolo 7 di quelto capitolo e ripo ata qui sotto:
data una funzio e t=lk), si sc ve

!It=t, ossio t:!:flx)=t
s., issato conunque un ìntorno 4l), si può trotarc un intorno I(a), tale che r appanienc ad I(l),
quaruìo si sceslie x in I(a).

106. Verificare che le definizioni relative alle seguenti uguaglianze:

,\11/G):/. ,'lE/G):r
sono casi particolari della definizione unitaria di limite.
(Per risolvere, per esempio, il quesito relativo alla prima uguaglianza, ci si può basarc su e consi-
derazioni segue ri:

si tichiama la delinizione conispondente e cioè:
sceho un numerc positivo ., piccolo a piacere, si può semprc trovarc un valore di x, chiamato x.,
tale che risulti

l(x)-l l<e, per qualunque x>x,;
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- si risualizza questa definizione co un etufico (fig. 14);
- basandosi anche tul grafico, si ossetva che:. se isuka ll(x)-ll<E, y vaia in un into o I(l) di ruggio e;. sceglier. x>x, siSnifica sceglierc x in un intomo I(+6) ...)

Fig. 14

llÌ7. Ripctere I'es€rcizio 106, a partire dalle scguenti uguaglianze:

li$flr)=+-, l']}/(x)=--
(Bosarsi a he sulle liqg. 15 e 16)

108. Ripetere l'esercizio 106, a partire dalle seguenti uguagÌianze:

.!iT" fl')=+-. liP- ^r=--109. Ripetere l'esercizio 106, a partire dalle seguenti uguaglianze:

.!E.(')=+-, Jq n l:--

Fig. 15

2, Esorcizi

Fig. 16



8. Due ieoremi sui limlti

8. Due teoremi sui limiti

ll teorèma della permanenza del segno

Gli esercizi dal 110 al 111 co ducono a riflettere sul teolema della pemaneùza del segno, che è
richiamato qui sotto:
se pet una funzione !=f(r) tisuha

fl!:fl')=t' con t+o'
la lunione mantiene lo stesso segno di l, qua ilo x varia in un opportu o i to o I(a).

ll0. Consideràre la funzione
l=I-rr

e risolvere i seguenti quesilil
- vedficare che risulta

h1l (1-x':)=1;

- determinare un intomo 1(0) in cui la
positivo.

lll. Considerare la funzione
y:i-4

e risolvere i seguenti quesiti:

- verificare che risulta

lT"n 
(-I: a)=-a;

- determinare un intorno 1(0) in cui la funzione mantiene lo stesso segno di -4, cioè segno
negativo.

ll2. Considerare la funzione
v: (.r- 1)1

e dsolvere i seguenti qìresitil

- verificare che la funzione mantiene segno positivo in qualunque intorno 1(1);
verificare che risulta lim (ir-1)a:oi

- spiegare perché questi risultati non sono
se8no.

rr3. Considerare la funzione
l:-(x+1):

e risolvere i seguenti quesitì:
verificare che la fìlnzione mantiene segro negativo in qualunque inrorno 1(-1);

- verificare che risulta lim -(r+1)1:0:
- spiegare perché que§ti risultati non sono in contrasto con il teorema della permanenza del

segno.

ll4. Scegliere fra le seguenii alfeÌmazioni quelle vere e quelle fal§e' motivando la sceìta:

a) "o che una funzrone ammelle un llmite po.ililo per.r che tende a 3. perciò 'ono \icuro di
trovdre un inlorno /(3r, in cui la lunTione ti mantiene posiliva:

b) so che una funzione àmmette un limite positivo per i che terde a 3, perciò sono sicuro che la
lunzione si mantiene po.itita in un qualunque inrorno.lflì.

c) so che una {un/ione (i'manriene po,itira in Lrn inrorno /t31. percio 'ono sicurn che la funzione
ha un limite posiri\o per.r che lende a l:

dl so che una fuirzione si mantiene positiva in un qualunque inrorno 1(3), perciò sono sicurc che
ld tunzione non ha limiLe neguriio per 'r che lende a J'

funzione mantiene Io stesso segno di 1. cioè segno

in contmsto con il teorema della permanenza del
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ll teorema dell'unicità del limite

Gli esercizi dal 115 al 118 conducono a riflefiere sul teorcma dell'unicità d€l lihite, che è richiamato

non è possibile che una tunzione !=lG) ammetta due limiti dive$i, quando x)a.
115. Ba$rsi sul teorema dell unicità del limite per spiegare perché non è possibiìe che una funzione

ammetta duc asintoti orizzontali per r,+Ò.
116. Basarsi sul teorema dell'unicità del limite per spiegar€ perché non è possibile che una funzione

ammetta due asintoti orizzontali per.r+-@.
ll7. Spiegare perché il grafico della funzione )=arctg a, riportato in fig. 17, non contraddice il teore-

ma dell'unicità del limite.

Fiq. 17

1I8. Spiegare perché il teorema dell'unicità del limite garanlisce che sono corrette le seguenti afferma-

a) ho verificato chc per una funzione )=/(r) risulta

'!iT- 
/(')= +-

perciò sono sicuro che la funzione non ha asintoti orizzontali per ,t++6i
b) ho verificato che per una funzione )=/(r) risulta

I,S 
^,):operciò sono sicuro che la funzione non ha un asintoto verticale d'equazione r=1.

Ritlessioni sulle dimostrazioni dei teoremi: l'implicazione

Le dimostrazioni dei tcoremi - della permanenza del segno e dcll'unicità del limite - sono basate
su un argomento, che non è esplicitamente m€nzionato: l'implicazione, Vediamo ora qualche
semplice riflcssione su queslo argomenlo che ricorre nel corso del testo.
La parola rmplicazione" ed il corrispondente verto "implicarc" provengono dal latino "in-plica_
re . cioè piegare denrro . Percrò il significato immediato di "implicare" è "racchiudere in sé,
contenere, ...", anche se oggi è più conosciuto il significato: "coinvolgere, rendere corresponsabi_
Ie,...". In matematica, invece, si trova il termine implicare nel sìlo significato più proprio.
vediamo meglio di cosa si tratta, esaminando il teorema della permanenza del segno, che ora
riscriviamo in una forma più adatta alle nostle iflessioni: se una funzione ammette. per,r che
tende ad d, un limite positivo, si trova sempre un intorno 1(a) in cui la funzione ha segno
positivo.
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nota che esso è composto di due proposizioni piùr semplici eEsamimndo questo enunciato, si

cioè:
I'ipotesi 1p: "una funzione ammette un limite positivo pe che tende ad d".
h tesi fr: "si trova url intorno (a), in cui la funzione ha segno positivo".

L'enunciato del teorema è: "dal fatto che /p è vera, segue che fà è vera". Perciò, se possiamo
vedficare che 1p è vera (una funzione ammetle un limite Positjvo per.r-4). siamo certi che anche
fi è vera (e cjoe 5i lrova un /(a) in cui la funTione mantiene §egno posilivo).
Queste considerazioni si esprimono più brevemente dicendo che

Ip implica Th,
(cioè l'ipotesi 1p mcchiude in sé la tesi fi) e si scrive così:

Ip+Th.
Questa fomula può esserc "tradotta" da tante fmsi diverse, ma di uguale significato. Ecco
qualche esempio:

- l'ipotesi implica la tesi,
- se è vera I'ipotesi, allora è vera la tesi,
- basta che I'ipotesi sia vera, per essere certi che anche la tesi è vera,
- l ipolesi è condizione suflicienle per la lesi.
- bisogna che sia vera Ìa tesi, perché sia vera anche l'iPotesi,

la tesi è condizione necessaria per lìpotesi. ...
La dimostrazione del teorema, data nel testo, consiste dunque nel verificare che dall'ipotesi /p
discende la proposiziore Ià.
Può però suèceàere che ffi sia vera e ./p sia falsa (si trova un (d) in cui la funzione si mantiene
positiva. ma il limiie1per.x-d non è posrlivo, perché si ha invece /:0) Intalcasosipuò dirc

Irr non implica 7p

ThrIP;
ma si DuÒ anche dire che la tesr e condi2ione necessaria ma non sufficienle PeI l ipole§i.
Viceversa, dopo aver dimostralo che /p implica fl?. sramo anche ceni che. se fll non è !era.
anche,lp non e vera {se non si trova irn,ttà) in cui r{-r) si mantiene posiliva. la funTione non
ammette ur limite positivo).
Dunque dire che

Ip implica L
equivale a dirc che

non T, implica non lr.
Proprio su questa considerazrone sono basate le dimostrazioni per assurdo, come quella data per
il teorema dell unicita del limite.
L'idea su cui si basa una dimostraziofie per assurdo è dunque la seguenter invece di dimostrare
che dall'ipotesi,Ip vera segue Ia tesi fft ve;a, si dimostra cheialla tesi Il, non vera, §egue I'ipotesi
/p Ilolr vera,

[, considerazioni che abbiamo svolto sembmno limitate ad un dstretto ambito matematico, ma è
facile rendersi conto che non è così.
Cominciamo con qualche esempio preso dal mondo della matematica.
It Dal fatto che due grandezze sono direttamente propozionali segue necessariamente che al

crescere di una graidezza cresce anche l'altra; Àa non basta sapere che al clescere di una
srandezza cresctanche Ì'altra, per essere sicuri che le grandezze sono direttamente propor_
;ionali lDolrebbero essere leealè da una legge parabolica o esponenziale. ). Questo lungo
discorso'puo ersere riassuntò molto brevemènte: basta tndicaie le condizioni e§amìnale nel
modo seguente

P "essere una legge di proporzionalità diretta",
C "essere legge crcscente",

P=rC. Cr>P.
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Condizione necessalia e sufficiente perché due rctte r ed /'d'equazione l=mx+n e

y'--m'rr ri' siano parallele è che risulti n =m''
bra. esaminando le due condizioni
/4 "r è parallela ad /"',
B "rislulta m=m"' .

si trova che
A+B e B+Al

in questo caso si scdve più brevemelte
A<>B.

Vediamo infine qualche esemPio prcso dalla "vita di tutti i giomi" su cui discutere:

Non firmare è condiTione nece§saria o sullicienre per elilare il tumore al polmone? -e.r".. uoooeqi influenti è condizione necessaria o sufficienle per ottenere un lavorol
ii"alare'Àoii6 a cusa e condizione necessaria o sufficienle per avere una buona valutaTlone
scolastica?è.r".*ià t""" la mateda da insegnare è condizione necessaria o sufficiente Perché un
insegnante sia valido?

ll)

In)
Iv)
v)
vD


