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Continuando, si ottiene iì poligono con 16=2r lati che ha perimetror ---=...-

à=)\. V2-Y)+ V)
In generale il poligono con 2"*1 lati ha pe metro

2. Comdsmsnli

Si ottiene cosi una successione che converge verso ,r; i primi termini sono
at=2.44. ar-1.04. ar=1.09.

e. dunqìre, la sùccessione converge abbastanza lentamente.

Si deve poi ad Eulero, graDde matematico svizzero del XVIII secolo, una delle
piil semplici formule per ottenere ; come somma di una seriei la formula è la
segueIte:

r- I I I
4' I 5 7 "', ossia ;=*it-»')n

Anche questa formula permette di awicinarsi lentamente a i, dato che risulta,
per €sempro:

/ i ' 1\lr-+++-+14=2.89s\ J J //
Vedremo nel prossimo complemento un altro metodo - il metodo delle ftazioni
continue - che permette di awicinarsi più rapidamente a ;, ad d e ad altri numeri
irrazionali che ricorrono frequ€ntemente nelle applicazioni.

B. Le frazioni continue
1. Sviluppo di un numero razionale in trazione continua
Nel Complemento sulle successioni abbiamo ricordato che un numero Ézionale
I t2t7 \
tcome a. i. ;. ] può exere sempre espre\so rn forma decimale: per erem-
pio, dalla divisione

l:4=0.25. ri orriene 4 =0.25

Ma, eseguendo le divisioni
2:3-0.66tÉ... oppure I7: Il = 1.54545...

si nota che il procedimenlo non ha mai iermine e perciò il quoziente pres€nta
infinite cifre dopo la virgola; tuttavia si trovano delle cifre che si ripetono sempre
nello sresso ordine e sono quindi facilmente memorizzabiìi. Così si può dire, per
esempio. che x è il limire della successione

I.5, |,54, 1,545. 1.5454,
Paderemo ora di un altro procedimento infinito, quello delle frazioni continue.
che permette di awicinarsi in modo semplice e rapido ai num€ri reali più frequen-
temente usati nelle applicazioni,

Per capire meglio di cosa si tratta, cominciamo da un esempio: conside-
r;amo;t numero [. Dividendo 17 oer lI $ ottiene il numero inlero I e ,l restoII
6; si può quindi scrivere

11= 1aa. ossiaIt Ìt 11=,**
6

2. Complementi



B, Le lrazioni continuo

Fissiamo I'atteizione su +; si hal

l1 - 5?=t*A. ossra

2. Svlluppo di un numero irrazionale in frazione continua
Un numero inazionale (rrlne 1t/i, 

", e,..,) si può esprimere in forma decimale;
per esempiot estraendo la radice quadrata di 2, si ottien€:

!i=r,41421...
Ma in questo modo, colne sempre awiene F,er i numeri irrazionali, il procedimen-
to non ha mai termine e, quindi, le cifte decimali sono infinite; inoltre sono
difficilnente memorizzabili perché cambiano senza un ordine fisso.

Vedremo che ancbe un numero irrazionale si può es?rimere sotto forma
di frazione continua, con un procedimento che offre spesso notevoli vantaggi
rispetto all'approssimazione con nurneri decimali.
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ll - I

5
e quindi dsulta

t7r
1l ''- I

o
5

Continuiamo il procedimento fissando l altenzione .u t; .i otti.r.

e quindi
11 .. l1l ' - r

l+1
5

Il procedimento ha così termine, dato che risulta
1=-L5!

I
e la divisione 5:l ha resto zero.
In queslo modo si esprime il numero razionale if sotto forma di frazionc conti-
nur:

17 _,f tll '' r+1l+l5
Si nota subito che la frazione continua così ottenuta è limitsta, mentre, esprimen-
do lt sotto forma decimale. si era otlenuto un numero con infinite cifre dopo la
virgoh. È interessanle osservare che, viceversa, si può risalire dalla frazione
continua al numero iT; si ha infa(i:

r+_f=r+{=r+fl={f
,* 

6
5
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Anche in questo caso cominciamo con un esempio, fissando l'attenzione

sul flumero V2: è il numero che, elevato al quadrato, da 2. Risulta perciò:
({21',=,

si ha quindi
1<\12<2,

dato che risulta
l'=l<2 e 21=4>2.

Scriviamo allora V7 nella forma seguente:

!2=1+r, con r<li
deve essere

2:(l+t),, cioè 2:l+2r+1,
da cui

2r+/=1,
e quindi

._t' )+r (1)

ad r, cheLa (1) esprime t Wt Imezzo di se stessa e perciò si può sostituirc
compare al ? memblo della (1), il valore ora trovato. Si ha:

1,=- 
1' )+,

Questo procedimenlo si può ripetcre: al posto di r nel 2. membro si
ancora una volra il valore dato dalla (l) e cosi via. Si ha:

1

^, l
,-l.,,- |'2+

e, dato che risulta Vi2-1+r, si avrà pure

!i=L+

2. Compl6m6nli

ossia 42+t'):l

,-l
-l

^, 1

'* 2+-
È chiaro che il procedimento non ha finesi ha una frazlorc continue lllimitste.

Questa notevole lormula lega V2 ai numeri interi in modo molto più
interessante dello sviluppo decimale, cie non presenta alcuna regolarità nclla
successione delle sue cifre.

In modo analogo si può procedere a partire da un numero irrazionale
che sia soluzione positiva di un'equazione di 2' grado del tipo

,t=ax+1, ossia

si ottiene Io sviluppo

lorl

Questi sono casi particolari di un teorema più ampio, che ci limitiamo ad enuncia-
re: i numeri reali che sono soluzioni di equrzioni di ? grado a coclficlcnti interi
po§§ono e§§er€ sempre e§pra§si da frazionl conllnue illimltatc periodiche,
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Viceversa, a partire da una ftazione continua illimitata periodica,
risale al corrispondenté numero irrazionale: basta individuare I'equazione di
grado di cui il numero è soluTione. Ecco un erempio:

Ì:1+

2"

l+
deve essere la soluzione positiva dell'equazione

x:1+1, ossia Ì'z-j 1=0;

il numero .r è dunque
1+ \6,_2

3. Frazioni continue limitate e illimitate
Nei due paragrafi prec€denti sono stati presentati due diveni tipi di

traTioni conrinue: le lraTioni conrinue limilate lcome lo \\iluppo di I e qu.tte

ittimrrale (come lo.!iluppo di \42). Fi'.iamo orl t:rrenrio* * q*r''i'a* tipi ai
frazioni còntinue, dimoitiando il seguente teorema: ogni frazione continuÀ limita'
t. rappresenta un numero r.zionabtviceYer§a, ogni nùmero razionale si può espri'
merc come frazione continua limitata.

Cominciamo col dimonrare la prjma Pane del leorema. dimoslriamo
cioè che una lraTione conlinua lìmitara rappresenla §empre un numero ra-llonale'
Consideriamo dunque una qualunque ftazione continua limitata, del tipo

laz+- Ta'+ 
.+L

dove con ar , 42, ..., a, abbiamo indicato un numero ,1 finito di termini. Ora, dato
che lo sviluppò è finito, percorrendo il cammino a ritroso, si riesce sempre a
rilalire al corrispondenle numero frazìonario

Dimostriamo che, viceversa, un numero razionale del tipo 4 dà sempre
luoso ad una lrazione conLinua limilala. q

Per-questo basta svolgere la divisione p:q; si ottiene
p_=,,,+a
sq

dove dr è un numero intero e risulta r1<4, dato che il rcsto della divisione deve
essere minore del divisore 4.
Possono darsi due casi:
1) r1=0 in tal caso il procedimento ha termine e risulta

q
2) r1+0; in tal caso si scrive

p1
qq

n
Lseguendo poi Ia drvi.ione 4:, . rr olliene

ossia i=".i con r'r<r,.
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Si capisce che il procedimento si può ripetere a parlire dalìa divisione

,"r:r: e così di seguito. Ma, ad un cefio punto, si dovrà arrivare ad ull risultato /
uguale a z€ro, e queslo perché rr, ,r, -.. sono dei numeri interi che vanno via via
decrescendo. Si arriva dunque ad una frazione continua che è limitata.

4. Le ridotte di una frazione continua
Abbiamo visto nel paragrafo precedente che si ottengono frazioni continue limita-
te solo sviluppando numeri razionali. Perciò. sviluppando un numero irrazionale
si otterrà sempre una frazione conrinua illimitata: questa fornira dìrnque un pro-
cedimenlo di approssimazione del numero irraz ionale. Vediamo queslo procedi-
mento all'opera su un esempio numericor riprendiamo lo sviluppo di V2 in frazio-
ne continua. Si ha:

\E=t +

dove ci si awicina tanto piùr a \4 quanto più "ci si spinge verso il basso".
Scriviamo ora i primi valori approssimati di V2. ottenuri troncando via

via il procedimenlo; si ottiene

^, 1

'l- I- ,- 1'' 2+--.

- ' 31--!-4+!

l-----L=:=t.4 t_--------_=t==t.416- I 1 - I t2
' »-:--2

Questi valori chc approssimano Vf si chiamano ridotle della frazione continua.
Le ridolte pres€ntano varie proprietà, fra le quali segnaliamo le s€guenti:
- le ridotte di posto dispari (e cioè Ia 1". la 3') sono

1, 1,4,
cioè sono numeri minori di \61

- le ridotle di poslo pari (e cioè la 2'. la 4',...) sono
1,5. 1,416,

cioè sono numeri maggiori di V4
- le dilfer€nze fra due ridotte consecutive sono date da

I 17 7;-r-0.s. ; -i- 0.,. i, -'=o.ott.
si tratta dunque di differenze che tendono a zero al crescere dell indice della
ridotta. Oueste proprietà. scop€rle su un esempio numerico. hanno cara(ere
generalel si dimostra che, per una qualunque frazione continua illimitata:
- le ridotte dispari form.no una successione crescente e limitata,
- le ridotte pari formano una succ€ssione decresc€nte e limitata,
- le differenze fra dùe ridotte snccessivc formano una succession€ che converge a 0.

5. I numeri q ; espressi come frazioni conlinue
Le frazioni continue pcrmettono di raggiungere buone approssimazioni anche nel
caso di e, ^-, due numeri irrazionali che non sono soluzioni di un equazione di 2'
grado a cocfTicienti interi.

Il numero e può essere approssimato con la scguente frazione continua.
dovuta ad Eulero:

e=2+

r 1++=;=r,s

l+



B. Le lÉ.ziori continue

Per esamiMre la rapidità della convergenza di questa frazione continua, teniamo
presente che le prime 4 cifre decimali del numero e sono

e-2.',7182. . .

e consideriamo le prime 5 ridotte della frazione conlinuat si ha:
2. 3. 2.6667. 2.7213. 2,7170.

si osserva subito che il valore ottenuto con la 5' ridotta fornisce giàL una buona
approssimaziofle del numero ?.

È interessante confrontare la rapidità di approssimazione che si ottiene
con la ftazione continua con quella che si ottiene con altri procedimenti infiniti.
Abbiamo visto nel Complemento,4 che il rumero e si può ottenere:

- come limite di una sùccessione. dato che risulta

r-rimltr'ì,-. \ ,]
ln questo ca$. r primi S lermini della successione 'ono:

2. 2,25, 2,3704, 2,4414. 2,4883.

- come somma di una serie. dato che risulta:

.:r + i l2nl
Ora le prime 5 somme parziali sono date da:

1, 2,5, 2,666',7, 2,7083. 2,',1167.

Si oss€rva così che il procedimerto che converge più lentamente è quello legato
alla succe:5rone, menlre risullano mollo rapidi gli allri due.
Veniamo ora al numero r. 5i può appross'mare r con la seguente fralione conti_
nua illimitata, dovuta sempre ad Eulero:

4_1,
l:

2+.!
Anche in questo caso, t"niu-o p."."nr" 

"t " 
t" prime 4 cifre decimali del numero

r:3.1416
ed esaminiamo le prime 5 ridotte della frazione continua; si ha:

4, 2,666',1, 3,4667, 2,8952. 3,1631.
Confrontiamo ora l'andamento della frazione continùa con quello degli altri pro_
cedimenti infiniti nel Complemento,4; si ha che ,! può essere ottenuto:

- .ome limite di una successione. dato che risulta

t: lin], 2'

ln questo caso i primi cinque termini della successione sono:
2.8284, 3,0615, 3,121,4, 3,13655, 3,1403.

di una serie. dato che risulta

r:=l+ I (_tr ;:i
Ora le prime 5 somme paziali sono date da

2,66667, 3.46661, 2,89524, 3,33968, 2,9',7604.

Si o.serva che. rn que.lo caro, Ia convergenTa più rapida è dala dalla s cce'(ione'
Quesri caicoli e questi controntr permellono di caprre limportanra che

rranno avuìo le trazionr conlinue ncile appiicaTioni. qurndo si '!olgevano icalcoli
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