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Complementi

A. Successioni e serie
1. Successioni: esempi e considerazioni intuitive

sappiamo che un ,rme- *rr. (1. Vz. ...1 pua "r".r" rappre\eniaro con numeri
decimali. Si ha. per esempio: \' /

]=0,:::: ...

ossia { è approssimato dalla seguente succession€ di numeri:

(1)

Fis. 2

0,3; 0,33; 0,333; 0,333;

I nurneri decimali ora scnfli sono sempre piir licini ad jr nossiamo dire cne ] e

il limite della successione (1), quando il numero fl delle cifre dopo Ia virgola
diventa semDre Diir srande.
Questo andàmehto iella successione (t) si può vjsualiTlare rappre§enlando i
numeri sulla retta (fìs. 1).

In modo anàlogo si puo tisualizzare la successione di numeri Iazionali
che approssima il numero irrazionale \/2 (fie. 2) o il numero 7r (fig. 3).

Fiq. 3Fig. 1

ln quesLi esempi siamo paniti aa un oumero (-1. É o ') c* *n,i.."
lo come limité di una succe§§ion€. Seguiamo ora il cammino inverso: partiamo da
una successione di numeri per studiirne I'andamento; ecco qualche esempio:
I-a successione dei rcciprcci dei numeri naturali, cioè

-tl1 1\'2'l4'n' (2)



u2
È facile capire che questi numed vanno awicinandosi a zero all'aumentale del
denominatore z: basta rapprescntaÌe i trumeri sullo retta (fig. 4) per osservare che
i punti d'ascilsa I tendono al punlo O d'ascisa zero al sescere di ,|.

In questo caso risult! particolarmente espressiva la Éppreseatazione
geometrica di fi8. 5: i rettangoli colorati itr figura hanno tùtti la base lunga 1,
mentre le altezze diventa[o successivamente ], ], ], ... ael'atezza inaac che
vale 1.

Cod le aree dei succ66ivi rettrngoli sono date dai termini d€lla sùcces-
§ooe (2) e tendono qùndi a zcto.

FrS. 4

Una litùazione analoga si verific! per la successionc
- -l 1 -1

in qri il termine che oc&rpa il posto ,r si può iadicsre con
(-1)*'

iDfalti, se n è pari, r+1 è dispàri e quitrdi si h.:
(-rY*'--t

e s€ ,' è dispari, r+1 è pari c risulta
(-1)'*'-1

Anchc ora gli elementi della successionc tenòno a zero, quando', cresac; ma i
nurneri sonò altemativaoe e positivi c negativi, perciò la succesiiorc oscila
inlomo al punto O. In questo caso la rapPrescnlaziorc dei numcri sulla retta
(6g, 6) dicipoco. mentrc'è palticllarmenté espressiva l'interpretazionc gralica di

1t'i -7 o

2. CcnplrrErt

(3)

1
§

FE. o Fig. 7



A. Successioni É s6ri6

fig. 7, Consideriamo ora la successione

È facile intuire che il limite della succ€ssione è l, se si rappresentano gli elementi
della successione sulla retta (fig. 8).

Fig. 8

Tutti questi esempi conducono ad una prima idea di successione e di
limite di una successione; si potrebbe dire che:

una successione è una "fila ordinala di numeril
- un numero a è il limit€ di una successione di numeri, quando il termine che

nella successione occupa il posto,1 dà un'ottima approssimazione di d, sel, è
molto grande.

Ora è facile rendersi conto che queste nozioni intuitive fanno nascere
molti dubbi; ecco due queslioni su cui rifletlere:
1) L'insieme di numed reali contenuti nell'intervallo [0, U è una successione?

Si capisce che l'insieme indicato forma una fila ordinata di numeri, perché dati
due elementi si riesce sempre a stabilire qual'è il più grandei ma. fissato come
primo elemenlo il numero 0, non si riesce ad indicare il,, il 3". ... e dunque il
dubbio rimanel

2) Il ,rmite della successione che ha come rermine generico
ll

ltr *;
t^e u oPpure ìi; r

E chiaro che. se fl e molto grande. ' assume un valore moho prccolo e. dunque.

il termine che occupa il posto n dà un'ollima approssimazione di
1

1ff
Ma quest'ultimo numero è molto vicino a 0 e quindi quello stesso teùnine è
ùn'ollima approssimazione di 0. Si capisce che l'idea di "ottima approssimazione"
è troppo vaga ed imprecisa per risolvere questo dubbio.

2. Limite di una successione; successioni convergenti e divergenti
Per trovare una risposta chiara ai due quesili posti nel paragrafo precedenle
occorre precisare il significa(o di due vocaboli che abbiamo introdotto:
l) successione,
2) limite di una successione.

1) Precisiamo il significato che ha in matematica il vocabolo succcssionc:

§i chiara successione ùm funzlone che ha come dominio l'in§icme dci numeri
naturali (ossia gll interi pocitivi l, 2, 3, ...).

In generale, per descrivere i valori di una successione in corrispondenza
di ogni numero naturale

t, 2, 3, ...,
ci si vale dei simboli

o _, o,. aa.

che si leggono "a con uno, r con due, 4 con tre, ... a con enne!"
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Ouesti simboli conducono a 'contale" gli elemenli della successione,

indicandone il primo. iì secondo. il terzo..... qùello al posto ennesimo. ..
Così c_i si rende conto che l'inrieme dei numeri reali che appartengono

all'intervallo [0. 1] non è una successione. Infatti, fissato come primo elemenlo il
numero 0, non si ;esce, per esempio, a stabilire il numero che viene subito doPo
O: non può essere 0,5, Érché prima troviamo 0,1, ma non Può ess€re neanche
0,1, perché prima trcviamo 0,01 ...
Riferendosi ora al simbolo di funzione

v=lQ)
introdono nel cap. l. paragrafo 3. si può scrivere:

aF^l). a,=ll2). a'=fl3).
e, in generale

In questo modo possono essere descntte molto più sinteticamente alcune succes-
sioni introdotte nel pamgrafo precedente:

2. Comdems i

si può scriverc
I

- invece di

si scrive
(-1r'

- invece di

-L-llt, i, 1,

.1-3'

n+ln'^345z. ,, a. 4'

(-1)*'

si scrive
,l+l

2) La definizione di successione data prima conduce a precisare il concelto di
lilmile di una successione. basandosi sul tallo che una successione è una panicola
re funzione e dunque ci si può valere delle definizioni relative ai limili di funzio'
nir. ln parlicolare si hanno le seguenti definizioni:
- succéssione convergèrte: si dice che una succession€ converge verso il limite u e

si scrive

.Ir- o.:"
se, sceho comunque un numero Posilivo É. piccolo a piacere. si può sempre
rrovare un numero r.. tale che risulti

la,-ol<", ossia a-È<a,<a+e per qualunque h)n,.
- successloDe divergenae: si dice che una successione diverge e si scrive

"h "=+-
se, scelto comunque un numero positivo M, Srande a piacere, si può semprc
trovare un numero r,v. tale che dsulti

lo,l>M, per qualunque n>nM.

, vedi cap. 2. parag.afo 3.



A. Successioni e sè e

- successione indeterminata: si dice che una successione è indetetminata se non è
né convergente né divergente.

Valendosi di queste definizioni si può verificare, pe{ esempio, che

- con\eree verso il limire .ll. Ia **."1o* , -*l - j.
Si ha infatti

.. lt r\ 1lrm l-+ l=-"-.'\10" ,?/ 10"

dalo che sulta

l-1 +-L--1 l<.. ossia
1106 r 10"1
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;." per ,1quarunque ,.;

- diverge la successione a,=n:,
Risulta infatti

,'lT-',=-
dato che dsulta

n1 >M. ossia n1>M per qualunque n>!u.

- è indeterminata la successione d,=( 1)".
I termini della successione, infatti, passano alternativamente dal valore -1
(quando l'esponente,1 è dispari) al valore 1 (quando,1 è pari).

Dato che le successioni sono partjcolari funzioni, risultano validi tutii i
risultati esposti nel testo a proposito dei limiti di una funzione; a quei risultati è
interessanrc aggiungere un ieorema. molto ùtile in àlcuni casi, per slabilire rapi
damente se unà suicessione è convergente Vedìamo subilo di che si tratta' esa-
minando prima di tullo alcune Propriera di una succes.ione.

a) Successione crcscente:è una successione i cui lermini crescono al crescere del-
l'indice ,?, ossia si ha

a,,+t>a,,. per qualunque fl;
b\ Successione decrescer?leì è una successione i cui termini decrescono al crescere

deìl indice n. ossia si ha
a,,+l<a,, per qualunque n.

In ambedue i casi la successione si dice monotò a-

c\ Successione liìnilata supeiorme te: è una successione i cui termini soùo tutti
minori di un dato numero B. ossia si ha

a.<8, per qualunque n;
d) \xc(e"iorP lm atù inlc otìncntet e una ìucce}rone icui termini 'ono tullr

maggiori di un ddro numero B. o.si.r ti ha

a,>8. perqualunque,r.
Per (Labilire \e una suLLe$inne e convergen(e ci ci puo valere di un teorema che
qur c' limiliamo "d illu'lrarc grafrcamente: sr rrartr del ieorema sulle §uccessioni

una successione monotona crescente converge se è limitaiÀ §uperiormente (fig. 9);
una succ€ssione monotona decre§cente converge se è limitata inferiormente (fig. 10) '

Fig.9 Fig. 10
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3. Serie

Abbiamo detto che una successione è un insieme ordinato di termini del tipo
ar, a7'

Se si addiziona un cerlo numero di quesLi lermini. per esemPio

at+a1+q oppÙre a1+ a2+ a1+aa+as

si ottiene una serie finih.
Sommando invece tutti

una seri€ infinits, che è dunque
a1+a1+...+a,+..

gli infiniti termini di una §ucces§ione si ottiene
un'espressione del tiPo

Per stualiare l'andamento di una serie ci si riconduce allo studio di una successio_
ne. considerando la successione delle §omme Parziglis,. s,, sr, s^,
date da

sr:aL, Sz=ar+az, S3=aia2+a3.
Se Ia successione

s1, s,, S:, s,,
converge al limite S, ossia risulta

s="I{L s'
si dice che S è Ia somma della serie e §i scnve

S=at+a2+...+a"+...

Per abbreviare la scnttura, ci si vale spesso di ùn apposito simbolo: il simbolo di
sommatorial si scrive:

s:I ,"
I1 simbolo

la,
che si lesse -sommatoria di a con n peM che va da I ad intinito- indica la somma
à;ì.;i;il.l ìip" ,,. con l indice n che a§sume turri i valon interi'

ved;amo ora oualche applicazione dei risultat' olLenuli' esaminando le
serie gcomelriche. cioè ìulle Ie sè;ie che si esprimono nella forma

a+ aq+ ùd+ ad + , ,. +aq + ...
dove a e c sono numeri reali: a tndica il primo termine mentre q indica il
quoziente Èa un lermine ed il precedenre' Ecco qualche esemPro:

5+15+45+...+5 3',+... (1)

dove si ha a=5 e q=3;
,_1.r- r, rrì"* (2)''2'4,' ''\2j '

l
dove si ha ":1 e q=;.

Per stabilire se una serie geometnca è convergente occorre esaminare ìa
successione delle §ue ridotte, ossia

S,:a+a- q+a d+ -..+a q('-1)
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Per rendere più semplice lo studio di questa successione conviene procedere nel
modo §eguente:

- si calcola I'esprcssione
q,S,=a q+a q,+a, q3+...+a, d

- si esegue la differe[z
S,-q S^=1-a'4' ossia

- si otticne infinc
(1-a).s,=a.(1-d)

u7

- t-c
r-q o anche '"="(,+-+_r)

Si individuano cosl vari casi possibili:
I) lql<l e quindi lln q'=0.

In questo caso risulta

lirn s,=a.J e quindi i o.or=r.lL-q *u, l-C
II) q>l

In qucsto caso la successione delle ridolte divergc c, quindi, diverge anche la
se c geometdca.

lll) {=-1
In queslo caso Ia succcssione delle ridottc è indelerminataè, quindi. anche la
serie geometrica è indeterminata.

Basando6i sù questi risùltati, è immediato concludere che la serie (1) è divergen-
te, mentrc per la serie (2) risùlta

: /t\" I -
!a\21 , L --2

Quest'ultimo esempio peùnette a[che di fissale I'attenzione sulla diff.renza fra
su@essione e seric; si ha infatti che

- converge a 0 la successione

,_!1 I
"2'4''T'

- vale 2 la somma della s€rie

t+;+i+...+;+...
Questo vuol dire che i rettangoli di fig. 11 hanno I'atea che tende a 0, quando tr
diventa molto glande; se però si sommano Ic aree di questi infiniti rettangoli, si
ottiene una figura con l'alea cùe vale 2.

Fig. 11
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4. Una curva dalle proprietà sorprendenti: la curva di von Koch

Sene e successioni portano a "lavoraÌe con I'infiniro" e spesso questo lavoro
conduce a scopire sitùazioni apparentemente paradossali. Uno degli esempi più
intuitivi tu indicato dal matematico svedese H. von Koch (1870-1924), che ha
ideato la coslruzione seguente:

- si considera un triangolo equilalero con il laro lungo 1 (fig. l2):
- si divide ciascun lato in lre pani uguali e si coslruisc€ sul segmento centrale un

altro triangolo equilatero, estemo al triangolo iniziale (Iig. 13);- si cancella la base dei nuovi triangoli. orrenendo la srella di tig. 14:
- si pele Ia coslruzione a panire dai lati della srella (fig. l5).

2, Compl€mgnti

Fig- 12

Fig. 14

Fig. 13

Fig. 15

Continuando a ripetere Ia costruzione all'infinito, si ottiene una curva. nota come
curva di von Koch. Ouesta curva preseDta alcùne proprietà sorprendenti, che
possiamo scoprire esaminando le varie figure che via via si ottengono.
I Ltl hanno la lunghezza data da

_1tl-' 3', 9' 1.

e dsuha

tim !:o*+, 3'
Dunque, lr lunghezza del loto tqtde a 0. quaodo si ripete la costruzione.
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I perimeEi delle successive figure si calcolano tenendo presente che

- la prima frgura è composta di 3lati di luflghezza I e, dunque, ha perimetro
pF3 L

- per passarc alla seconda figura, ad ogni lato della prima si sostituiscolo 4
1

segmenti di lunghezza J. perciò si olliene un perjmeiro dato da

,,=: l+ 1)=: *\ J/

- per p,ìssare alla terza figum si ripete la costruzione, ottenendo un perimetro
dato da

l^4\4 ^ l4\'zp,=r'tJ i=, FJ
Ripetefldo la costruzione, i perimetd costituiscono la successione

-:..81'- - t3l
ed è facile verificare che risulta

u- r.E)'=*-i_+@ \J/

Si conclude che il perlmetro della ligura diventr infinitamenle lurgo, quando si
ripete la costruzione.

Calcoliamo ora I'area racchiusa entro questo perimetro sempre più Srande. Per
questo dowemo sommarc le aree seguenti:

- I'area del triangolo equilatero di lato 1 (fig. 16), che è data da

a.=!tJz'4
- l'area di 3 triangoli equilateri di lato i (tig. l7). cbe è dara da

A,4 + e)" ,,5=i t,

349
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gcometdca con

q=6<r

2. Complern€nl

À=;'/3

Flg. 18 Fig. 18

- l'area di .[2 t angoli equilareri di lato + (fig, 18), che è dala da9

A,=t.i.pS'.^t =+ i.,,8
Continuando il procedimento (frg, 19) § ariva dunque a costruirc una figùra che
ha l'area data dalla somma di tutte le aree calcolate p ma; I'ares,4 della figura è
dunque data da

'4\'z | " t-.A=i'\/3+ù \h-; È v3+6) 11 t/z+...

Si scoFe che, a parte il pdmo termine, r{ è data dalla somma di una progrcssiorc

" ,,=$.ri
Si ha dunque, in base ai risultati esposti nel numerc precedente:

,t=L.t/\*-L4 l-q
ossia

-L. J;
e=i. tlt+t:1-= i.lt^9

Si ùova così che I'arca non diventa infinitamenle grande, ma si awicina s€mpre
di più al valore

,t=i.vt=o,ae
È interessante ora conftontare quest'area con l'arca,4r del triangolo da cui siamo
partitii si ha:

L \1.A-5 " -g:, eA, 1,F 5 -'-

Si ha dunque un risultato sorprendente: un'area comptesa da un contorno che,
col pensiero, vedianro estendersi all'bfinito, risulta poco più grarde di una volta
c mezzo il triangolo da cui siamo partitil
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5. I numeri é, --

In quesro paragrafo vedremo degli esempi di successioni e di serie che convergo-
no ve$o due importanti numeri ifiazionali: ?, 

^-.Cominciamo col considerare una successione che approssima il numero e:

o"=lt+!\\ nl
i cui primi termini sono

a =1. a =2.25. q=2,31, a!.-2,44, a5=2.49,
Si tmtta di una successione monotona crescente. che ha come Ìimite il numero di
Neperor. indicalo conrenzionalmente con il simbolo ?. II numero € e un numero
irmzionale, le cui prime cìfte sono

€r2.7t82at8: si ha dunque ?=til! (t+!]
Si dimostrar che ìo stesso numelo € si può anche ottenere come somma di una
serie; si ha:
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":l+ i +, ossia

=nl
"=11411a.--111---ll 2l n!

ll- I 't=1 . "'-t-2-3-...-n
Vediamo ora come ottenere delle buone approssimazioni del numero -, valendosi
di una successione oppure di una serie,

Una successione che converge verso z si può ottenele con un procedi-
mento geometico, basato sulle seguenti considerazioni:
l) la lunghezza 1 di una circonferenza di raggio ,. è data da l:2r,, perciò r indica

la lunghezza di una circonferenza di raggio ];
2) la lunghezza di una circonferenza si può appiossimare con i perimetri di poli-

gonr rnscfll1r.
Sifissaquindi Iatlen/ione \ulla circonferenza di rdggio 2 fIig. 20) e. d pa iredal
quadrato, si considerano i poligoni inscritti, che si ottengono raddoppiando suc-
cessivamen(e il numero dei lati. Si ha che

- il quadrato 1fig. 2I; ha perimerro a|-2 \[
- l'ottagono (fig.22) ha perimetro .t,:2' \E+6

Ftg. 20 Fig- 22Fig- 21

1 Per maggiori .otizie sull'argone.to. vedi E. Castelnuovo, C. Cori GiorSi, D. Valedti,
Maténdticd nella realù. ao\. 1lI. pagg. 238-242.

2 Vedi App€ndice 1

a/,
,/2a-,

\
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Continuando, si ottiene iì poligono con 16=2r lati che ha perimetror ---=...-

à=)\. V2-Y)+ V)
In generale il poligono con 2"*1 lati ha pe metro

2. Comdsmsnli

Si ottiene cosi una successione che converge verso ,r; i primi termini sono
at=2.44. ar-1.04. ar=1.09.

e. dunqìre, la sùccessione converge abbastanza lentamente.

Si deve poi ad Eulero, graDde matematico svizzero del XVIII secolo, una delle
piil semplici formule per ottenere ; come somma di una seriei la formula è la
segueIte:

r- I I I
4' I 5 7 "', ossia ;=*it-»')n

Anche questa formula permette di awicinarsi lentamente a i, dato che risulta,
per €sempro:

/ i ' 1\lr-+++-+14=2.89s\ J J //
Vedremo nel prossimo complemento un altro metodo - il metodo delle ftazioni
continue - che permette di awicinarsi più rapidamente a ;, ad d e ad altri numeri
irrazionali che ricorrono frequ€ntemente nelle applicazioni.

B. Le frazioni continue
1. Sviluppo di un numero razionale in trazione continua
Nel Complemento sulle successioni abbiamo ricordato che un numero Ézionale
I t2t7 \
tcome a. i. ;. ] può exere sempre espre\so rn forma decimale: per erem-
pio, dalla divisione

l:4=0.25. ri orriene 4 =0.25

Ma, eseguendo le divisioni
2:3-0.66tÉ... oppure I7: Il = 1.54545...

si nota che il procedimenlo non ha mai iermine e perciò il quoziente pres€nta
infinite cifre dopo la virgola; tuttavia si trovano delle cifre che si ripetono sempre
nello sresso ordine e sono quindi facilmente memorizzabiìi. Così si può dire, per
esempio. che x è il limire della successione

I.5, |,54, 1,545. 1.5454,
Paderemo ora di un altro procedimento infinito, quello delle frazioni continue.
che permette di awicinarsi in modo semplice e rapido ai num€ri reali più frequen-
temente usati nelle applicazioni,

Per capire meglio di cosa si tratta, cominciamo da un esempio: conside-
r;amo;t numero [. Dividendo 17 oer lI $ ottiene il numero inlero I e ,l restoII
6; si può quindi scrivere

11= 1aa. ossiaIt Ìt 11=,**
6


