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Paradossi è dubbi nel mondo dell'infinito e in quello della logica

Due numeri particolari sofio cofipalsi in alcu i capitoli di questo
vohrme: il numero i, a prcposito della lunghezza e dell'area del cerchio, e
il numero e, a proposito dello legge esponenziale come base dei logarioni
naturali.

Si è de$o, dei nurneti; ed e, che sono irrazionali, che, cioè, non

possono ersere espressi nella lorma | . dor" p, q sono i tcri: si e deuo'q
che, però, sono ili tn tipo diverso di irrazionali come tf2 e $.

Nelle pogine che seguono vogliamo indagare sulla loro natura;
scop rcfio che "la particolarità" dei urneri z ed e rappresenta, invece, una
"ge eralità": it ed e sono due esemplari della "razza più comune" dei

Cominciomo da un po' di sto a: il umero t, di cui alcune
apprcssbna2ioni furono date da Egizia i e Babilonesi fin dal 18/0 a.C., Ju
calcolato da Archimede co fro tantlo la lunghezza della circonfereùza con
i pe metri di poligoki iscritti e circoscritti, fino a ttovarc q este limitaziotli

-. t0 -. t0r+7a<t<r+jd.
Del numero e, nato molto piti tatrdi con l'introduzione dei logariltli
naturali (Nepero, 1614), le prime dodici cifre decimali furcno detenninate
dal fiatematico inglese R. Cotes nel 1711; si ha:

e=2.718281828459...

Mo la tatura di Ercsti due numeri cotnincia ad essere chiaita solo alcuni
anni dopo: nel 1737 Eulero dimostra che e è un wfiero irrazio ale, e iel
176l Lambe dimosrru Iirrazionolità tli 

=.
Fin qua, una scoperta ìmportante ma... niente di sconvolgente! Lo

sconvolge te si wifica quando, più tli un secolo tlopo, e cioè alla fine
dell'Ouocento, si scopre che i numeri i aziotlali ^'ed e hanno, pe/ò, una
nalura direlsa da ahi numeri irrazionali ben noti, cone. per esern-

pio, 1/2 o ll2 o t/,t+l/5. Ecco irt cosa "diversificano": i umeti prina
indicati sono soluzioni tli equazioni algebùche a coelficienti interi; per
esemPio:

1/2 può

\/2
\/i+6

Per i numeri ; ed e, invece, non esisto o delle equuzioni algebriche che li
"generano". Ai numeri che hanno qkesta st/ana natura, un« tntura già
intuia da Eulerc, fù dato il none di numei trascendenti, perché - come
diceva appunto Eulero - otrascerulono lo possibilità dei hetodi algebrici,:
furono chiamati, i vece, algebici i umeri nluzio i di un'equazione
algebrica a coefficienti interi.

E sempre alla fine dell'Orocento che si aftira ad una chiarifica-
zione dei vali insiemi di nutneli via via intrcdotti, e cioè tlei naturali, degli
interi tehtivi, dei razionali e degli iftazìonalì, che coslituiscono, tutli,
Iinsieme dei numeri Roli. Per confronure qucsti vari inriemi. ovviaùute
infiniti, ci si tifà alle proprietà degli insierni di un nunero finito di elenenti,
e si comincia col sottolineare una proprietò "elcmentarc" che caratterizza
tali insiemi; questa: due insiemi A e B di oggetti corrispohdoko a\o stesso
numero, cioè tlefiniscono lo stesso huùero, iùdipendentemente dalla Efilità
degli olgeti, se è possibile porli in coùispondenza biuùivoca, in ma
corrispondenza, cioè, che 0d ogni elefiento di A faccia corrisponclere un
elemento di B, e vicevetsd. Per esempio, Eli insietùi A e B, rappresentati

provenire dall'equazione x2 2:0
» \3-2=0
» xa-Bt2+11=0
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nello schema possono porsi in corrispondenza biufiivoca e, da questo fatto,
A: \x x xttc
B: \0 0 0

45
10
t6 25

123
000
119

x) c:
x0\ D:

tr x

\00

ir x)

0j
"nasce" il numero 1; si dice artche che C e D sono equipote ti. Gli insiemi
C e D non sono equipotenti. Confrontando poi B cofi D, si mette in luce
una proprietii etideale: il lutto non può essere messo in corrisponilenza
biunivoca con u a tua partc.

Ora, quando si passa da insiemi con un numero finito di elenenti
a insiemi con un numero infinito, come sono qli illsieni numerici, se si
applicano le consiclerazioùi elementari prima enunciate, si arriva a...
qualcosa che non toma, a delle contradclizioni- Lo tuera ossetvalo Galileo,
e riferiaùoci a qualche esempio che si ttova nei suoi sctitti. Galileo
considera i numeri naturali e i loro quadrati

È chiaro che i quadrati sono di meno, cioè costiluiscono solo una parte dei
naturali; petò è possibile. stabilirc una corrispondenza biunivoca fra i
numeri e i loro quatlraù. E lacile rendersene conto dallo schema. E allora?
come si sPiega?

È un akro esempio, sempre preso da Galileo: è un esempio di
geometria. Questo: le circonferenze di centro O (fi?. l) sono I' na doppia
tlell'ahra, però i loro punti si posso o mettete iù corrispondenza biuni'roca:
basta prolettare l'una sull'altru dal centro comune, il punto o E allora?

Fig. 1

Davanti d quesi parualossi ilel tullo e delld parte, Galiteo dà una
spiegazione "negatiii"; dice: "nel confrontare d e infinili si incontrano
dellà difficoltò ihe derivuno dal discorer che noi facciamo col nostro
intcll? ; li ito intorno agli mliniti. dIndogli que|li att buli che noi diano
alle co:e linre c terninot?.. Gli in[initi snno dunque per Goliko -incon'
prenribli'dal nostro inplle!to linin - pa(he -gli auributi di uguale. maggo'
'rc 

? minore non hanno lttogo negli i linili ma 5olo nelle qudnttù tetmina'

Devono passare 250 anni perché, alla fine dell'Ottocenao, pet
ooera dei matcnat i Richanl Dedekinò P Geot| (antor' venga farro un
pia'to den,ivo ncllo qudio degli inriemi in[initi: allo ronrluione nPBattva
'data tla Galileo viene contrappovl una detLiune ordita. ttn uovo moda dt

Den\ar?. Partcndo dall eviàinza delle eote". e rioè dal latrc the in\i?mi
'nlinili Dostotto ?\sere mesti in aorrispond?nz0 biunivocI onch? se hanno
un nu;crc diver,o tli elemenri, Deàekind lone qu?Ya d?Jittizionc: -Un
sistema si chiama infinito se è equipotente a utla sua parte propritl; nel caso
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opposto si chiama fi ito».
E così, riprcn.lendo gli esempi di Galileo, si dirà che: l'iùsieme

dei hat rali è equipote te, o ha la stessa potenza, dell'i siene dei quoalruti;
e che sono equipotenti I'insieme dei punti delle due circonferenze concentri-

L'ialea geniale di Cantor è stata, iù quegli stessi anni, cli creare una
"gerarchia" nelle pote ze deqli intiemi i frniti, una specie di classilicazione
degli insiefii "per potehza". Si vedono così estesi ad insiemi infiniti quei
caratteri di "fiaggiore" o di "mi ore" che carulterizzato il confronto di
insieni fi iti. Ci si tova, con l'introduzione coraggiosa tli queste idee,
dar.t ti a situazioni sbalorditive, a "qualcosa al di là del credibile", come
scriveva Ca lor in una lettera a Dedekind; dava ti a situazioni che, però,
sotlo giustilicate dolla logica.

Pefché si scopre non solo che i nancali sotlo tanti quanti i loro
quadruti, ha anche che i razionali soùo ahreltanto nùmerosi dei naturali, e
anche i nwneti algebrici hanno quesra proprietà: questi insiemi, così
diversi, hanno rutti ls stessa pote za. E, invece, i u»pri reali sotto «rno o
più numerosi',, e ciò è dovuto ol fat@ che il loro tess o è conposto di
humeri trascendenti (di numeri. cioè, come i ed e); e quindi gli alqebùci,
siano essi ifiazionali o raziorlali (e perciò anche itleti), costituiscono "u
niente', una misera infihrazione in una tnassa cornpatta di trascendenti.
Ma, ... è diffrcile rentlersene conto. Forse u 'inmagihe pùò, in qualche
modo, sostenere il pensiero: se un punteruolo potesse operore dei fori
sahellando hngo wla reoa dove soio rapprcsentati i numei reali, salebbe
veramente improbab[le che si trovasse a bucare un nu,nero naturale o n
razionalc o un irrazionale al!?b co come tD: avrebbe invece na Brande
probabilitò di bucare la rcta in punti trascendenti.

Nel leggere la Pa e prima di questo capitolo sarcte colpili.la due
atleggiamenti tipici della costruzione natematica: una esigenza logica cre
dotuika ogni passaggio, ogni regola, e una prodigiosa fanlÀsia che porta a
inventare, sempre in un quadro razionale, delle nuove proprietò, anche se
quette conducono a iùcredibili parado$i.

Abbiamo visto quanri erroli di maletnatico sono da ottribuirsi al
fatto che I'uomo ha tendenza ad applicare sempre le stesse regole anche se
cambia il materiale su cui opera; e abbiarno visto come è proprio col
modificare le ipotesi di partehza che sono slati corretti questi errori.

Ci si chiede allore: ,ton ci potrebbero essere ancora degli efiori
che fino ad oggi ci sono sfuggiti? Bdstetebbe un solo enore, ma Jòndamen-
tale, pet far crollare tuuo l'edilicio uakmatico! Chi ci garaktisce che non è

cosi?
L'inmagine della maternatica co,ne sciekza a§sol tafiente certa e,

quindi, come mo.lello per tutte le altre discipli e, quale I'aveva indicata alla
fine del Settecento il filosofo Emanuele Kant, viene oscurat1 dall'ornbru del
dubbio. Esattamente dopo tot secolo ci si lrova nella situazione oppost.t. Ci
si chiede: sorà vero che tutli i risullati matematici finoru oltenuli sono ticuri,
o non accadlà clrc i poslei scoprinnno degli etoi e softiderunno ,lloru
della nostra ingenuitìt?

Nell'anho 1900, il più grunde fioterhatico dell'epoca, il tedesco
David Hilbert, sostenne, durdnte ul Congresso cli nalematica, che era
giunto il mohento per affronrare un nuovo sitdio; questo: riflettere sui
fondar enti della matemotica, pet restìtuitle il rùolo cli scienza inoppugnobi-
le. E in questa direzio e che si sono srolte le ticerche più originoli del
fiostlo secolo; i risultati a ai si è Biurlti nel solloporrc al vaglio tli una
logica slrillgefite i fondamenti della matemalico sono davvero inaspellali!

E di queste riccrche che viene data un'i.lea nella Pd e seconda del
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Nel ripensare ai vari argomenti svolli in questo volume ci rendiamo cooto che non c'è
capitolo in cui non siano inteNenuri, come protagònisti, inumeri: gli interi. irazionali, i rcali.

Spesso però. trascinati dall argomento, non ci siamo fermati sulla natura dei numeri
con cui si lavorava; una nalura che, se si fa uso del calcolatore, esce ancor più difficile
identificare, dato che sul visualizzatore i nume decimali illimitati, siano essi periodici o no. si
presentano in generale con 7 cifre dopo la virgola. Altre volte. invece. abbiamo sottolineato
con la qualilica "speciale" di trascendente dei nume , come 

'; 
ed e. che si erano presentati in

questo o quel problema, ma poco si è detto al di là del nome.
Ci proponiamo in queste pagine di mettere un po' d'ordine al concetto base di tutta la

matematica, il numero, fermandoci, in particolare, sui numeri reali.
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Il concetto di numero, creato in questo modo, astraendo dalla qualità dell'oggetto,
poggia dunque sul prlncipio di, corrispondenza biuni)oca: ad ogni elernekto di A corrisponde un
elefiento di B, e ùceversa.I due insiemi e e B, si dicono €quipotenti.

2. lnsiemi finiti e insiemi infiniti

Abbiamo visto nel paragrafo precedente come il concetto di numero nasca dall'equi-
potenza di più insiemi, e cioè dalla possibilità di porre in corrispondenza biunivoca gli elementi
di più insiemi.

E chiaro che due insiemi-4 e I non sono equipotenti se,4 contiene più elementi di B;
gt indi uk insiefie non può essere equipotente a uno sua parte.

Ora, se estendiamo ad insiemi infiniti questo concetto elementare di equipotenza, si
arriva, in modo del tutto logico, ad asserire dei fatti che-.. sembrano dawero illogici. Ecco
qualche esempio.

1. lnsiemi equipotenti. ll concetto di numero naturale

Sono studi di carattere linguistico e antropologico che hanno portato a capire la
faticosa nascita del numero. Questi studi hanno mostrato che in molte lingue primitive
vengono, ancor oggi, usali dei vocaboli diversi per indicare Io slesso numero. a seconda della
qualità degli oggetti a cui il numero si riferisce; questa diversità di vocabolo per indicare lo
stesso numero fa capire l'attaccamento del numero al particolare oggetto.

E, del resto, anche nelle lingue evolute. come l'italiano, si nota qualche volla il
riferimento del numero a questo o a quel concreto: il numero 2, per esempio. si può esprimere
come paio, coppia, bis. doppio, ..., ma questi vocaboli non si usano indifferentemenrel Si dice
"un paio di scarpe" e non "una coppia di scarpe", e si dice "una coppia di sposi" e non "un paio
di sposi"l

Il vocabolo, dunque. risente ancora dell'oggetto a cui si riferisce.
Ci si rende conto che l'acquisizione del concetto di numero, spogliato dal suo

attaccamento all'oggetto, non è stata, certamente. né rapida né facile. Per arrivare a questo
concetto si deve fare astrazione dalla qualità del concreto. cogliendo. nel conftontare insiemi
dive$i, quel "quid" che hanno in comune: così, per esempio, confrontando due insicmi ,4,8,
composti uno di 4 tavoli e uno di 4 sedie (vedi schema), cioè ponendoli in corrispondenza
biunivoca, si arriva al concerto di numero 4: si crea in tal modo un ente astratto e, insieme, un
unico vocabolo: quattro.

i due lnsiomi A e B
sono equipole.ti

Atxxxr01lA:0000
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a) Risulta che sono equipotenti f insieme degli inte positivi e quello dei numeri pari.

e questo;erché - riflettiamo- sullo schema seguenie - ad ogni.numero intero si può.far

"o.ii.pond'"t" 
il suo doppio, e viceve$a. Accadà quindi che un in§ieme (quello degli interi) è

equipòtente ad una sua parle (linsieme det Parj)l
| 2 3 4 5 ...

00010
246810...
b) Risulta che sono equipotenti, sempre perché si può stabilire una cotispondenza

biunivoca,-l'imieme degli interi poaitivi a partire da 1, e quello sempre degli inte , ma a pa ire
da 2, come si vede chiaramente nello schema seguente:

1 2 3 4 5 ...

00100
2 3 4 5 6 ...

Ancora uoa volta, dunque, sono equipotenti un insieme e una sua parte!

c) Risultano anche equipotenti I'insieme degli inted positivi e I'insieme dei quadrati di
questi numeri (vedi schema), pérché, ancora una volta, possono metteni in corrispondenza
biunivoca.

È chiaro, invece, che non sono equipotenti I'insieme deg.li inted relativi (positivi e

negativi) e quello dei punti di una retta, dovè sia {issata un'origine e un'unità di misùra (fig. 1);

Fiq. I

e ouesto Derchd vi sono. sulla relta, tanti tratti dove si tlovano punti a cui non corrisponde
neisun numero intero. È chiaro che in quei tratti troveranno posto dei punti che corispondono

a numeri razionali: per esempio numeri come i. - i i. -2. ... (t'g l)

1234s
00000
1491625

F g.2

si osserva subito che fra due razionali. per esempio fra ] e 1 (fig 3). cade certamente
un razionale; questo:

/,, 1\ " 3

\'-11'"-4
cioè il numero ottenuto come media aritmetica dei due numeri dati.

Fig. 3
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Ma anche fta ] e J ci sare un altro razionale; sarà il numero:

(i.i\,,=i,
che si lrova a metà. E co5ì fru 1" 1",.u.u ...2A

Ci si rende conto che, fra due numeri razionali. per quanto vicini, se ne puo semprc
inse re un altro. Si esprime questo fatto diceodo che I'insieme dei numcri razionali, o dei pùnti
razionali, è denso,

Sembra dawero che questa "densità" non lasci nessun vuoto. ressuno spazio libero,
ma vedremo in seguito che la nostra percezione non è abbastanza acuta.

3. L'insieme dei razionali è numerabile

C'è un'altra prop età che sembra contrastare con l'intuizione: si scopre che i razionali
si possono mettere in corrispondenza biunivoca con gli inteÌi, cioè sono "tanti quanti gli interi";
si dice che i razionali formaro un insieme numerabile.

Questa proprietà sembra davvero strana dato che l'insieme dei razionali è denso, e
non si vede come si possano contare. Per scopire la proprietà occorre appunto inventarc un
modo di "contare" i razionali.

Si può Focedere così: si scrivono i numeri razionali come è indicato nello schema
seguente:

I termini hanno. riga per riga, lo stesso denominatore, e, per ogni riga, sono disposti in ordine
crescente. Si capisce che nessun Ézionale può sfuggire da questa disposizione di iofiniti termini.

Abbiamo tracciato in colore una linea diagonale; va percorca nel senso delle freccie: in

tal modo- partcndo oa {. h linea passa sopra ogni numero. Quindì i numeri razionali'l
positìvi si possono contare disponendoli nel modo seguente.

Va tenulo presente che la disposizione che abbiamo dato ai razionali non è in ordine crescentel
Otlenere questo sarebbe impossibile perché risulterebbe in aperto contrasto col fatto che fra
due numeri razionali si può sempre inserire un'infinità di alt numeri razionali. Siamo usciti,
tuttavia, a disporre i razionali in una successione ordinata che può essere messa in
corispondenza biunivoca con i natùrali, cioè con 1.2,3.... Per espdmere la prop età che
I'insieme dei razionali "contiene" tanti elementi quanti ne ha l'insieme dei naturali. si dice che è
equipotenie ai naturali, o anche che ha la potenza del numerabile-

Abbiamo fissato I'attenzione ni nzionali positivi. ma - è chiaro - si potrebbe. in
modo analogo, dare un ordine anche ai raziofiali neganri. Poi, dei due insiemi numerabili. si

12345
I 1 rl i (l
11 2' 3,' 4 51 .,.2 .7 .11 Z
: 1t ra 1 :L3 3 r3 3 3

L/ ? 1 4 I
4 <4 4 4 4
tl 2 3 4 5
))l))

L2112343i r 1 1 r 7 1 1'
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può formane uno solo prendendo, per esempio, prima i negativi, poi 10 zero, e poi i positivi'
Questo esempio fa capiie il senso della prop età generale: un insieme formato da un numero
finito di insiemi numerabili è, ancora, un insi€me numerabile.

4, Dall'insieme dei razionali all'insieme dei reali.
La scrittura decimale

A concepire Ia ftazione come numero è di grande aiuto la scrittura in forma decimale

Cominciamo da un esempio numerico. Per scrivere il numero ] sotto forma decimale eseguia_

mo la divisione 2:7; si ha

Si ottiene un numero pe odico, e questo accade sempre perché i resti della divisione devono
essere minori del divisòre (in questo caso 7), e quindi non appena si riPetono i resti vengono a

petersi anche le cifie del quozienter.

Da un nufiero razionale L si ha, dunque, un decimale periodico.
q

ViceveNa, è facile passarc dalla sc ttura decimale di un numero alla ftazione generatrice 
-Per

capire come si procède, rife amoci anche ora a un caso numerico; se si ha il numero Periodico

0,(2):0,2»22...
si potrà scrivere come

0,2+0,02+o,o02+ ...

ossia come

222
10 

r 
1oo 

+ 
looo 

r"'
Il numero periodico 0,(2) è dunque Ia somma di una Proglessione geometrica di ragio[e

4={ . e cioe minore di l. e avente come primo rermine fu
Ci si Duò ouindl valere della formula che dà la somma dei lermini di una progressione

geometrica quàndo'la ragione è minore di 1(cap. 3, Parte terza, paragrafo 2), e cioè

.S=-L:Fq'

1È ch1tro.he un Nmèro <leioale limilato, @6e Pe. esenpio 1.2, pùò essre consideralo 
'omc 

utr penodi@ di
p€riodo re.o"; si può scriv€re inlalti

1.2= 1,2000000. ..

20
60
40

50
10
30
2
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si ottiene

2
102

,_ 1 9
'10

Il numero periodico 0.(2) corrisponde qutndi al numero razionale 
,2.

In generale: ogni numero razionale pùò esscrc rappresentato come un numero decimale
ilimit to periodico, e, viceversa, ogni nuEero decimale periodico rappresenta un nùmero
razional€.

5. I numeri irrazionali come decimali illimitati. L'insieme dei
numeri reali

Dalla conclusione del paragrafo precedeote risulta che: s€ un numero decimale
illimitato non è periodico, ad esso non pùò corrispondere uD numero razionale.

Ora, non è difficile concepire un numero decimale senza periodo; per esempio. i

numeri

0,1234567891011 . . .

0.135791113...
0.24681012. . .

0.1471013....

di cui è facile cogliere la legge di costruzione, non sono certameflte periodici.

A un uthero decirnale illimitalo non pe odico si dìt il nofie di numero irrazionale.

È facile rendersi conto che questa creazione
di un nuovo tipo di numero non è solo frutto
di fantasia. ma è legala. anche. a problemi
matematici. Si dimòstra, per esempio. che 1D.
che esprime la lunghezza della diagonale di ùn
quadrato di lato 1 (fig. 4), non è un numero
razionale, e cioè non si può scrivere nella

lormu 4, con p e q numcri intcril scrivendo
q

\2 in forma decimale si ottiene il numero
decimale illimitato non periodico

1.4142136...

Sono di questa natura i numeri V2
(lunghezza del lato del cubo di volume 2), ^-
(lunghezza della circonferenza di diametro 1)
ed e (base dei logaritmi naturali).

Nume razionali c numeri irrazionali
formano l insieme dei numeri reali. I numeri
reali si scrivono dunque, ncl sistema decimale,
come decimali illimitati; contengono, come
caso particolare. i decimaìi periodici. cioè i
razionali, e questi contengono, come caso
particolare, gli interi. La situazione è illustrata
nello schema a fianco.

Fg 4



6. I numeri reali sulla retta
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Nell'interpretazione dei nume come punti di una retta, gli irrazionali vengono ad
occupare i vuoti invisibili fra razionale e razionale , cioè fra dei nume così "fitti" che sembrava
non dovessero lasciare nessuno spazio libero.

Alcune volte l'identificazione del posto che un irrazionale deve occupare sulla retta è
molto semplice: può bastare l'uso della riga e del compasso. Esempi di costruzione di segmenti
di lunghezza irrazionale sono descritti nelle figg. 5, 6,'7 , dove abbiamo disegnato una retta r
fissando un origine 0 e una unità di misura:

1) Si disegna il quadrato di lato 1; la diagonale di questo quadrato è lunga \2. Con il
compasso si riporta il segmento diagonale sulla retta. Il numeto V2 cade in un punto che
non corrisponde a nessun numero razionale.

2) Si disegna, con base lunga 1, un rettangolo di altezzà 2; la diagonale di questo
rellangolo_è lunga y'tl+2:=1§. Con il compasso si riporra questo segmento sulla retta r: il
numero {5 va ad occupare un _vuoto lasciaro dai razionali.

3) Si disegna. su una basc lunga 0,5, un rettangolo di allezza 3; la diagonale di
questo rettangolo è ìunga 16:T0p=!925. Con il compasso si riporta questo segmento sulla
retta /. riempiendo così, ancora una volta. un "vuoto".

E chiaro che, sulla retta, oltre aì punti che corrispondono a numeri sotto il segno di
radice quadrata, si troveranno numeri sotto il segno di radice cubica.,..; questi corrispondono
agli estremi di segmenti più difficili da costruire, per cui. cioè. non basta la riga c il compasso.
E si troveranno anche punti che corrispondono ai numeri ; ed e.

1v?

Fiq.5

Bastano i pochi escmpi che abbiamo dato per capire come la retta può dempirsi di
numeri irazionali (fig. 8).

Fig. 8

Le successive estensioni dggli insiemi numerici portano dunque a rappresentare sulla
retta i numeri via via introdotti. E proprio per dare agli insiemi numerici quclla continri à,
tipica della retta. che, con un atto ardito ma che rispondeva sia alla logica che all'intuizione, si
è stabilito come assioma la seguente proprietàl

Ogni punto della retta corÌisponde a ùn solo numero reale, e, viceversa, ogni numero
reale pùò essere rappresentato in un ùnico modo coo ùn punto della reita'

Questo assioma della continuità porta il nomc dci matematici Richard Dedekind e Georg
Cantor.
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7. I numeri reali costituiscono un insieme non numerabile

Abbiamo visto che irazionali, pur formando un insieme der.to. possono essere messi
in corrispondenza biunivoca con i numei naturali. e quindi i razionali costituiscono un insieme
numetabile. Si è detto che questa proprìetà, che lascia fuori dubbio perplessi, è dovuta al fatto
che i due insiemi. dei razionali e dei naturali. sono formati da infiniti elementi.

Viene allora spontaneo di pensare che anche l'insieme dei reali sia numerabile, che
cioè si possa mettere in corrispondenza biunivoca con i naturali. Vedremo che questo fatto non
si verifica;la natùra dei reali è diversa, è ancora più difficile a "stringere".

Per dimostrare che l'insieme dei reali non è numerabile, non c'è bisogno di considera-
re tutti i nùmeri reali, cioè tutti i punti di una retta, ma basta limitarsi ai reali compresi in un
certo intervallo, per esempio fra 0 e 1. Ecco perché: le figg- 9 e 10 fanno capire che si può
stabilire una corrispondenza biunivoca fta un segmento AB e un segmento CD, anche se sooo
di lunghezza diversa.

,4 _______:_ B

Si unisce C con A e D con B. Il punto d'intersezione di queste due rette - sia S -
suggerisce il modo di stabilire la corrispondenza: basta proiettare da S un segmento sull'altro; è
proprio come se CD fosse l'ombra di ,48.

E ora consideriamo la fig. 11: abbiamo disposto il segmento O-4=1 in posizione
perpendicolare alla retta r; ilpunto S, centro di proiezione, è stato preso "allo stesso livello" di
,4. Quando si proietta il segmento O.4 su / ci si accorge che ai punti del segmcnto corrisPondo_
no ipunti della semiretta di origine O; e, viceversa, ipunti della semiretta si possono vedere
"concentrati" nei punti di un segmento di lunghezza uguale ad 1.

Fig. I F,g 10

Fig. 11

Consideriamo allora i numeri dell'interuallo Gl e scriviamoli in forma decimale; si avrà:

0,ap2a3 ,..

o,bg2h... (l)
O,c$2ca...
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dove ara2..., bù2-.., crc2-.., rappresentano le cifre fra 0 e 9.

Immaginiamo di avere scritto nel quadro (1), che si estende all'infinito, tutti i numeri
rcali dell'inaervallo fru 0 e 1, nessuno esclwo.

Vogliamo far vedere che questo insieme non è numerabile, cioè che non si può
stabilire una cofiispondenza biunivoca fra questo insieme e quello dei naturali. Si mgiona per
assurdo: se quell'insieme fosse ,umerabile, i numeri (1) si potrebbero ordinare cosi

7é0,ap2a3...
2eo.bbtbz... (2)

3+>0,crc:c:...

facendo cioè corrispondere ad ogni numero della (1) un numero naturale. Ora, nessuno civiela
di inventare il numero decimale

o,abc ... (3)

al modo seguente: si scrive al 1" posto dopo la virgola una qualunque cifra a, ma diversa da al;
al2" posto dopo Ia virgola una cif.a A qualunque, ma diversa da A2; al 3'posto dopo la virgola
una cifra c diverca da ca, e così vìa. Questo numero da noi inventato è certamente un decimale
compreso fta 0 e 1, ma non lo ritroviamo nell'elenco (1): non può essere infatti il primo
numero, dato che la prima cifra non è al; non può essere nemmeno il secondo numero, dato
che la seconda cifra non è 43, ...

Siamo dunque arrivati a un assurdo e questo prop o perché avevamo supposto di
avere contato in quell'elenco rurl i numeri reali dell'intervallo fta 0 e l. nessuno escluso.
L'assurdo è dovuto al fatto che avevamo ammesso I'esistenza di una corrispondenza biunivoca
con i naturali. E invece..- ci siamo ritrovati fra le mani un numero che... sfugge a quella
corrispondenza!

Si conclude che I'insieme dei reali non è numerabile. Ha dunque un'altra natura dei
naturali e quindi anche dei razioflali.

L insieme dei numcri reali è più potente: si dice che l'insieme dei reali ha la poterza
del continuo. volendo così sottolineare il senso della continuità che dà la retta su cui essi
trovano la loro immagine.

8. Numeri algebrici e numeri trascendenti

Abbiamo scoperto nel paragrafo precedente che mentre l'insieme dei razionali è

numerabile, I'insieme dei reali non Io è. Riflertiamo: questa "proprietà negativa" è evidente-
mente dovuta all'infiltrazione degli irazionali; di rurri? Anche dell'innocuo V2? vedremo in
questo paragrafo che c'è un altro carattere che distingue in due parti I'insieme dei reali.

I reaÌi si dividono in nume algebrici e in nume trascendenti. Si dice algebrico un
numero che è soluzione di un'equazione algebrica del lipo:

otxn+a{"-t+...+a,t-0 (1)

dove i coeflicienti at, a2, ,.. an sono dei nomeri interi.
Ecco qualche esempio:

- le soluzioni di un'equazione aìgeblica possono essere dei numei inten, come nel caso delle
equazronr

x-4=0 da cui x:4
x*7=0 da cui x= 1i

- possono essere dei numeri rzuionali, come nel caso delle equazioni
5Xr+5=tl rla cur
ò

5;-3=0 da cui *:1.
5
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Fig. 14

Questi Iatti sembrano dawero sconcenanti. Ma si rimane ancora più sbalorditi
quando si scopre che i punti di un quadtato sono tahti quanti i pu ti del suo lato!

Ecco come si prova: si considera un quadrato, per esempio di lato 1, e si insetisce in
un quadrante di un piano cartesiano (fig. 15). Ogni punto P del quadrato ha due cooidinate,.r
e y, date da

x=0,ap2a3a4...
y=O,b1b2fuba...

A questa coppia di numeri reali compresa fra 0 e I facciamo corrispondere il numero reale

z=O,a1bp2b2a3b3,,.

ottenuto alternando le cifre decimali di,r con quelle diy. È chiaro che questo numero appartiene
al lato del qùadÉto,

Viceversa, a ùn numero dell'inte allo fra 0 e 1 dell'asse delle r. come

O,cp2caca.,.,

si può far corrispondere una coppia ordilata di numeri,t e ], scrivendo come cifte decimali di ]
le cifre c di posto dispari, e come cifre di ) quelle c di posto pari; il numelo dato si spezza
dunque così

_r=0,c1ajc5...

Y=0,c2cac6...

Si ottiene allora, irn punto del quadrato.

Fic. 15
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di tali equazioni. e cioè i numeri algebrici e i naturali. Si può quindi concluderc che l'insieme
dei nùmcri algebrici è numerabile.

Ma allora. dato che ireali costituiscono un insieme non numerabile, c dato che gli
algebrici formano invece un insieme numerabile. l'altro insieme che. con inumerabili. forma i
reali. non può essere numerabile: abbiamo infatti ossewato, a proposito dei razionali (paragra-
fo 6). che "la somma" di duc insiemi numerabili è sempre un insieme numerabile.

Si concfude che /'ir6rane dei non alqeb ci, e cioè di quei nunefi che abbiimo chiamato
trascendenti, è non numerabilei è questo insieme a determinare la 'qualità" dci reali, cioè la
non numerabilità dei reali. Sono. per così dire. itrascendenti a costituire il "tessuto base" dei
reali, un tessuto dove si inseriscono. qua e là come caso particolare, i numeri algebrici,

I numeri trasccndentì sono dunque "molto piìr numerosi" degli algebrici. Eppure di
questi numeri trascendenti noi conosciamo solo due "esemplari": ; ecl e. E gli altri? Come
possiamo trovarli?

Esistono dellc formule che pcrmettono di costruire questi nume l sono formule
trovate solo nei primi decenni del Novecento, e qucsto fa capirc comc una tale ricerca sia
dilficile. Per esempio, è stato dimostraro che sono trascendcnti tutti i numeri del tipo

dove a è un numero algeb co diverso da zero e da 1e à è un algebrico i azionale.
Sono qurndi trascendenri i numcri

/ 1.\^2\: 3\. l:l (Vb)v,...\//
Sono anche trascendcnti dei numeri della forma

0-100100010000...

di cui è facrle capire la legge di cosrru,,ione
Eppurc... qucsto grande numero di trascendenti riesce difficile vedcrlo, folse proprio

perché non si possono ordinare. c sfuggono quindi a una classificazione- Come "dominarli"?

9. Ancora dei paradossi: un quadrato ha tanti punti quanti ne ha
il suo lato!

Abbiamo scoperlo che la proprietà evidente "il tutto ha piir elementi di una qualunque
sua parte» viene a cadere quando dagli insiemi finiti si passa a considerare gli insiemi infiniti.
Risulta per esempio che inumeri naturali sono tanti quanti i numeri pari, e qucsto perché. fra i
due insiemi. si può stabilire una corrispondenza biunivoca. come illustriamo ancora una volta:

Si è detto che due insiemi sono cquipotcnti se fra gli elementi di questi si può stabilire una
corrispondenza biunivoca. Sono equipotenti i razionali e gli algebrici perché - come abbiamo
visto - sono entrambi numerabili, cioè si possono mettere in corispondenza biunivoca con i
na[uralì. Mentre i reali, non potendosi mettere in corispondenza con i naturali, hanno una
potenza maggiore, la potenza del continuo. Hanno la stessa potenza dei reali, cioè la potenza
del continuo, due segmenti di lùnghezza dive$a. o uD segmento e una retta. perché si possono
mettere in corrispondenza biunivoca (fig. 14); si dice anche che hanno "lo slesso numero di
punti", ùn'affermazione che appare ancor più sibillina.

| 2 3 4 5 ...
L L I J J ..,
246810...
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Qucsta cordspoden?a biunivocs fra figule che hantro dlnensioni diverse comc un
segmcno c uo quadraò fa veraDetrle impressione, perché I'intuiziole ci porterebb€ a credere
ché uD etrte a 2 dimeosiotri, coEe il qusdrato, doEebbe esserc più grande, cioè cotrte[ere più
punti di un etrte É 1 dimfisione colle il segnretrto. Ip §te§so Cantor, davslti a qr$ta sua
scoperta, riEase stnbiliato: «[o vedo ma non lo credo!", scriveva al suo sEico Dedetind rcl
LBn.

Ma riflettiamo: la diEosbaziorc ora data noD affeÌoa che le due figure hsDno la
8tessa dimensione; dice solo che i du€ enti geometlici possono essele posti iD cordspondeEa
biunivoca, sono cioè equipote[ti.

Allo stesso modo, poi, coÀ c1ri si è dimostato chc un s€petrto può esere messo io
corispotrdenza biurivocÀ cotr um retta, §i può far vedere chc un quadrato ha la stessa poteoza
del piano; le figg. 16 e 17 suggeriscouo questa corrispondenza.

Flg. 16 Flg. 17
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1. Errori e dubbi nella dimostrazione di alcune proprietà

Abbiamo detto che il numerc - è irrazionale trascendente. La dimostrazione della sua
irrazionalta fu data dal matematico tedesco Lambert nel 1761, e quella della sua trascendenza
fu data nel 1882 da Lindemann, un altro matematico tedesco. Bisogna dunque arrivare a un
secolo fa perché sia finalmente chiarita la natura di un numero noto fin dal 2000 a.C., un
numero che aveva attirato. prop o perché tanto "riposto", i più grandi matematici di tutti i
tempi. Perché r è un lumero che sembra di poter "stringere", ma invece sfugge e, spesso,
trascina in erore.

Ecco, è proprio questo che vogliamo far vedere: come sia facile cadere in una
dimostrazione che porta a un risultato sbagliato. Partiamo dall'espressione seguente:

che fu scoperta dal grande matematico e filosofo G.W. Leibniz nel 1674. Non è facile arrivare
alla scoperta di questa formula, ma il risultato è veramente semplice, e si ricorda bene: ; si
ottiene moltiplicando 4 per una somma (quella in parentesi) chè è certamenre minore di 1,

perché da I si loglie + e poi si aggiunge solo l. che è minore di j; si roglie poi ] e si

assiunpe solo +. ---
9

È proprio valendosi di questa formula che sembra facile arrivare a dimostrare che r è
un numero razionale. E chiaro che ci si deve basare su propdetà della somma di numeri
razionali; e precisamente su queste:

1) la somma di due razionali è un razionale; si ha infatti
a c ad+cb
i*A= bd;

2) la somma di un numero qualunque x di razionali è razionaÌe. Questo è evidente pefché,
valendosi della proprietà associativa, alla somma dei primi due razionali, che è, per la proprietà
1), un numero razionale, si aggiunge un altro razionale, ottenendo quindi un razìonale. Così
procedendo, ci si riporta sempre alla proprietà 1) e cioè alla somma di due razionali.

Applicando ora questo ragionamento alla formuÌa di Leibniz. in cui ; è espresso,
come si è detto, come somma di razionali. dovrebbe risultare che z è razionale. Ma. allora.
dov'è I'errore nel nostro iagionamento?

L'errorc sta lell'avere esleso all'infinito una proprietà dimostrata solo per un numero
finito di opetuzioni: noi ci siamo infatti basati sulla proprietà ct,e la somma di n numeri
razionali è un numero razionale. senza tenere conto che la formula di Leibniz contiene infiniti
addendi, e infinito non è un numero. In breve, non è detto che la somma di infiniti addendi
razionali sia un numero razionale.
Vediamo un esempio più semplice: consideriamo la somma di infiniti addekdi razionali

0,1 +0,02+0,003+0,0004+... ;

il risultato è

0,1234 ...

che è un numero iiaziofiale.

È anche interessante un esempio che prova "il contrano": consideriamo la somma dei
seguenti ltte numefi irrazionali

0,121121 1 t2 ...,0,323121332 ...;

sì ottiele
0,44444...

cioè il numero periodico 0,(4), e, dunque, w numero razionale.
Si capisce quindi che bisogna fare grande attenzione se, in qualche modo, interviene

l'infinito; si può essere facilBente condotti a un errore!

,.=.(,-+.+-+.+- 
)'
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Abbiamo finito gli esami? Possiamo essere sicu che.4 è I'insieme dei numeri reali?
Certamente no, perché anche l'insieme dei numeri razionali soddisfa tutti i requisiti sopra
elencati; l'addizione, la moltiplicazione. l'ordinamento. Per far sì che .4 rappresenti dawelo
I'insieme dei reali dobbiamo iivenlare rn'altra prova. una prova che soddisfano i reali ma non i
razionali. Basterà tradure in tcrmini precisi l'idea che "i reali riempiono i buchi lasciati dai
razionali". Riferiamoci a un caso numerico: scegliamo un numero irraiionale. per esempio 1D.
e ossewiamo come s'inserisce nel "buco" lasciato dai razionali. Si ha:

\r5=1.4142...
Possiamo ottenere subito due successioni di numeri razionaliche approssimano f per difetto e

per eccesso:

per difetto per eccesso

I
1,4
t,4l
1,4\4
1,4142

2

1.5
t.42
1,415

1,4143

Queste due successioni di razionali si awicinano semprc iiù a 12 ma non lo raggiungono mai;
accade dunque che 1D è l'elenento sepatatorc che "colma il buco" fra le due successioni. La
rappresentazione sulla retta (fig. 1) illustra la situazione.

Fig. 1

È qui. nelì'elcmento separatore, la differenza che si cercava per distingucre i reali dai
razìonali: i razionali - e riferiamoci all'esempio di prima - non contengono sempre l'elemento
separatorei 12 non appartiene infatti ai razionali. Perciò. per vedere §e ,4 è veramente
l'insieme dei reali e non quelÌo dei razionali, dovrcmo ve ficare che valga la scguente
condizione:

4) scehi dùe souoinsiemi B e C tli A, tali che ogni elemenlo di B sia mittore o uSuale all ogtli
elefie lo ali C, deve esistere in A un elefienlo separatore x, cioè un nurnero che gode di
questa proprietò: è naggiore o uguale di ogni elemento b di B ed è, «llo stesso rcmpo minore
o uguale di ogni elenento c ali Cl

b=x=c.

E ora ci si rendc conto che non è necessario vedere se. per gli elementi dell'insieme A.
si può parlare di potenze. di radici. di logaritmi, ...: è chiaro che tuttc queste operaziooi sono
poìsibiii perché. per effettuarle. ci si basa sempre su operazioni già definite: per esemPio.
l'elevamento a potenza si basa sulla moltiplicazione.

Si decicle allora che i 4 rcquisiti elencati, relativi all'o.ltlizio e, alla moltiplicazione,
all'ordinamento e all'elemenlo separalorc, sono sulficienli pel i di|iduare i nufieri rcali; si
decide cioè che: se n insierne soddisla quei 4 requisiti, allota è I'insieme dei reali.

È ouesto un _nuovo modo di definire": non si dice che cosa sono inume reali. ma si

descrivono a'ttraverso le loro proprietà. Queste 4 proprietà vengono chiamate a§§iomi, parola di
origine greca che significa "còse degne di essere cledute"; quanto abbiamo descritto in questo
paragrafo è dunque la delinizione assiomatica dei numeri reali.



I numeri reali: è importante avere delle idee chiale su questi nume che costituiscono

"il tessuto" su cui poggia gran parte dell'edificio matematico. I ieali hanno però ùna natura
sfuggente: sono infinjri-mihanno una Potenza maggiore dei numeri naturali; sono quasi tu-tti
traiéndenti, ma quelli che incontriamo-piir di lrequente non lo sono: riempiono degli spazi lra
i ralionali. che sembravano cosl filli da non lasciare dei buchi \ulla relta.

Davanti a una situazione così complessa si sente il bisogno di fare ordine, di
ricominciare tutto da capo; cercheremo allora di andare "alla radice" in modo da poter dire,
esatlamente, che cosa sono questi numeri leali.

Per ar vare a una definizione abbiamo due possibilità: una, è quella di cercare di
costruiÌe i numeri rcali a partire da altri insiemi numerici già noti, per esempio quello dei
razionali; ma questo modo di procedere lascia sempre un fondo di inceftezza, forse perché si

parte da un tipo di lumero per arrivare a un altro tipo.
Un'altra possibìlità è questa: aggirare il problema, limitandosi ad elencare le prop età

che un'insieme deve avere perché vi si riconosca I'insieme R dei reali; in questo modo, ron §i
alice che cosa è un numero reale, fia si dice quali sono le sue prcprietà caralteristiche.

Noi seguiremo questa seconda strada. Abbiamo dunque un certo insieme,4 di numeri,
e vogliamo indicare dei criteri per verificare se '4 è proprio l'insieme À dei leali. Dovremo,
primà dì tutto, Iar vedere che gli elementi di A si possono aùlizionare e mohiplicare e che
queste due operazioni, godono di certe proprietà'- 

CoÀinciamo dàll'addizione. È chiaro che, per procedere in modo sistematico, dobbia-
mo elencare tutte le prop età dell'addizione, e fissare così i primi requisiti cui deve soddisfare
ì'insieme,4.

1) Fra gli eletuenti o,b,c di A (leve esistele un'operazione, detta addizione (in.licata con il segno

+1. rhe gode d?ll? tcgu?nti proprietal

2. Gli assiomi dei numeri reali
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esistenzd dello zerd a+o=a
esi.ste za dell'opposto: a+(-r)=o

Procediamo in modo analogo per la moltiplicazione:

2) lra gli elementi a,b,c di A .leve esistere un'altra operazione, detta anoll-iplicszione (i dicata' 'con-il 
semplice accoslamento dei simboli o con un Punto), che Sode delle seguenti prcprieta:

a(bc)=(ab)c
a(b + c)- ab + ac

o.1:1. ammesso che sia a+0.

distribut a:

esistenza dell'unifà:

esistenza dell'inverso:

se ,4 suDera ouesli due esdmi Dossiamo operare sui \uoi elemenli con le regole dell algebra:
pos.iamo infarii eseguire. ollre àll oddirioné e alla moltiplicazione. la sottrazione (per il fatto
ahe esiste I'opposto) e la divisione (per il fatto che esiste l'invemo). ,

tua questo non basta, perche cì sono ancora delle proprietà fondamentali: i numeri
reali si oosson; ordinare. cioe. dati due numeri, si può sempre stabilire quale è il maggiore Si

possono quindi scrivere delle disuguaglianze, e modificarle con le regole dell'algebra Dobbia-
ino dunqrie verificare che anche gli eiementi di,4 si possono ordinare, e cioè:

3\ fta gti elementi a,b,c di A debbono valere le seguenti proprietà di ordinamento:

a+(b+c)=(a+b)+c

a=a
se a<b e b=c , alloft a<c
se d5b e b<a, allora a=b
se a<6. allora a+c<A+c
se asà e se c>0. allora acsàc

riflessiva:
trunsitiva:
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Ora, in base ai primi tre assiomi, possiamo moltiplicare fra loro queste dùe disugualianze, e

usare le regole dell'algebra; si ottiene:

E questo è un risultato assurdo perché nessun numero puo essere maggiore di se stesso. Si

conclude che uno dei due numeri, z o I. e proprio il numero ) che cerchiamo.

I due esempi appena visti permettono di capire come si procede con il metodo
assiomatico: nulla, oltre agli assiomi, è dato per evidente o per scontato. In questo modo si
vuole costruire una matematica certa in cui,l'erore non può esistere.

3) Portiamo ora un esempio che è molto più espressivo dei precedenti; ci dà un'idea di come
dimostrare che nell'irsieme R sono contenuti dei numeri irrazionali. Dimostriamo in particolare
che:

esiste in R un numero x tale che x2=2.

Diciamo subito che la dimostrazione di questa proprietà poggia soprattuto sul 4'assioma, cioè
sull'esistenza di un elemento separatore.

Dividiamo gli elementi di R in due sottoinsiemi A e B cosi definiti:

A={tutti inumeri positivi a tali che a2<2}
B={tutti inumeri positivi A ta[ che b2:.-2].

Dalle disuguaglianze che definiscono questi dùe insiemi, e cioè

a2<2 e b2>2.

si ha, per la proprietà transitiva dell'ordinamento:

a2=b2.

e quindi, per il teoremd l)l
asb,

e cioè tutti gli elementi di R sono divisi in due sottoinsiemi tali che gli clementi dell'uno sono
minori o uguali agli elementi dell'altro. Ci troviamo dunque nel caso previsto dal4" assioma, e
perciò, fra gli elementi degli insiemi,4 e B, esiste un elemento separatore l.

Vogliamo ora dimostrare che x2=2. Procediamo pe, assurdo: faremo vedere che non
può essere

né x2<2 né f>2.
Se fosse

x2<2.

applicando il 3" assioma si avrebbe

t.3
Allotu, pet il teorcma 2), esisterebbe un numero ) tale che

,,,.2y>l e

Ne seguircbbe

e quindi il numero.ry dovrebbe appartenere all'insieme A. D'altra parte, questo §tesso numeto
,y dovrebbe appartenere all'insieme B perché è ceftamente maggiore di r, dato che ) è

maggiore di 1.. 
Ma allora il numero ry apparterebbe contemporaneame te ad A e a B e, questo è

assurdo. Si conclude che non può essere

x2<2.



3. Lo sviluppo di una teoria assiomatica. Esempi

x>y.

o zl=a oppure

La definizione assiomatica dei numeri reali. data nel paragrafo precedente, lascia
aperte molte questioni. Chi ci dice che quei quattro assiomi bastino veramente ad individuare i
reali? E non esisteranno forse altri insiemi numerici che soddisfano gli stessi quattro assiomi?
Per rispondere a queste domande, occorre vagliare accuratamente gli assiomi; si tratta di un
lavoro lungo e delicato, tipico del "matematico di professione".

In questo paragrafo vedremo tre esempi di come si procede per dimostrare alcune propdetà dei
reali, a partire dagli assiomi.

1) Vogliamo dimostrare il seguente teorema:

se a e y sono due nufieri reali posilivi, e se x2<y2, allora risulta onche xsy.
Subito un esempio numerico: dato che risulta 3:<42, allora si ha anchc 3<4.

Prima di dimostrare. in generale, ilteorema enunciato. occorre ve ficale se l'enuncia-
to ha senso. Il simbolo di elevamento al quadrato ha senso perché è una abbreviazione della
moltiplicazione di un numero per se stesso, e della moltiplicazione si parla nel ?'assioma; il
simbolo s è stato introdotto nel3" assioma; numero positivo significa numero che non è s0, e
quindi la sua definizione è ricondotta al 3" assioma.

Passiamo allora alla dimostrazione che svolgeremo per 4.riurdo, Si parte dunque dall'
ipotesi: x21J2

e si suppone che suhi

(1)

Dall'assioma sull'ordinamento sappiamo che una disuguaglianza rimane valida se idue memb
vengono moltiplicati per un numero reale positivo; alìora, moltiplichiamo la (l) una volta per ,r
e una per /; si ha:

x1>xy e )cy>r2.

Per la proprictà transitiva dell'ordinamento, ne segue:

e questo risultato contraddice l'ipotesii ciò significa che, assieme all'ipotesi x2<y2, non può
risultare r>). Vuol dire dunque che deve essere xsr, come si voleva dimostrare.

2) Vogliamo ora dimostrare il teorema:

se t>1, allota esisle un numero y>l lale che !2<r.
Un esempio oumerico: se -r=10. esiste )=3 tale che 9<10. Per dimostrare questo teorema.
scegliamo ùn numero z compreso fta I e.r, cioè:

7<2<x\
notiamo subito che. per il 4'assioma, esiste ce amente un numero che soddisfa a questa
condizione.

Assieme al numero z consideriamo il numero I: questo numeto è maggiore di I
perche z e minore di r.

Dimostriamo ora che il numero y che cerchiamo è prop o uno di questi due numeri;
dimostriamo cioè che risulta

5s,
Ragioniamo anche questa lolta per assutdoi se nessuno di questi due numeri fosse quello
cercato. dowebbe essere

22>x
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Ora, quest'ugùaglianza è falsa perché, per l'assioma introdotto, il 1" membro risulta uguale a 1,
dato che

1ro.or=1 0=r.(,' l,

mentre il 2" membro risulta uguale a zero, perché

Si arriva dunque a una contraddizione! Si conclude che il nuovo assioma e la proprietà
associativa rlor possono coesistere, cioè non possono essere entrambi validi.

Questo esempio mette in luce che, nel fissare gli assiomi, si deve fare molta attenzio-
ne: gli assiomi devono essere coerenti, cioè non devono poter condurre ad una contraddizione.

Ma c'è un altro problema legato alla scelta degli assiomi. Per coglierne il senso
portiamo un esempio "slorico", proposto dal matematico greco Diofanto. uno scienziato del III
secolo dopo Cristo, che può considerarsi come il primo algebrisra. II problema è questo:
scoprire per quali valori dei coefficienti un'equazione ha soluzioni irltere. La più nota equazione
diofantea è

(f o) o=, o=0.

xn+yù:2,.
si chiede per quali valori di r questa equazione ha soluzioni intere.

Per n=2 si ha l'equazione pitagorica

e questa ha infinite terfle di nume interi che la soddisfano; per esempio le terne 3,4,5; 6,8,10;
... 5,12,13, 10,24.26: ...

Pet n>2, il problema fu ripreso nel 1600 da Pierre Fermat, e va noto come "l'ultimo
teorema di Fermat": Ia soluzione dell'equazione (1) è annotata, in forma sibillina, sul bordo
della pagina di un libro. Dice Fermat che, esclusi dei casi particolari, il problema non si può
risolvere, cioè non si riesce a scoprire per quali valori di n l'equazione (1) dia soluzioni intere;
aggiunge che la soluzione che aveva trovato era troppo lunga e non entrava neÌ margine del
libro!

La cosa impressionanle è che nessuno era mai riuscito. fino al 1970, a dimostrare se
l'asserzione di Fermat fosse vera o falsa, nonostante i tentativi fatti da grandi matematici in
questi tre secoli. Parleremo di recenti risultati sulle equazioni diofantee alla fine del paragrafo 6.

Ma il problema solleva una questione ben più generaler è sempre possibile decidere se
un teorema è vero o falso? Perché è chìaro che. volendo costruire una matematica in modo
assolutamente certo, non possiamo accettare l'idea che esistano domande senza risposta: una
teoria assiomatica deve essere tale che gli assiomi premessi permettano di decidere in ogni caso
se una proposizione è vera o falsa.

Abbiamo così individuaio due requisiti essenziali per ogni tcoria assiomatica: la
coerènze e la decidibilità.

5. Un'idea su un teorema di Gòdel

Fra tutte le teorie assiomatiche che costituiscono le basi della matematica. quella più
imponante è l'arilmclica dei numeri oalurali. È infatti da questa che. per successive cstensioni.
vengono introdotti i numeri inte relativi. i razionali, i reali. i complessi, e l'algebra, la
geometria analitica. e via via tutte le matemaliche superiori. Con la frase. diventata famosa.

"Dio creò inumeri naturali; tutÌo il resto è opera dell'uomo", il matematico Leopold
Kronecker (1823-1891) indicava la base sicura per Ia costruzione dell'edificio matematico.

Dobbiamo dunque verificare che la teoria assiomatica dell aritmetica è ben fondata,
ossia, che è coerente e decidibilei se riusciamo a dimostrare che ha questi due requisiti - diceva
David Hilbert nel 1900 - avremo fatto della matematica un edificio logico che neanche
l'eternità porà demolire.

(1)



Con un ragionamento del tutto analogo si dimostra che non può essere

x2>2.

Resta pertanto I'unica possibilità

)t2=2.
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Abbiamo cosÌ dimostrato che l'insieme R che soddisfa i 4 assiomi del paragrafo precedente
contiene il Dumero \D.

Le dimostrazioni che abbiamo riportato in questo paragrafo risultano senz'altro
alquanto noiose, forse anche perché i risultatisono troppo semplici, troppo evidenti. Ma queste
dimostrazioni vanno seguite con lo spirito c tico di chi non vuole Iasciare nessuno spazio
all'intuizione: tutto deve essere dimostrato con rigore. La matemarica sarà allora un terreno
sicuro.

4. lfondamenti del metodo assiomatico: la coerenza degli
assiomi e la loro decidibilità

Abbiamo visto in cosa consiste il metodo assiomatico:

- si formulano alcune proposizioni (dette assiomi, o anche postùlati) che vengono assunte
come vere;

- si dimostrano le altre proposizioni (teoremi) applicando con rigore le leggi della logica,

Viene subito da chiedersi: non si potrebbero dimostrare anche gli assiomi? La risposta è che
non si può dlmostrare "tutto"; occorrono delle proposizioni su cui basarsi e che si ammettono
come vere. E proprio come nella costruzione di un dizionario: il significato di ogni parola è
chiarito per mezzo di altre più semplici; ma non si riesce a spiegare il significato di tutte le
parole, nessuna esclusa, per mezzo di altre. Si cadrebbe in un circolo vizioso! Ci si basa allora
su alcune parole-chiave, che vengono assunte come note.

Bisogna tenere ben presente che gli assiomi ammessi possono essere cambiati, se ne
potrà sostituire uno con un altro: si svilupperaDno in tal modo geometrie diverse e algebre
diverser. Nella matematica, non c'è dunque un Dio che decide gli assiomi "giusti", quelli che
tutti debbono accettare; è l'uomo che sceglie di volta in volta gli assiomi che preferisce, che
ritiene più interessanti e più utili. Da questo punto di vista la matematica è umana quanto Ia
storia o l? poesia, e l'uomo ne è padrone perché è lui che la costruisce.

E chiaro che nello scegliere gli assiomi, si possono commettere degli errori. Rendia-
mocene conto su un esempio, sempre preso dallo studio dei numeri reali.

Immaginiarno di aggiungere un altro assioma relativo alla moltiplicazione dei numeri
reali, di cui abbiamo parlato nel paragrafo 2; questo: esr'sle un elemento inverso dello zero.

Ammettiamo cioè che eslsta un numero I tale che
t,

à o=,

Diciamo subito che,., sarebbe molto comodo perché, così, si potrebbe dividere per zero!
Vediamo che cosa accadrebbe se fosse valida la (l). Ricordiamo che, per la moltiplica-

zione. vale la propnetà associativa. cioè

a(b.c)=(ab).c;
nel nostro caso deve essete

(1)

à«, ,t=(à .) ..

, Nel Vol. ?. Cap. .r, si parh appùnlo di _Geooelria non eùclidea" e di _Aleehr. di Boole .
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Gòdel riesce a dimostrare che Ie espressioni aritmetiche hanno la potenza del numerabile, che,
cioè, si possono mettere in corrispondenza biunivoca con i numeri naturali.

Procede così: sc ve un elenco formato dai vari sithboli afitmetici (e cioè i segoi delle
operazioni e le dieci cifre O. l, 2, ...9), e a ciascuno di questi simboli associa un ,t,r?e/o,
fissando dunque una cor spondenza a piacere; per esempio cosl:

simbolo iumero

Noi, nell'elenco, abbiamo sc tto 18 simboli, mettendo anche tre lettere dell'alfabero. È chiaro
che possiamo aggiungere ancora delle altre lettere; si ar verebbe così a circa 40 simboli. Ma,
anche con qualche simbolo in più, non si porrebbe arivare molto lontano; quello che è
veramente impo ante è che-questi simboli, pur essendo in numero finito, permettono di scivere
tnlt nt le espress@n t a n lmel tche.

Vediamo ora con ùn esempio come qùeste espressioni a tmetiche si possono associare
ai numeri. Sc viamo una semplice espressione aritmetica; questa:

1= l.
Scorriamo il nostro elenco, e ad ogni simbolo (1, =, 1) sostiluiamo il "suo" numero; la nostra
espressione si traduce così:

7 L ',l.

Facciamo ora un passo avanti. Introduciamo la sequenza dei numeri primi 2, 3, 5, 7, 11, 13, ...,
e assegnamo come esponenti ai primi tre numeri p mi, moltiplicatifra loro, i numeri 7, 1,7; si
ottiene il numero:

n=21 -3t.51 .

Eseguendo i calcoli si ha

27.3r.57=30 milioni.
Dunque, all'esplessione arilmetica

1=1
possiamo far corrispondere il numero 30 milioni,

Viceversa, se ci viene dato il numero 30 milioni, senza nessun'altra informazione.
saremmo in grado di "risalire" all'espressione l=1. Ecco come si procede: si scompone il
numero 30 milioni in fartori primi, e si ottiene, sc yendo i numeri pimi in ordine crescente

30 milioni=27 31' 57.
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Ora, questo problema - far vedere che I'aritmetica è coerente e decidibile - si velò
più difficile del previsto; si dovette attendere fino al 1931 per avere una risposta definitiva.

La risposta fu trovata da un ingegnere austriaco che. nel 19m. non era ancor natoi il
suo nome è Kurt Gòdel (1903-1978). Il suo modo di pensare è talmente originale che vale ìa
pefla di conoscerlo, sia pure in forma semplificata.

Per riuscire a cogliere le idee di Godel, poggiamo l'attenzione su un esempio. Avrete
limpressione che ci stiamo allontanando dalla matematica. ma ffoverete in questo escmpio
tutta Ia foÉa della logica e vedrete poi che, anche se non sembra, le proposizioni su cui si
ragìona si possono tradurre in termini matematici.
Consideriamo dunque la seguente frase:

"La proposizione P che sto leggehdo èIalsa». (1)

Ora. ragioniamo sulla (l): se P fosse vera, vorrebbe dire che è vero ciò che P afferma, e cioè
che P è falsa. Si ha dunqucr

dall'ipotesi «P è vera» discende "P è falsa".
cioè, usando il simbolo d'implicazione (+).

Pèvera+Pèfalsa.
Ora, questo risultato è assurdo! Supponiamo allora che la (l) sia falsa. cioè ammettiamo come
iporesi:

"È falso che P sia falsa",
ma questo significa che P è yera. cioèl

Pèfalsa+Pèvcra.
La conclusione è la seguentc: non si può clecidere se la proposizione P è veru o falsa; quella
ptoposi zione è .lunque indecidibile.

Si è detto allinizio che ci stavamo allontanando dalla matematica; è vero, perché la
proposizione P fa pane del linguaggio comune. Ma - e qucsta è I'idea geniale - Gòdel dimostra
che frasi del tipo di quelle ora considerate si possono esprimere in modo matcmatico, e piil
precisamente aritmetìco; ne parleremo nel prossimo paragrafo. E, dunque, l'aritmetica contiene
proposizioni indecidibili.

6, Dimostrazione del teorema di Gttdel

vogliamo ora precisare quanto si è dctto alla fine del paragrafo precedente. Condur-
remo il ragionamcnto in duc tempi, dimostrando che:

I ) le cspressioni aritmetiche formano un'infinità numerabile:
II) è possibile scrivere in forma aritmetica la proposizionc P del paragrafo preccdente.

l) Per prima cosa,.Gòdel si pone la domanda: quante sono le espressioni aritmetiche che si
possono scivere? E chiaro che sono infinite. Basta qualche esemPio Per rendersene conto;
sono espressioni aritmetichc queste:

2+3=5
8-2=6

3 8=24
l0:5=2
3x=2
xn +yh = 2".

e poi se ne possono scrivere quante se ne vogliono. di semplici e di complicate, collegando i
numeri con i segni delle varie operazioni.

Sono infinite, si, ma - come sappiamo - c'è una gerarchja fra gli infiniti: quale potenza
avranno le espressioni aritmctiche? quella deì numerabile? o quella del continuo?. .
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significa affermare che la proposizione n. 360 è falsa- Ma la proposizione n. 360 è Proprio
"360€1"; dunque abbiamo scritto, con simboli aritmetici: "la proposizione P che sto leggendo
è falsa".

Abbiamo dunque dimostrato che una proposizio e. che è quella P discussa al
paragrafo 5, si può esprimerc in temini matema,r:ci, valendosi solamente di numeri. Ma allora,
come ci sono delle proposizioni indecidibili (e l'abbiamo visto al paragrafo 5 a proposito della
proposizione P), cos\ ci saranno delle proposizioxi fidtefiiliche indecidibili.

Ouesto risultato è sconvolgente: una maiematica coerente può contenere delle proposi.
ziohi indecidibili !

E di questo risultato ne abbiamo una prova: nel 1970 il matematico russo Matijasevic
è riuscito a dimostrare che non vi è nessun mezzo per stabilire se esistano soluzioni intere delle
equazioni diofantine.

E allora? Che cosa pensare di tulta la matematica sludiata? È davvero costellata di
dubbi? Dobbiamo lasciarci andare al pessimismo e constatare che il nostro studio è stato
inutile?

Riflettiamo su tante questioni sviluppate in questo volumc: alcune volte gli argomenti
erano motivati dall'uso che si fa sempre più spesso di rappresentazioni grafiche, altre volte da
applicazioni in fisica o in tecnologia, altre ancora da problemi di biologia o da questioni
finanziarie, o dal desiderio di conoscere meglio lo spazio in cui viviamo, o...

Possiamo avere dei dubbi su tutto questo? possiamo dire che la matematica che
abbiamo scoperto e che abbiamo applìcato non è coerente'! o che non è decidibile'l

Ci si domanda quale sia la matematica "vera': è la matematica pura? O è quella che si
può applicare?

Riflettiamo sulla storia: i grandi matematici del passato - ci si chiede - sono stati
motivati unicamente da interessi fuori della realtà? La matematica che ci viene tramandata
come "pura", era veramente pura? Le coniche, per esempio, sono venutc in mente ai Greci
solo per soddisfare un intcresse ifltellettuale? Non saranno stati. invece. dei problemi di ottica,
verso cui erano particolarmente sensibili, a suscitare la prima motivazione allo studio delle
coniche?

E non è forse - facciamo un salto di secoli - la necessità di semplificare i calcoli che ha
portato nel Cinquecento alla scoperta di uno strumento così potente come il loga tmo? Una
scoperta che, chiarita su base teorica, ha condotto ad una scoperta ancora piir importante,
quella della legge esponenzialc; una funzione, questa. che ha poi indirizzato la sua luce sul
mondo della realtà. trovando nei campi piir disparati, dalla biologia alla fisica, dalla matematica
finanziaria alle scienze sociali, la sua immagine concreta.

E non è forse questo trovare Io stesso "motivo" in sitùaziooi tanto dive$e che ha
condotto successivameote ad un'analisi teorica della legge esponenziale. e. quindi, all'anàlisi di
altre leggi, obbligando i matematici a precisare in termini esatti il concetto di funzione?

Bastano pochi esempi per rendersi conto che è prop o questo continuo dmbalzare da
intuizioni motivata da problemi concreti a ripensamenti critici sulle scoperte fatte, a far
avanzare, ogni volta, Ia Àatematica. Non è dunque possibile scinderla in due reparti separati: la
matematica pura e quella applicata. Se allontaniamo dai nostri interessi la realtà, se, presi dal
gioco affascinante ma freddo della logica, ci dedichiamo unicamente a uho sludio assiomatico,
noi togliamo alla matematica la sua linfa vitale, per ragionare sui lostri ragionamenti. Per
ripiegarci su noi stessi, insensibili al mondo che ci circonda- No. non è questa la scienza che
vogliamo!



ora, valendosi dell'elenco, letto in senso opposto, questo numero si traduce proprio nell'espres-

sione:

Nume come, 27 31 57! che solvono in modo geniale il problema della corrìspondenza fta
esDressioni a.itmetiche e numeri naturali. si chiamano numari di Gòdel: le basi dei nume di
Gàdel 

"ono 
i numeri primi. scritti jn ordine crescente, e gli esponenti sono i nume che

corrispondono ai simboli delletpressione arirmetica che si considela.' Si conclude che od ogii espressione aritfietica si può ttssociare u numero natulale' e

viceversa: da ogni naturale si-può riavare un'espressione; fta questi due insiemi si può qqildl
stabilire una co'rrispondenza biunìvoca. Dunque, le espressioni adtmetiche lotfiano un'infinità
numerubile.

Ul Abbiamo sia osservato che e del tutto arbitra o il modo in cui ad ogni simbolo viene

as;ocjato un n_umero: quel "dizionarjo", insomma, può essere fissato a piacere Nell'elenco
segùente sono scrìtti alcuni simboli di un altro "dizionario" (tenere presente che il simbolo É,

chè si trova al 2. posto significa "appartiene"):

simbolo numero

dove, come esponenti, compaiono i numeri
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Scriviamo ora delle espressioni afitmetiche; alcune sono vere e alcunc sono false:

360<2 è falsa Perché 360 suPera 2

2x=0 è vera solo se -I:0
5e{3; 17; 159} è falsa perché 5 non appartiene all'insieme dei nìrmeri scritti

x+x-Lx è vera

È oroorio rndasando su7 valore di velità (o dr falsità) che saremo condotti a passare dalla

cori.idàrazione ài espressioni arilmetiche alla con\iderazione di proposìzioni-'- p", ciascuria delle espressioni aritmetiche che abbiamo scritto si può calcolare il
,orrispoÀ.rt nu 

"ro 
di Gòd;l; alc,Jr,i tr]u;fneri di Gòdel corrisponderanno a espressioni false,

"iui 
ì 

".oràaai.t, 
vere. Bene, poniaho it1 ufio stesso insieme tuxi i numefi di Gòdel che

iorrirponàono o 
""p,"ttioni false e indichiamo co A questo insieme Consideriamo ora questa

espressione aritmetica:

360eA.

ConilsolitoplocedimentocalcoliamoììsùonumerodiGòdel.valendocidelnostro..diziona-
rio". si ha:

Quindi il numero di GÒdel di "360e,4" è:

23.32.51=8.9.5=360.

Eoraflettiamo.Poichél'insieme,4contieneinumeridiG6deldelleproposizionifalse'
scrivere

A
e

360

2

0

360.4
lì321

360e4



380

sionifica affermare che la proposizione n. 360 è falsa. Ma Ia proposizione-n. 360 è proprio
:'3%'.; ;il;;;;i^,""'r..i,t", .", ,i.u"li aritmetici: 'la pioposizione P che sto leggendo

è falsa».
Abbiamo dunque dimostrato cbe una ptoposizione'. che e quella P discussa al

oaraprafo 5. sr pao esprimere in rcrmini marematici' tilcndo<i solamenle di numeri' Ma allora'

$;"';';,;r;;:il; ;[pàiiii."i ini".iaiuiti (e l abbiamo visto- al pa.rasraro s a proposrro della

nroDo\izione Pl. cosr ii saronno dellc propottzioni marcmatiche indeeidtbth'

"'"'""'' '6J"it 
6'ti*ir uio É i.on,org"ni", irna matemalica coerenle può contenere delle proposi-

zioni indecidibili !_'_"' --É_ài 
or"r,o rrsulralo ne abbiamo una prova: nel lq70 il malemalico russo \4atiia\evìc

a ,lrr"ito-u iìÀà.iiur" .t. non "i è nessun mezzo per stabilire 'e esislano \olu/ionr inlere delle

equazioni diofantine.

E allora? Che cosa pensare di tulta la matemalica studiata? E davvero costellata di

dubbi? D-obb-iamo iaiciarci Jnaare al Pessimismo e constatare che il nostro shrdio è stato

inutile?
Riflettiamo su tante questioni sviluppate in queslo volume: alcune^volte gli argomenti

"runornotiuuii 
auu'o.o che si ia sempre p,, iptsto ai rappresentazioni gratiche' altre volte da

ìiri,il"riil,ri ;i li,ica o in Lecnologià. ,ì,," nnto'u da problemr di biologia o da questioni

ti;;;;-iar", o dal desiderio cti conoicere meglio lo 'pa7io in cui viviamo o"
^'-'------- pà.iin.o avere dei dubbi su tutt; questo? possiamo dire che.la- matematica che

abbiamo ,coperLo e che abbiamo applicalo non c cocrentel o che non e decidihilc'
"""*"* èì;;;;il" qi"i.ìiu r" i,iut".utica "vem": è la matematica pura? o è quella che si

può applicarel
Riflelliamo sulla §torla: I grandi malematici del pas'alo - ci si chicde 'ono stali

-oti"uti "ìi"ì."nì" 
iu inteÌessi f;rì della recltàl La malemalica che ci.viene tramalrdata

.ni"::or*,,. 
"ru 

r"ramente pura? Le ionictre. pcr esempio. cono \enute in mcnle ai Creci

llii'r"iiààal.ìri"',i"-i*" rà,,!ì 
"ì.rÈi, 

r"r"l Non sdranno sr,1r. invece. dei problemi di orrica.

ili:."";i:;;;il;ài"ii!i"" i"iii,uiti, a sùscitare la prima motivazione allo studio delle

coniche?
E non è forse - facciamo un salto di secoli - la necessità di semplilicare i calcoli chc ha

noriato nel Cinouecento alla scoperta di uno sttumento così potelte còme il logaritmo? Una

i;;;;,";;- ;t;.il io-rut" iiot,"u, ha condotto ad una 
'coperta 

ancora piìr importante'

ài:il'à"ìL;"i";;; $"*-i"L,-r"" tr"ri"ne. que\ra che ha Poi indirizzaro lc sua luce sul

mondo della Iealta. ,,otunoo n.,.urnp,-pi, dispaiari' Jalla biololia alld li'rca dalla matematicx

finanziaria alle scienze.ocial;. la §ua immaPine concreta'
I non e tor\e ou."ro riLro'ui. iàite§§o -molivo in sirurlioni lsnlo diterse che ha

_naouo iui"""r"ì"à"."ì,Il-j rrt""àii"iì."ri.i delt, t.gge.,ponenziate. e. quindi. all anali§i di

àitlà ràgii. à'uilrg"";o i mur.mari.i a precisare in teIÀìni e'atti il conce(ro.di lunzionel

Bastano Pochr e\emp, p., t"nà"itiionto the è proplio.que§lo conlinuo rimbalzare da

rntuizioni molivate da problemr .ontiÀti u tip"ntull"nti critici sulle scoperte fdtte a lar

,rrìr"*. onni ,ortu, re maremarica. .1àn e dunque po"riuile scinderla in.due reparri separali: la

mxlematica-Dura e quetla applicala. Se allontaniamo dai nostrl lnteressl ll realra se Prc\t ud'

liiiii'l,iii"'"rÉli,t-,.'il.Jair'.'àiuiii"ei"", "i 
dedichiamo unicamente a uùo.studio assìomatico,

;;ì;";il;;ii; Àute.uticu tu ,uu"iiniu uitul"' p"t ragionare sui nostri rasionamenti' per

iil"g"%i';;i.;:ì, ,.ì!i,"uli J ,nànao 
"r'" 

à'"i"on-da No' non è qùesà Ia scienza che

vogliamo!


