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Un circuito con un interruttore

Molti apparecchi elettronici, fra cui i calcolato-
ri, sono fondati su un fenomeno semplice a
capirsi: in un circuito come quello di fig. 1,
con un interruttore ¢ ed una lampadina L, la
lampadina si accende solo se I'interruttore &
chiuso. Si ha dunque:

- luce in L, se a é chiuso;

- non luce in L, se a non é chiuso.

Per descrivere il comportamento di un circuito
si indica brevemente:
- luce con 1, e anche I’ interruttore chiuso con 1;

- non luce con 0, e anche I interruttore non
chiuso con 0.

L'invertitore e la negazione

La chiusura e I'apertura degli interruttori pud

avvenire automaticamente per mezzo di un

clettromagnete (fig. 2): I'elettromagnete P agi-

sce nel modo seguente (lig. 3):

- se in P circola corrente, viene attirata la
laminetta metallica a, cosi D’interruttore si
apre e la lampadina resta spenta:

- se in P non circola corrente, la laminetta a
riprende la posizione indicata in fig. 3, dove
Pinterruttore & chiuso e la lampadina & accesa.

Proprio su questo principio & basato /inverti-
tore rappresentato in fig. 4:

- se ¢ chiuso l'interruttore b, non & chiuso a;
- se non & chiuso 'interruttore b, & chiuso a.

Per questo I’interruttore b viene anche chiama-
to non a; si pud dire brevemente: «Linvertito-
re non a ¢ chiuso (non a=1) quando 1’interrut-
tore a ¢ aperto (a=0) e viceversa».

Il comportamento dell’invertitore viene de-
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tto con una tabella come quella seguente,

fo; prende il nome di tabella della negazione.
a non a
1 0
0 | |

Gli interruttori in serie e la congiunzione «e»

In fig. 5 € rappresentato un circuito con due
inrel‘F““m'i —aeb—in serie. ‘
i ha luce nella la_mpadmu. cio¢ L=1, solo se
risulta @ chiuso, ciog a=1, e, contemporanea-
mente, P chiu§0, cioé h= 1\_: in tutti gli altri casi
|a lampadina & spenta, cioe si ha L=0.

Pili brevemente, si pud dire che: «In un circui-
to con due interruttori — @ € b — in serie la lam-
padina L & accesa (L =1) in un solo caso: quan-
do a e b sono entrambi chiusi (a=1 e b=1)».

Il comportamento del circuito si riassume nella
tabella seguente, chiamata tabella della con-
giunzione «e».

Figura 1
Un circuito elettrico con interruttore

a b aeb

1 q A
1 0 0

0 T T

0 0 0

L

Figura 4

Figura 2 Un invertitore

Un elettromagnete

1. 7
sempllcl circuiti logici
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Figura 5 . .
Due interruttori in serie

297




Gli interruttori in parallelo e la disgiunzione «o»

In fig. 6 & rappresentato un circuito con due

interruttori — ¢ e b — in parallelo.

La lampadina L ¢ accesa, ciog risulta L=1, nei

seguenti casi: N

- quando a & chiuso, ciog¢ a=1 (la corrente
passa solo sopra);

- quando b & chiuso, ciog b=1 (la corrente
passa solo sotto);

- quando a e b sono chiusi, cioe a=1 e b=1 (la
corrente passa sopra e sotto).

Pin in breve si dice: «In un circuito con due
interruttori a, b in parallelo, la lampadina si
accende quando & chiuso 1’interruttore a o
Pinterruttore b».

Il comportamento del circuito viene descritto
dalla tabella seguente, chiamata tabella della
disgiunzione «o».

Disgiunzione «o0» inclusiva ed esclusiva

E importante ricordare subito che, nella lingug
italiana, la disgiunzione «o» si usa con due
significati diversi:
L o esclusiva, per esempio nella frase «I3
borsa o la vita», in cui ¢ escluso il caso di
conservare la borsa e la vita;

IL. o inclusiva, per esempio nella frase «vorrej
parlare con tua madre o con tuo padre», i
cui é incluso il caso di parlare con entrambj.

La terminologia tecnica di origine inglese
distingue invece queste due disgiunzioni, tra-
ducendo:

- «o0 esclusiva» con exor (abbreviazione dj

«exclusive or»);

- «o inclusiva» con or.

| cireuiti logici

a b aob . N . .
Le considerazioni svolte in questo paragrafo
1 | I suggeriscono due osservazioni:
- un fatto tecnico, cioé 1’accendersi o il non
1 0 I accendersi di una lampadina, ha portato 3
0 | 1 considerazioni sul linguaggio;
- il funzionamento di alcuni circuiti & stato
0 0 0 collegato all’uso dei connettivi non, e, o,
chiamati anche connettivi logici.
Figura 6 | Figura7
Due interruttori in parallelo i Il circuito not
|
I
:
|
|
L ! a nota
! ? -
|
!
I a nota
! 0 1
L
! 1 0

pila
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pro rio per questo.i c_ircu'igi esa}minati prendo-
" anche il nome di circuiti logici, ed hanno un
0010 fondamentale nella struttura dei calcola-
ori. ‘ o L
- particolare, per i tre circuiti esaminati in que-
aragrafo, sono stati fissati df:_a termini tec-
SI_Q._P(“ origine inglese ed un apposito simbolo.
'l-n;élnnini tecnici sono i seguenti:
_ circuito rot per I'invertitore;
_ circuito aftd per il circuito con due interrut-
tori in serie, . .
_ circuito or per il circuito con due interruttori
in parallelo. -
[ corrispondenti simboli sono rappresentati
nelle figure 7, 8 € 9, dove si ritrovano anche le
tabelle che descrivono il funzionamento di
ogni circuito.

Descrivere il funzionamento di un inverti-
tore.

Descrivere il funzionamento di un circuito
con due interruttori in serie.

Descrivere il funzionamento di un circuito
con due interruttori in parallelo.

Presentare la tabella della congiunzione
«e» e della disgiunzione «o inclusiva».

@ ® © 6

Comprensione

® Spiegare la differenza fra «o inclusiva» e
«o esclusiva», portando degli esempi
diversi da quelli del testo.

® Riconoscere i due circuiti descritti dalle
seguenti tabelle:

a b | mamans a b LTI
0|0 [0 0 0 0
h e |
Verifie AER I
10| 10 1[0 1
Conoscenze . e P (R i
® Descrivere il funzionamento di un circuito 111171 I |
con un interruttore,
Figura 8 i Figura9
Il circuito and : Il clrculto or
i
a ' a
a |
aandb | aorb
— -
a b aandb a b aorb
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1
0 0 0 i 0 0 0
1+ Semplici oircutl ogics 209
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La logica:

| connettivi «<non», «e», «o»

Come si riconosce una proposizione
Ecco un breve periodo da esaminare:

«Ho disegnato sulla lavagna un triangolo,
cio€ un poligono con quattro lati, ma il
disegno ¢ brutto».

Il periodo & formato da tre frasi, che conviene
scrivere pit chiaramente nel modo seguente:

L. «Ho disegnato sulla lavagna un triangolos;
II. «I triangolo & un poligono con quattro lati»;
III. «II disegno & brutto».

Le tre frasi indicate presentano notevoli diffe-
renze:

- si pud decidere con certezza se la prima &
vera o falsa (basta guardare la lavagna);

- la seconda ¢ sicuramente falsa, perché il
triangolo ha tre lati e non quattro;

- la terza esprime un giudizio che pud essere
vero per alcuni e falso per altri.

Frasi di quest’ultimo tipo non vengono consi-
derate nello studio della logica; la logica si
occupa invece di un particolare tipo di frasi: le
frasi che possono essere solo vere o false; que-
ste frasi si chiamano proposizioni.

In conclusione: in logica si chiamano proposi-
zioni le frasi che possono essere solo vere o

false.

Nell’ambito della logica le proposizioni, per
brevita, vengono spesso indicate con una sola
lettera dell’alfabeto; ecco qualche esempio di
proposizioni tratte dalla matematica.

p: «Il quadrato ha tutti i lati uguali» (vera)

q: «Il quadrato ha tutti gli angoli uguali» (vera)
r: «Il numero 3 & divisore di 10» (falsa)

s: «Il numero 3 ¢ divisore di 6» (vera)
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Proposizioni composte

Ecco alcune proposizioni da esaminare:

«Il quadrato non ha tutti i lati uguali»
ottenuta dalla precedente proposizione p, me-
diante 1a negazione «non».

«3 non ¢ divisore di 10»
ottenuta dalla proposizione ¢, mediante la
negazione «non».

«Il quadrato ha uguali tutti i lati e tutti gli

angoli»
ottenuta collegando le proposizioni p, ¢ me-
diante il connettivo «e».

«3 ¢ divisore di 6 o di 10»
ottenuta collegando le proposizioni r, s me-
diante il connettivo «o».

Le quattro proposizioni esaminate hanno dun-
que una caratteristica comune: sono ottenute
componendo altre proposizioni pill semplici
mediante i connettivi «non», «e», «o»; proprio
per questo prendono il nome di proposizioni
composte.

In conclusione: collegando due proposizioni
mediante i connettivi logici «nony», «e», «o» Si
ottengono delle proposizioni composte.

In questo paragrafo si esamineranno in partico-
lare queste proposizioni ottenute mediante i
connettivi «non», «e», «o».

Il connettivo «non»
I primi due esempi, e cioe:
«Il quadrato non ha tutti i lati uguali» (falsa)

«3 non ¢ divisore di 10» (vera)
mettono in evidenza 1’effetto del connettivo «non»:

- negando una proposizione vera si ottiene
una proposizione falsa;

Capitolo settimo L’algebra di Boole e le sue interpretazioni

. ney

e P )
este affe
seguente lave

A lettera 2
e 1{1 ~p (0 anche — p) indica la nega-
ottenuta mediante il connettivo

_la letter:

anio und proposizione falsa si ottiene
m,u.f;.\'f’:."m.!r’ verd. .

~ymazioni si riassumono nella
'y Ja di verita, dove:
indica una proposizione:

il qimhn_
_‘_j'fJ!'H’ di 2
«non»; o N ‘

a V indica che la proposizione ¢ vera;

|a lettera F indica che la proposizione ¢ falsa.

p ~p
A% F
F v

Il connettivo «e»
70 esempio, € cloe: _
2 ltjlfr‘ qu:.ldr:-lllu ha uguali tutti i lati e tutti gli
;:||'||51(:”» (vera) . .
esprime, in forma abbreviata, la proposizione
sepuenie:
Se‘.h'-ﬁ |nqluldl';1t('1 ha uguali tutti i lati e il quadra-
(o ha uguali tutti gli angoli»
Sj tratta dunque della proposizione ottenuta
mediante il connettivo «e», a partire dalle due
proposizioni seguenti:
p: «Il quadrato ha uguali tutti i lati» (vera)
g: «Il quadrato ha uguali tutti gli angoli» (vera)

La proposizione composta con il connettivo
«e» si indica anche con il simbolo pag ed €
facile verificare che risulta vera in un solo caso:
quando sono vere tutte € due le proposizioni.

Si trova cosi la seguente tavola di verita, dove
ora p e ¢ indicano due qualunque proposizioni,
mentre paq indica la proposizione composta
con il connettivo «e».

p q PAg
v v v
v F F
F A% F
F F F

La tavola si puo leggere sinteticamente nel
Modo seguente: componendo due proposizioni
Ps q con il connettivo «e» si ha la proposizio-
"¢ PAG, che ¢ vera solo quando sono vere le
e proposizioni p e q.

2, My
Lalogica: i connettivi «nons, «en, «on
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Il connettivo «o»
L’ultimo esempio, € ciog:
«3 & divisore di 6 o di 10» (vera)
esprime, sempre in forma abbreviata, la propo-
sizione seguente:
«3 & divisore di 6 0 3 ¢ divisore di 10»
Si tratta dunque della proposizione ottenuta
mediante il connettivo «o» a partire dalle due
proposizioni seguenti:
r: «il numero 3 & divisore di 10» (falsa)
s: «il numero 3 & divisore di 6» (vera)
La proposizione composta si indica con il sim-
bolo rvs e risulta falsa in un solo caso: quando
sono false le due proposizioni.
Si trova cosi la seguente tavola di verita, dove
ora r e s indicano due qualunque proposizioni
e rvs indica la proposizione composta con il
connettivo «o»,

r § r

T < <
Ml < || <
m << <<

Questa tavola si pud leggere sinteticamente nel
modo seguente: componendo due proposizioni
1, s con il connettivo «o» si ha la proposizione
rvs che é vera quando é vera t o quando é
vera s o quando sono vere entrambe.

La disgiunzione «o» inclusiva ed esclusiva
Conviene ricordare che, nella lingua'ita‘ligna',
la disgiunzione «o» si usa con i due significati
diversi gia indicati nel paragrafo precedente:

1. «o esclusiva», per esempio nella frase <<le}
borsa o la vita», in cui é escluso il caso di
conservare la borsa e la vita;

IL. «o inclusiva», per esempio nella frase
«vorrei parlare con tua madre o con tuo
padre», in cui é incluso il caso di parlare
con madre e padre.

La lingua latina, invece, distingue questi due

connettivi con I’uso di due termini diversi:

- «0 esclusiva» si traduce aut;
- «o inclusiva» si traduce vel.
Cosi, il simbolo «v», che indica appunto «o

inclusiva», ha origine probabilmente proprio
dall’iniziale del «vel» latino.
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Una sintesi dei risultati ottenuti

Le tre tavole di veritd ottenute hanno un signi-
ficato molto generale: le lettere p, g, r, s rap-
presentano delle proposizioni che possono
avere i contenuti pili vari: si possono riferire
alla matematica, alla storia o alla vita di tutti i
giomi.

Ma, quando si conosce i/ valore di verita di
quelle proposizioni (cio¢ quando si sa se sono
vere o false), si puo stabilire «automaticamen-
te» il valore di verita di tutte le proposizioni
composte: basta valersi delle tavole di verita,
richiamate qui sotto.

y 4 |""P
: F

F |
P | g |prg r s V'§
vViv, v v;\/_]_v_
V[F|F VIE| v
F|v F v v
FIF| F | E B,

Verifiche

Conoscenze

@ Quali sono i connettivi logici studiati in
questo paragrafo?

Scrivere la tavola di verita della negazio-
ne, spiegando il significato dei simboli.
Scrivere la tavola di verita del connettivo
«e», spiegando il significato dei simboli.

Scrivere la tavola di verita del connettivo
«o», spiegando il significato dei simboli.

® © ©

Comprensione

@ Portare degli esempi di proposizioni diver-
se da quelle date dal testo.

@ Spiegare la differenza fra «o inclusiva» e
«0 esclusiva», portando degli esempi
diversi da quelli del testo.
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@ Riconoscere i connettivi descritti dajj,
seguenti tavole di verita:

P P q ...
F.F F F JE F
F.V.F F v \Y%
V-F‘F v F A%
v V-V V.V-V

@ Compilare la tavola di verita del connettj-
VO «0 esclusiva.

Applicazioni
@ Esaminare le seguenti frasi:
I. «Oggi & una giornata speciale»
IL «Oggi piove»
III. «Oggi non piove»

IV.«Oggi passo a prendere Luigi e vado
al cinema»

V. «Oggi esco con Luca o con Andrea»

Indicare:
- la frase che non & una proposizione logica;
- le proposizioni composte.
@ Per ciascuna proposizione composta data
nell’esercizio precedente indicare:
- le proposizioni di cui ¢ composta;
- 1l connettivo usato;
-1 casi in cui la proposizione risulta vera.

® Stabilire il valore di verita delle due

seguenti proposizioni:

p: «Il parallelogramma di fig. 1 ha i lati
opposti paralleli»

q: «Il parallelogramma di fig. 1 ha i quat-
tro angoli uguali»

Considerare le proposizioni ~p, ~gq, pAg

pVvq e stabilirne il valore di verita.

Figura 1
Un parallelogramma

7~
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|| connettivo «e» e I'intersezione di insiemi
Nel paragrafo precedente sono state esam_inaic.
dal punto di vista della logica, le seguenti pro-
posizioni:
p: «Il quadrato ha uguali tutti i lati»
g: «Il quadrato ha uguali tutti gli angoli»
paq: «Il quadrato ha uguali tutti i lati e tutti
gli angoli»
Le stesse proposizioni possono essere esamina-
te da un altro punto di vista: usando il «lin-
guaggio degli insiemi».
Si pud procedere cosi (fig. 1):
- si considera I’insieme P dei quadrilateri con
tutti i lati uguali, cioé ’insieme dei rombi;
- si esprime p nella forma: «Il quadrato appar-
tiene all’insieme P dei rombi».

La logica e gli insiemi

Analogamente si pud procedere per la proposi-

zione g:

- si considera ’insieme Q dei quadrilateri con
tutti gli angoli uguali, cioe I’insieme dei ret-
tangoli;

- si esprime g nella forma: «Il quadrato appar-
tiene all’insieme Q dei rettangoli».

In questo modo si trova che i due insiemi
hanno una parte comune (in colore in fig. 1),
dove si trovano i quadrati, che sono rettangoli
e rombi.

Questa parte comune si chiama intersezione
dei due insiemi e si indica con PQ.
L’intersezione PNQ di due insiemi viene dun-
que descritta mediante il connettivo «e»; risul-
ta infatti che [’ intersezione PMQ é formata
dagli elementi contenuti in Pein Q.

Fi ura 1
P insieme dei rombi, Q insieme dei rettangoli

PN Q: quadrati che sono rombi ¢ rettangoli

3. Y
Lalogica e gii insiemi
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Il connettivo «o» e I'unione di insiemi

Considerazioni analoghe si possono ripetere a
partire da altre tre proposizioni esaminate nel
paragrafo precedente: -

r: «il numero 3 € divisore di 10»

s: «1l numero 3 ¢ divisore di 6»

rvs: «3 e divisore di 6 0 di 10»

In questo caso si considerano i seguenti insie-

mi (fig. 2):

- 1"insieme R dei divisori di 10;

- I'insieme S dei divisori di 6;

- I’insieme RUS, unione dei due insiemi, costi-
tuito dai numeri che sono divisori di 6 o di
10 o di entrambi.

In questo modo la proposizione rvs diventa:
«3 appartiene all’insieme RUS».

Dunque 1’unione RUS di due insiemi viene

descritta mediante il connettivo «o»: ['unione

RUS é formata dagli elementi contenuti in R o

in S o in entrambi.

In questo caso il connettivo «o» € usato in

senso inclusivo; appartengono cio¢ all’unione

RUS gli elementi seguenti (fig. 2):

- gli elementi che si trovano solo in R (5 ¢ 10);
- gli elementi che si trovano soloin S (3 e 6);
- gli elementi che si trovano in Re in S (1 e 2).

Il connettivo «non» e la complementazione
Si puo interpretare dal punto di vista insiemi-

Figura 2

R insieme dei
divisori di 10,
S insieme dei
divisori di 6

R U S : numeri che dividono 10 0 6

stico anche la negazione. Per questo convig
ancora una volta riprendere due proposizj
esaminate nel paragrafo precedente:

p: «il quadrato ha tutti i lati uguali»
~p: «il quadrato non ha tutti i lati uguali»

Ecco come si pud procedere (fig. 3):

- si osserva che, parlando di quadrati, si parly
sempre di particolari quadrilateri, ciog g;
lavora sempre nell’insieme U dei quadrilate;.

- all’interno dell’insieme U si trova I'insiemg
P dei rombi, che sono i quadrilateri con tuttj
lati uguali.

In questo modo la proposizione p puo diventa.
re: «Il quadrato appartiene all’insieme Py.
mentre la proposizione ~p diventa: «Il quadr.
to non appartiene all’insieme P», cio€ «Il qua-
drato si trova al di fuori dell’insieme P».
La negazione porta dunque a considerare |3
parte di U che si trova al di fuori di P, parte che
viene anche chiamata complemento di P, indj-
cato con il simbolo P: il complemento di P (P)
é formato dagli elementi che non appartengo-
no a P.
Analogamente si possono interpretare le pro-
posizioni:

i «il numero 3 ¢ divisore di 10»
~r: « il numero 3 non € divisore di 10»

Onj

In questo caso 1’ambiente di lavoro & I’insieme
N dei numeri naturali, quindi I’insieme U,
chiamato insieme universo, coincide con
I’insieme N.

u
Figura 3
u insdieme universo
(quadrilateri),
P insieme dei rombi ~
>
\/ \
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P : quadrilateri !
che nonsono rombl

v
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si trova 'insieme R dei divi-
4) e percid R & costituito dai

||lt'r”“ L|| l\‘

ii 10 (fig. e Cosi 1z
e Hon Sono divisori di 10, Cosi la

v ione ~F diventar
pw%}al‘ilmrliene all’insieme R»

i,

All'l
gort ©2.° |
;ultlm'l' cl

gintes del paragrafo

itivi logici «e», «O», «non», che hanno
| *'””mi- importante nell’analisi e nella com-
un ""\f’. l:c del linguaggio, sono anche fonda-
u'c::l}j:;;lut'llu descrizione delle operazioni fra

e, mi. Infatti, dati due qualunque insiemi P ¢
]”H]“'imc.rnn di un insieme U, chiamato insie-
{fw‘ universo, si trova che:

I

|'intersezione PMQ & L-fmsl_i|111_t_;1 df\gli elemen-
(i che $i trovano inPemQ(fig. 5) '
punione PUQ € costituita dagli elementi che
& (rovano inP 0 in Q (fig. 6);
_il complemento P & formato tla_!gli elementi di
{J che non apparlengono i P (fig. 7).

Verifiche

Conoscenze
@ Descrivere a parole e con un disegno
I’intersezione di due insiemi.

@ Descrivere a parole e con un disegno
’unione di due insiemi.

® Descrivere a parole e con un disegno il
complemento di un insieme.

Comprensione

® Spiegare perché si descrive 1’unione di
due insiemi mediante il connettivo «0
inclusiva».

@ Spiegare perché si descrive I’intersezione
di due insiemi mediante il connettivo «e».

® Spiegare perché si descrive il complemen-
to di un insieme mediante il connettivo
«Nnon».

Applicazioni
@ Nell’insieme U di tutti i triangoli, consi-
derare i seguenti insiemi:
P: I’insieme dei triangoli rettangoli;
Q: I’insieme dei triangoli isosceli.
Descrivere i triangoli che si trovano nei
seguenti insiemi:
P Q PnQ PUQ
In quale insieme si trovano i triangoli
equilateri?
® Nell’insieme U dei numeri razionali, con-
siderare 1 seguenti insiemi:
P: I’insieme dei naturali;
Q: I’insieme degli interi.
Descrivere i numeri che si trovano nei
seguenti insiemi:
P Q PnQ PUQ

U 5

Eigura 4 i
=N, R insieme dei
divisori di 10 e0 R
0 R : naturali
che nonsono
4 50 divisori di 10
3
100

Figura 5 Figura 6 . Figura 7

Intersezione di due insiemi

- W

Unione di due insiemi

| Complementare di un insieme

3-Lalogica e gii insiemi




Analogie fra circuiti, connettivi e insiemi

Nei paragrafi precedenti si sono studiati tre

argomenti che apparentemente non sembrano

avere molto in comune:

- circuiti costruiti con invertitori o con pili
interruttori in serie o in parallelo;

- composizione di proposizioni mediante i
connettivi «nonx», «e», «0x»;

L"algebra di Boole

- operazioni di complementazione, intersezio-
ne e unione fra insiemi.

Questi tre casi sono collegati da profonde analogie:

- con i connettivi si descrivono I circuiti e le
operazioni fra insiemi,;

- i connettivi logici e i circuiti sono descritti da
tabelle analoghe.

La fig. 1 mostra un esempio di questa analogia.

Tabella A
Simboli dell’algebra di Boole e loro interpretazioni

Capitolo settimo L’algebra di Boole e le sue interpretazi‘i’"i
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1alaebra di Boole

I""FIS:;: analogie portano ad una nuova algebra,
Quet sulle convenzioni ¢ sulle interpretazioni
ngic';ate nella tabella A. -

i fatta dunque di un sistema di simboli ¢ ope-
i ioni che sembrano del tutto diversi da quelli
rrelgentati nel precedente capitolo di calcolo
leue;?;cbuova algebra si chiama algebra di
Quf,;e dal nome del matematico inglese
gﬁm-gé Boole che, nella prima meta del secolo
scorso, la cred a partire dai suoi studi di logica
(cfr. anche la scheda storica a p. 319).

Alcune proprieta dell’algebra di Boole

L’algebra di Boole sembra molto lontana da
quella ordinaria; eppure anche in questa nuova

algebra sono fondamentali le proprieta che col-
legano simboli e operazioni. Per analizzare
queste proprietd, in qualche caso risulta pil
espressiva l’interpretazione legata ai circuiti,
in altri casi quelle legate alla logica o agli
insiemi.

Ecco alcune proprieta che si scoprono facil-
mente basandosi sui circuiti.

1. Si esamina ' espressione a-1
In quest’espressione si ha che (fig. 2):
a & un interruttore;
1 & P’interruttore sempre chiuso;
a-1 & il circuito ottenuto collegando in
sericae 1.
Questo circuito si comporta come il circui-
to con il solo interruttore a; risulta quindi:

a-1=a per qualunque a

—_—

Figura 1

Analogiafra

clreuiti, c_:onnettlw

e Insiemi .

pila

H—
Lo >

Lsi accende solo se sono chiusiae b

a b aandb

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 0
Flgu,ra 2
Nellalgebra di Boole a- 1=za

/8

pita si comporta come

-2 '
a 1

4. Lalgeprg di Boole

Cb
anb & formato dagli elementi
che appartengonoad ae b

a b ahb
v \% \Y
\Y F F
F v F
F F F
L
pila <
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M. Si esamina I espressione a+0

Ora si ha che (fig. 3):

a € un interruttore;

0 ¢ Pinterruttore sempre aperto;

a+0 ¢ il circuito ottenuto collegando in
parallelo ¢ ¢ 0.

Questo circuito si comporta come il circuito
con il solo interruttore a; percio risulta:

a+=a  per qualunque «

[1l. ST esamina ' espressione a-0)
Per quest’espressione si trova che (fig. 4):
un circuito che ha in serie un interruttore @
e I’interruttore sempre aperto 0 si comporta
come il circuito con il solo interruttore 0;
percio risulta:

#li=0 per qualunque a

Si sono cosi trovate tre proprietd dell’algebra
di Boole, che sono analoghe a proprieta
dell’algebra ordinaria: il significato dei simboli
¢ diverso, ma le formule che collegano i sim-
boli sono identiche.

Ma, continuando a lavorare con I’algebra di

Figura 3
Nell’algebra di Boole a+0=a

si comporta come

pila

i 4
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Boole, ¢ facile scoprire delle proprieta del gy,
nuove. Ecco un esempio.

IV. Si esamina I’ espressione a+1
I 'espressione descrive un circuito che ha
in parallelo interruttore @ e 'interruttorg
sempre chiuso | (fig. 5); questo circuito g
comporta come 1l circuito con il solo intey.
ruttore |. Risulta dunque:

a+i=1 per qualunque ¢

Algebra di Boole e algebra ordinaria

La nuova algebra inventata da Boole presengy

moltt aspetti innovativi: i simboli abituali cam.

biano significato e proprieta del tutto inconsue.

te si uniscono alle note proprieta delle opera-

zioni.

Non ¢ possibile lavorare nell’algebra di Boole

senza prestare molta attenzione al significatg

dei vari simboli; perfino il consueto simbolg

«=» cambia significato:

- nei circuiti «=» collega due circuiti che sj
comportano nello stesso modo;

- nella logica «=» collega due proposizioni che
hanno la stessa tavola di verita;

Figura 4
Nell'algebra di Boole a0=0

L
pila
a
y P
si comporta come
L

A . . . ioni
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jegli insiemi «=» collega due insiemi formati
. ;]t'lg'li stessi clcmcnn..
.évun'altm riflessione da non trascurare;
C:-lm_‘hl’ﬂ di Boole ¢ slata fondamentale nello
ae o dei calcolatori (fig. 6).
Hvll"i-)i!b questa stretta interazione fra teoria e
1.01?!(;-13‘10!15 ¢ forse uno degli aspetti pitr affa-
app della ricerca matematica.
afo successivo sard appunto dedicato
ame pit approfondito delle proprietd
bra di Boole.

;cinﬂmi
[l harigr
nd un €s
i'|t3|r”|gc

Verifiche

Conoscenze
@ Elencare le tre interpretazioni dei seguenti
simboli nell’algebra di Boole:

Jettere a, b 0 1
a+b ab =
Comprensione
@ Verificare che risulta:
a+0=a

Figura 5
Nell’algebra di Boole a+1=1

sl comporta come

pila

A

4.
Lalgebra i Boole

basandosi sulle tre interpretazioni dell’al-
gebra di Boole.
®  Verificare che risulta:
a-0=0
basandosi sulle tre interpretazioni dell’al-
gebra di Boole.

® Verificare che risulta:
a-l=a
basandosi sulle tre interpretazioni dell’al-
gebra di Boole.
@  Verificare che risulta:
a+l=1
basandosi sulle tre interpretazioni dell’al-
gebra di Boole.

Applicazioni
@ Verificare che nell’algebra di Boole vale la
seguente proprieta:
at+a=1
® Verificare che nell’algebra di Boole vale la
seguente proprieta:
a-a=0

Figura 6
Un circuito integrato. | circuiti dei calcolatori
si basano sull’algebra di Boole
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Le proprieta

dell'algebra di Boole

Questo paragrafo & dedicato a completare il
paragrafo precedente per scoprire le proprieta
che caratterizzano 1’algebra di Boole. Si tratta
di proprieta che risultano evidenti basandosi
sull’interpretazione insiemistica.

Le pill semplici da scoprire sono la proprieta
commutativa e la proprieta associativa, analo-
ghe alle note proprieta dell’algebra ordinaria.

Proprieta commutativa
E facile scoprire che risulta;

a+b=b+a perqualunqueaeb

Basta pensare che 'unione di due insiemi & sem-
pre lo stesso insieme, indipendentemente
dall’ordine in cui sono considerati i due insiemi.

Con considerazioni analoghe alle precedenti si
trova che risulta:
a-b=ba perqualunqueaeb

Si pud dunque concludere che nell’ algebra di
Boole vale la proprieta commutativa dell’ ad-
dizione e della moltiplicazione.

Proprieta associativa
Ragionando in modo analogo si trova che:

(a+b)+c=a+(b+c) per qualunquea, b, ¢

Infatti, ’'unione di tre insiemi & sempre lo stes-
so insieme, indipendentemente dal modo in cui
sono associati i singoli insiemi.

Lo stesso ragionamento si pud ripetere per
I’intersezione di tre insiemi, trovando che
risulta: (a-b)-c=a-(b-c) per qualunque a, b, ¢
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Si pud dunque concludere che nell’algebra dj
Boole vale la proprieta associativa dell’ addi-
zione e della moltiplicazione.

Proprieta distributiva della moltiplicazione
rispetto all’addizione

Avendo trovato le proprietd commutativa e
associativa, viene 1’idea di ricercare I’analoga
della proprieta distributiva e cioe:

a-(b+c)=a-b+a-c

Pensando alle operazioni fra insiemi (fig. 1); si

ha che:

- il primo membro indica I’insieme an(bc);

- il secondo membro indica invece l’insieme
(anb)u(anc).

La fig. 1 mostra che i due insiemi sono formati

dagli stessi elementi.

Si pud dunque concludere che nell’algebra di

Boole vale la proprieta distributiva della mol-

tiplicazione rispetto all’ addizione.

Proprieta distributiva dell’addizione rispetto alla
moltiplicazione
L’algebra di Boole, come si & gia visto nel
paragrafo precedente (cfr. p. 308), presentd
anche delle proprieta del tutto inconsuete, fra
cui la seguente:

a+(b-c)=(a+b)-(a+c)
Infatti, pensando ancora alle operazioni fr2
insiemi (fig. 2), si ha che:
- il primo membro indica 1’insieme aL(bC);

- il secondo membro indica invece 1’insiem®
(aub)(auc).

|
Capitolo settimo L'algebra dl Boole e le sue Interpretaz|°"

fig. 2 mostra che i due insiemi sono formati .rrar_-icnn_eme a quanto ar‘r'm{e r.re!{'a{geb_m
Lf’,;i “tessi elementi. ordinaria, vale anche la proprieta distributiva
%a%& .si trova che nell'algebra di Boole, con- dell’ addizione rispetto alla moltiplicazione.
08
Flgolgrsllala distributiva della moltiplicazione rispetto all’addizione
pr
e
anibuc)
c
a
fanbju(anc)
Figura 2
Proprieta distributiva dell'addizione rispetto alla moltiplicazione
¢
au(bne) ‘
c
(aubin(auc) i
5. Ls |
Proprieta dell'algebra di Boole 311




Proprieta della negazione (e complementazione)

1l simbolo @, caratteristico solo dell’algebra di
Boole, porta altre proprieta inusuali; si ha:

Confronto con le proprieta de

Vale la pena ora di rivedere le propriety o
|’algebra ordinaria per effettuare un confrep,

Ialgebra Ordinaria

Ntg

ata=1 a-a=0

Si tratta di proprieta facili da scoprire pensan-
do sempre alle operazioni fra insiemi (fig. 3):

- I’unione di un insieme con il suo comple-
mentare & I’insieme universo U;

- I'intersezione di un insieme con il suo com-
plementare non contiene alcun elemento.

Sintesi delle proprieta che caratterizzano

I'algebra di Boole

Nella tabella A si trova una sintesi delle pro-
prieta presentate in questi ultimi due para-
grafi; si tratta delle proprieta che caratterizzano

e qualche riflessione (tabella B).

Tuttavia nessuna delle due algebre & «miglig
re» dell’altra; sono invece tuite e due valjg
ciascuna nel proprio ambito:

- operando con i numeri razionall, vale I"ajge.

bra ordinaria;

1’algebra di Boole.

Tabella A

Le proprieta dell’algebra di Boole
Proprieta Addizione

a+b
Commutativa a+b=b+a

Associativa (a+b)+c=a+(b+c)
Distributiva a+(b-c)=(a+b)-(a+c)

Elemento neutro

Elemento assorbente

Negazione

Tabella B
Le proprieta dell’algebra ordinaria

Proprieta

Commutativa

Associativa

Distributiva

Elemento neutro

Elemento assorbente

Opposto € inverso
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a+0=a
a+l=1

a+a=1

Addizione
a+b

a+b=b_+d
(a+b)+c=a+(b+c)

a+0=a

a+(—a)=0

Capitolo settimo L'algebra di Boole e le sué i

Confrontando le due tabelle viene spony
un’osservazione: nell’algebra ordinaria | mo|
tiplicazione presenta delle proprieta in .i:
rispetto all’addizione: nell’algebra di Bﬁclu’
invece si trovano le stesse proprieta per adgj,
zione e moltiplicazione. '

- operando con interruttori, con proposizioni
con insiemi, vale ’algebra di Boole.

iiile‘ﬁ,

Moltiplicazione
a-b

ab=ba
(a-b)-c=a-(b-c)
a-(b+c)=a-b+a-c
a-l=a
a-0=0

a-a=0

Moltiplicazione
ab

a-b=ba
(a-b)-c=a-(b-c)
a-(b-i-c-)“=a-b+a~c
a-l=a

a-0=0

a-—=1 (con a#0)

Q|»—l

o
nterlﬁ"’e“’z'on

Cmms{:ense

@

Con
i)

e ® 8

q,;-{»”th{

vyerifiche

glencare 1€ proprieta valide nell’algebra di

Boole.
Flenc are
ordinaria-

le proprieta valide nell’algebra

le proprieta dell’algebra di Boole
che non valgono nell’algebra ordinaria.
Elencare le proprietd dell’algebra ordina-
ria che non valgono nell’algebra di Boole.
Nell'algebra di Boole c'¢ I"opposto o I'in-
verso di un elemento?

Nell’algebra ordinaria c’¢ la negazione di
un dato numero?

Spiegare perché nell’algebra di Boole
I’elemento @ non pud essere considerato
analogo né all’opposto né al reciproco di
un dato elemento a.

Spiegare perché nell’algebra ordinaria né
I’opposto né il reciproco di un dato nume-

Elencarc

Elﬁura 3 =
Nell'algebra di Boole a+a=1

;lgl.!ra 4
®l'algebrg gj Boole a-a=0

——

Proprinss
Prieta dell'algebra di Boole

ro a possono essere considerati I’analogo
della negazione di a.

Applicazioni

®

@

Verificare che nell’algebra di Boole si ha:
1+1=1

Verificare che nell’algebra di Boole risulta:

a+a=a
Interpretare il risultato ottenuto dal punto
di vista insiemistico e logico.
Applicare la proprieta distributiva della
moltiplicazione rispetto all’ addizione per
sviluppare la seguente espressione:

a+a=a-l+a-1=...

Verificare che nell’algebra di Boole risulta:
a-a=a

Interpretare il risultato ottenuto dal puato

di vista insiemistico e logico.

Applicare la proprieta distributiva dell’ addi-

zione rispetto alla moltiplicazione per svi-

luppare la seguente espressione:

a-a=(a+0)-(a+0)=...

a non ha elementi
comuni con a

an§=¢

T




\SCheda informativa

I Le leggi di De Morgan o e

Convien®
l s 3551 one -
' . il a+b

uta collegando due elementi con I’addizione e negando il risultato.
A partire da due insiemi a e b, contenuti nello stesso insieme U, si procede

cOSi (flg 3) L
1. si trova I’insieme aUb;

2. si trova il complementare di questo insieme.
La fig. 3 suggerisce perd che si arriva allo stesso insieme finale con le seguenti

zione € addizione
pasarsi sull’interpretazione insiemistica per scoprire il risultato dell’e-

otten

. ' ' ¢ operaziont:
De Morgan e Peirce continuano I'opera di Boole 1. si trova I’insieme @ complementare di a;
Altri due grandi matematici del XIX secolo, 1'inglese Augustus De Morgan 2. si trova ’insieme b, complementare di b;

(1806-1871) e I'americano Benjamin Peirce (1809-1880), continuarono I’op

di Boole dopo la sua morte (cfr. anche la scheda storica, p. 319). 1 ) ,
Fra le indagini condotte da questi matematici sono particolarmente inte sj trova cosi che, nell’algebra di Boole, vale la legge:

santi e ricche di applicazioni quelle sul ruolo della negazione, collegata anche _— ==

con gli altri connettivi. B at+b=ab

3. si calcola I'intersezione dei due insiemi, ciog¢ @ ~b.

| connettivi «<non», «e»
Applicare due volte la negazione Nel linguaggio della logica la legge trovata prima si scrive nella forma seguente:
E facile scoprire che cosa succede applicando due volte la negazione. ' ~(avbh) =~an~b

- In logica & noto che «due negazioni affermano» e la tabella di fig. | con-
ferma che, data una proposizione q, risulta che ~(~a) ha la stessa tabella
di verita della proposizione a.

verificata dalle tavole di verita di fig. 4.
In questo modo si riescono ad analizzare proposizioni composte come la

g int of gt = o 2Y il 1 del ] seguente:
- Negli insiemi si trova subito che (1f1g- 2)1 corr}p\en}eﬁltarﬁ [e,. comple- . «Non & vero che 3 ¢ divisore di 10 o di una potenza di 10»
mentare di un insieme a & ancora I’insieme a, cio¢ si ha che /'insieme Questa proposizione & composta a partire dalle proposizioni:

coincide con l'insieme a.

% Lipamg : L a: «3 ¢ divisore di 10»
In definitiva si trova che nell’algebra di Boole risulta:

b: «3 & divisore di una potenza di 10»

5 =a Figura 3 (a sinistra)
Gli insiemi aube anb
Figura 1
Tavola di verita della
negazione e della a b |aVb|~@Vb)
doppia negazione
a I ~a l ~(~a) Vv \ Vv F Figura 4 (a destra)
Tavole di verita di
v F v v F v F ~{avb), ~an~b
F A F F \ ' F
F F F \
Figura 2
Insieme complementare u
del complementare . b ", ot P
Y Vv F F F
Vv F F \ B
F \ Y F F
F F \ A \"
Lelegai i
| 99i di De M
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Figura 5 (a sinistra)
Gli insiemi anb, aub

Figura 6 (a destra)
Tavole di verita di
~(anb), ~av~b
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e risulta appunto:

~(avb): «Non ¢ vero che 3 & divisore di 10 o 3 ¢ divisore di una potenza
di 10»

La legge scoperta prima afferma che la proposizione composta ora ottenu-
ta & equivalente alla:

~an~b: «3 non & divisore di 10 e 3 non & divisore di una potenza di 10»
frase che nel linguaggio usuale assume la forma:

«3 non & divisore né di 10, né di una potenza di 10»

Negazione e moltiplicazione

Conviene ancora una volta basarsi sull’interpretazione insiemistica per scoprire il
risultato dell’espressione

ab

ottenuta collegando due elementi con la moltiplicazione e negando il risultato.
A partire da due insiemi a e b, contenuti nello stesso insieme U, si procede
cosi (fig. 5):

a b alhb|~@Ahb)
\ Vv \ F
Vv F F Vv
F v F v
F F F v
a b ~a |~b |~aV~b
\ \' F F F
Vv F F v v
F \' v F Vv
F ‘ F \Y \ \
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1. si trova I’'insieme anb;
2. si trova il complementare di questo insieme.

La figura suggerisce ora che si arriva allo stesso insieme finale con le seguenti
operaziom:

1. si trova I’'insieme a , complementare di a;
2. si trova I’insieme b, complementare di b;
3. si calcola I’'unione dei due insiemi, cioé a\Ub.
s trova cosi che, nell’algebra di Boole, vale anche la seguente legge:

ab=ath

| connettivi «<non», «o»
Nel linguaggio della logica la precedente legge si scrive nella forma seguente:
~(anb)=~av~b
verificata dalle tavole di verita di fig. 6.
Cosi si riesce ad analizzare proposizioni composte come la seguente:
«Non & vero che un rombo ha uguali gli angoli e i lati»
Questa proposizione ¢ composta a partire dalle proposizioni:
a: «un rombo ha gli angoli uguali»

b: «un rombo ha i lati uguali»
e risulta appunto:

~(anb): «Non é vero che un rombo ha gli angoli uguali e un rombo ha i
lati uguali»
La legge scoperta prima afferma che la proposizione composta ora ottenuta €
equivalente alla:

~av~b: «Un rombo non ha gli angoli uguali o un rombo non ha i lati uguali»

Queste due ultime proposizioni sembrano lontane dal linguaggio usuale, invece
potrebbero comparire in un dialogo come il seguente:

«Non & vero che un rombo ha uguali i lati e gli angoli».
«Hai ragione, perd non ricordo se il rombo non ha uguali i lati o gli angoli ».

Le leggi di De Morgan
Si ¢ cosi trovato che, nell’algebra di Boole, valgono le seguenti leggi:

atb=ab ossia ~(avb)=~a A~b

ab=a+h ossia ~(anb)=~a v~b

Queste leggi furono scoperte indipendentemente da Peirce e da De Morgan; sono
pero note con il nome di leggi di De Morgan.

L'algebra di Boole con due sole operazioni

Le leggi di De Morgan hanno avuto una notevole importanza nello sviluppo
dell’algebra di Boole, soprattutto quando sono state considerate insieme alla dop-
P1a negazione.

Le leggi di De Morgan
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Ecco come si pud arrivare ad un’importante scoperta: si fissa 1’attenz;
lOn

per esempio, sulla prima formula e si considera la negazione dei due membrj

Si ha:

atb=ab

Ma, in base alla proprieta della doppia negazione, si ha:
aTb =a+b

e quindi:
a+tb=ab

Questa uguaglianza porta due importanti conseguenze:

- I'operazione di addizione si puo ottenere mediante le operazion; g;
negazione e moltiplicazione;

- I'algebra di Boole si puo dunque costruire con due sole operazioni: mg).
tiplicazione e negazione.

In modo del tutto analogo si trova che risulta:

ab =ﬁ

e percid tutta I’algebra di Boole si puo costruire con le due sole operazion; gj
addizione e negazione.

Le leggi di De Morgan e la conseguente possibilita di diminuire il numerg
di operazioni necessarie per sviluppare 1’algebra di Boole hanno avuto importap-
za anche nello sviluppo dei circuiti, tanto che sono stati creati degli appositi ter-
mini tecnici:

nand, che abbrevia not and, per il circuito (fig. 7) che realizza:
ab

nor, abbreviazione di not or, per il circuito (fig. 8) che realizza:

a+b
Figura 7
Simbolo del circuito
nand
a
anandb
b
Figura 8
Simbolo del circuito
nor
a
anorb
b
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Logica

.

cheda storica

Logica, calcolo meccanico e insiemi
nella storia dell’algebra di Boole

Letre interpretazioni dell’algebra di Boole
In questo capitolo € stata sviluppata una nuova algebra, valida in tre settori scien-
ifici:
- lalogica;
- i circuiti;
- gli insiemi.
QueSta scheda & dedicata appunto alle origini di questi tre filoni di ricerca.

Boole e le «leggi del pensiero»

Nel 1854 George Boole (1815-1864) pubblica un libro che diventa presto famo-
so: The laws of thought, cioe «Le leggi del pensiero».

In quest’opera si trovano gli sviluppi logici della «sua» algebra in una
forma molto vicina a quella presentata nel paragrafo 2.

THE MATHEMATICAL ANALYSIS

OF LOGIC,

VIV AN EAAAT TOWANDS A CALEULUS

= .“ ¥ i

Eramains Ui wiem o brrvien B0fae enrs v el Ko 3
e, e guiores 51 o rebrey drakisvirte DA W sl d dwrievrm,

e
A, e, Pt

—— = e MAUMILLAK, SANCLAY. & MACUILLAY,

o asace wXIL
1867

» Calcolo meccanico e inslemi nella storia dell’algebra di Boole

Figura 1
Un famoso
libro di Boole
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Figura 2
Diagramma
di Venn
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simbolica». Con questo termine vuole mettere in evidenza che logica e ma

E proprio nelle prime pagine di questo libro Boole dichiara il suo amy,
so obiettivo: «indagare le leggi fondamentali delle operazioni della mepe”
mezzo delle quali si attua il ragionamento, [...] per ricavare indicaziopj
natura e sulla costituzione della mente umana». '

Si tratta quindi di un obiettivo pill generale di quello strettamente |

matematico.

Jevons e la prima macchina logica

Nella seconda meta dell’Ottocento Le leggi del pensiero diventano un pungq.
riferimento fondamentale: ogni scienziato legge 1’opera di Boole da un partiggs
re punto di vista.
L’inglese Stanley Jevons (1832-1882) fu il primo a capire che I'algehpy
Boole era riducibile a regole meccaniche e, sulla base di questa 0sservazion
costrui una macchina logica, che realizzo nel 1869.
Jevons anticipa cosi quello che sara realizzato nel 1946, data della cosfyy
zione del primo calcolatore elettronico. -

Venn e gli insiemi

Qualche anno dopo il logico inglese John Venn (1834-1923), nel suo volup
Symbolic logic («Logica simbolica», 1881), usa per primo il termine «lc

tica si valgono di simboli legati da alcune leggi di combinazione comuni.

Questo giustifica 1'adozione di un comune sistema di simboli, fra i qu
trova una particolare rappresentazione grafica, chiamata poi «diagramma
Venny: & la nota rappresentazione di un insieme con una linea chiusa (fig, 2).

I tre filoni di ricerca generati dall’algebra di Boole

Intorno al 1880 si trovano dunque tre filoni di ricerca generati dall’algeb
Boole:

- la logica;

- il calcolo meccanico;

- gli insiemi. .
Da quel momento questi tre filoni si sviluppano in modo incredibilmente rapido

ora separati, ora collegati, portando ad alcuni fra i pill importanti risultati (R
e applicativi della matematica del nostro secolo.
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Sintesi

Che cosa bisogna sapere

A, Circuiti logici

Circuito con lampadina L e interruttore a, che puo trovarsi in due condizioni (o

Circuito elementare

stati): o
a=1 [a chiuso e quindi L accesal)
a=0 |a aperto e quindi L spental

Circulto con interruttore

he
Cosg blsogna sapere

L spenta

L accesa
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Circuito not

Circuito con invertitore: con a chiuso si ottiene not a aperto e viceversa.

Invertitore

pila

L #

/ a
-
.

-

j

a

1
|
1
|
1
1
[}
|
|
1
\
1
1
]
[
]
1
]
]
[
I
]

Circulto not

.it0 €O : :
c,rclil;’_l i due interruttori aperti.
0l
: O i wtorl In parallelo Circulto or
Dl.le a

b

|
]
]
|
|
|
|
|
|
|
|
1
|
|
i
|
|
1
{
|
|
1
)

©O O =+ <« 9

pila

Circuito and

Circuito con una lampadina L e due interruttori — a, b — in serie: L & accesa gy

con i due interruttori chiusi.

Due Interruttorl in serie

Circuito and a

pila

aandb
a b aandb
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0
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B. Connettivi logici

Proposizione
Frase p che & vera (V) o falsa (F).

Proposizione composta con il connettivo «non»
Proposizione ~p ottenuta negando una proposizione p.

Proposizione composta con il connettivo «e»
Proposizione pAg, che & vera solo se sono vere p e g.

Proposizione composta con il connettivo «o inclusiva»
Proposizione pvg, che & vera se & vera p o ¢ o entrambe.

C. Operazioni fra insiemi

Insieme
arte a di un insieme U, chiamato insieme universo.

f'-"_nplemfntare di un insieme
NSieme @ formato dagli elementi-di U che non appartengono a a.

cireuito or n una lampadina L e due interruttori — a, b — in parallelo: L & spenta

aorb

Un lng[e"ml

8 |'I|'||.1e|.|.le

Il suo complementare
universo

il
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Intersezione di due insiemi

Insieme amb formato dagli elementi che si trovano in a e in b.

Unione di due insiemi

Insieme aUb formato dagli elementi che si trovano in @ 0 in b 0 in entrambp;

Intersezione
€ unione
di due insiemi

CQ®

[ﬁ_
N el

anb
D. L'algebra di Boole
INTERPRETAZIONI DELLALGEBRA DI BOOLE
Significato Nei circuiti ‘ Nella logica ' Negli insiemi
dei simboli = i i =
Lettere a, b Una lettera indica Una lettera indica una Una lettera indica
un interruttore proposizione un insieme | j
a a: «Piove» b
T g b: «Esco» ! ©
= ~a_ . Up "
a+b | avb: | 2
| PR [ «Piove 0 esco» |
b . —
ab b . anb: ' (fb
aandb | «Piove e esco» :
a
— —_——— \ 1|
a ~a: | - i -
e |0 e «non piove» | =2al
1 Una proposizione v U
I sempre vera @ 3| 8
v: «Il triangolo ha tre lati» )
0 Una proposizione f insieme che
0 sempre falsa nonha
R fi«ll quadrato ha tre lati» | elementi
E. Le proprieta dell’algebra di Boole
Proprieta Addizione Moltiplicazione
dell’algebra di Boole ~a+b - | ab
Commutativa ~ atb=b+a ~ ab=ba
Associativa =" ~ (atD)ytc=a+(btc) (a-b)-c=a-(b-c)
Distributiva a+(b-c)=(a+b)-(a+c) a-(btc)=a-btac
Elemento neutro ~ atl=a @ al=
Elemento assorbente . a+l=1 | a-0= -
Negazione a+a=1 a-a=0
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ftivita

finali

Che cosa bisogna saper fare

A, Circuiti logici

pescrivere un circuito con una formula

Attivita 1

Descrivere con una formula il circuito rappresentato in fig. 1.

a..b

(a..by..c

In quali casi si accende la lampadina L?

Attivita 2

Deserivere con una formula il circuito di fig. 2, procedendo in modo analogo al

£as0 precedente,

e ——

E’gura 1
N ¢lrculto con 3 interruttori

e gog,
% blsogn saper fare

- [ due interruttori a, b sono in parallelo, cioé si ha:

- Pinterruttore c é in serie ai primi due, percio si ha:

Figura 2
Un altro circuito con 3 interruttori
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Progettare un circuito a partire da una formula

Attivita 3
E data la formula:
(a and b) or (c and d)

Per disegnare il corrispondente circuito si pud ragionare cosi:

- si disegna il circuito a and b, disponendo due interruttori a, b in serie;

- si disegna il circuito ¢ and d, disponendo due interruttori ¢, d in serie; |
- si collegano i primi due circuiti in parallelo.

Completare la fig. 3 con le lettere.
Elencare i casi in cui la lampadina L si accende.

Attivita 4
Seguendo un procedimento analogo, disegnare il circuito descritto dalla formuly;
(a or by and (c or d)

Elencare i casi in cui la lampadina L si accende.

B. Connettivi logici

Sulla negazione

Attivita 5

Completare la tabella seguente:
Proposizione p Proposizione ~p

4 & un numero pari (V) 4 non & un numero pari (F)

5 & un numero pari (...)

Non si pud div@r_O (-2
| W)
V)

Figura 3
Un circuito con 4 interruttori

ﬂI-I
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sul connettivo «e»
Aﬂivh’d 6
gono date
P«
g: «Un triangolo ha tre angoli» (F)
e righe lasciate incomplete:

le seguenti proposizioni:
Un triangolo € una figura piana» (V)

CD”‘”)ICIHI‘B 1
pAg: «Un triangolo & una figura piana con tre angoli» (V)

... «Non & vero che un triangolo & una figura piana con tre angoli» (....)
~png: «Un triangolo non ¢ una figura piana, ma ha tre angoli» (....)
DA e » (o)

jvita 7 o _ s | .
ﬁfgetere I’esercizio precedente a partire da altre due proposizioni scelte a piacere.
sul connettivo «o»

Attivita 8 ' o
Sono date le seguenti proposizioni:
p: «Un quadrato ha quattro lati» (V)

¢: «Un quadrato ha il perimetro doppio del lato» (F)
Completare le righe lasciate incomplete:

pvq: «Un quadrato ha quattro lati o il perimetro doppio del lato» (V)

~(pVG): «KNON € VEIO ChE .ooiveieiivreimi s » (....)

~pvq: «Un quadrato non ha quattro lati, ma ha il perimetro doppio del lato» (....)

DV QL Ciniaiossioss s ovuasasissiiosim st b e i ST OSSRy b)Y VRS S SA TS SR S 0 » (....)
Attivita 9

Ripetere I’esercizio precedente a partire da altre due proposizioni scelte a piacere.

C. Insiemi
Complementare di un insieme
Attivita 10
Considerare i seguenti insiemi:
U: i razionali;
a: i razionali positivi.
Da quali numeri & costituito il complementare di a?
Attivita 11
Considerare i seguenti insiemi:
U: Iinsieme dei triangoli;

b: 'insieme dei triangoli acutangoli.
ali triangoli & costituito il complementare di b?

Unlone di due insiemi
Attivieg 12
0o dati i seguenti insiemi:
U: I'insieme dei trapezi;
a: I’insieme dei trapezi isosceli;
] b: I'insieme dei trapezi rettangoli.
appresentare gli insiemi indicati.

Da qu

Ch "
€ 0038 bisogna saper fare
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- Descrivere graficamente e a parole gli insiemi seguenti:

aub aub aub aub
Attivita 13
«Inventare» due insiemi a e b nell’insieme U dei quadrilateri, disegnarli e descri-
vere gli insiemi seguenti:

aub aub aub aub

Intersezione di due insiemi
Attivita 14
Sono dati i seguenti insiemi:
U: insieme dei naturali;
a: insieme dei divisori di 12;
b: insieme dei divisori di 30.
- Rappresentare gli insiemi indicati.
- Descrivere graficamente e a parole i seguenti insiemi:

anb anb anb anb
Atfivita 15
«Inventare» due insiemi a e b nell’insieme U degli interi, disegnarli e descrivere i
seguenti insiemi:

aub aub aub aub

D. Algebra di Boole

L attivita fondamentale da svolgere sull’algebra di Boole & quella di sviluppare
delle espressioni, seguendo le regole. Ecco due esempi.

Attivita 16
Sviluppare:
a+a-b
Uno schema del procedimento da seguire pud essere il seguente:
a+a-b=a-1+a-b PrOPHEtA caisnmamsasssisssmsissmssesisssiisiis
a-14+a-b=a:(b+1) PIOPTICLA ..ot reesssesrenenas
a-(b+1)=a-1 proprieta ................
al=a 1 (6] ) 6 L - OO
In definitiva risulta:
a+a-b=a
Attivita 17
Sviluppare:
atab

distributiva dell’addizione rispetto alla moltiplicazione
proprieta della negazione

elemento neutro della moltiplicazione

In definitiva risulta:

atab=a+b
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