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Attivita

Da un problema
a un’equazione di 1° grado

Gia alla scuola media si affrontano vari problemi che conducono a risolvere equa-
zioni di 1° grado. Ecco un esempio su cui lavorare per riprendere I’argomento.

Tradurre un problema di carattere economico in un’equazione

Si esamina il bilancio di una piccola fabbrica di automobili, trovando, per esempio,
le seguenti entrate ed uscite (in milioni di lire):

Entrate Uscite
Contributo dello Stato 8000 | Salari 20000
Interesse sul capitale 4000 Costi d’impianto 2000
Ricavo per ogni auto 12 Costo del materiale
e dell’energia per produrre
un’auto 3
Costo del collaudo e del T
trasporto di ogni auto 0,74

Percentuale data al venditore,
per ogni auto 0,3

Ecco un problema legato a questo bilancio: sapere quante automobili bisogna ven-

dere ogni anno per chiudere il bilancio in parit, cio& per avere le entrate uguali
alle uscite.

Conviene tradurre il problema in simboli, ragionando cosi:

- si fissa I’ attenzione sul numero da determinare, che é il numero di automo-
bili da vendere in un anno;

- st indica questo numero sconosciuto, o meglio-incognito, con la lettera X;
- si valutano le entrate totali, tenendo presente che: |
1. il contributo annuale dello Stato (8000) e gli interessi (4000) sono datt
fissi, che non dipendono dal numero x;
2. il ricavo totale dipende invece dal numero X e si ha che:
e per 1 auto il ricavo é 12 milioni
° per 2 " " 12.2 "
sperx " i 12:x "
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|

E=iienn T T o4 .
procedendo in modo analogo, si calcolano le uscite totali U, date da:
0 [T i s D SR " RO X
Ora, per avere il bilancio in parita, deve essere:
B
cio€

" 8000+4000+12x=20 000+2000+0,3x+3x+0,7x

i un’uguaglianza fra due espressioni che presentano delle caratteristiche
Si ha COS% u

jcolari:
articold . . .
P _ compare, oltre ai numeri, la lettera x;

_ la lettera x compare solo al 1° grado;

_ ’uguaglianza diventa vera solo quando si sostituisce al posto della lettera
x un particolare numero.

esta uguaglianza & un’equazione di 1° grado nell’incognitax.

Qu | ’espressione a sinistra del simbolo «=» prende il nome di primo membro
X . N 3 a

dell'equazione; I’altra espressione ¢ il secondo membro dell’ equazione.

Risolvere un’equazione di 1° grado
Risolvere 1’equazione:
8000+4000+12x=20000+2000+0,3x+3x+0,7x

yuol dire trovare il numero che, sostituito a x, rende I’'uguaglianza vera. Questo
numero ¢ la soluzione dell’ equazione.
Ecco come si puo procedere per risolvere I equazione assegnata.
1. Si dispongono al primo membro tutti i monomi che presentano la lettera X, con-
siderando le uscite come «entrate negative», si ha:
8000+4000+12x-0,3x—...x—...x=20 000+2000

2. Si dispongono al secondo membro tutti i termini noti, cioé i monomi che non
presentano la lettera x, considerando le entrate come «uscite negative», si ha.

12x—0,3x—3x-0,7x=20 000+2000—............. e T—

3. Si sommano i monomi simili e si ha:

Verificare se la soluzione ottenuta & corretta
Alla fine dei calcoli precedenti si & ottenuta la soluzione:

x=1250

nelude dunque che bisogna produrre ogni anno 1250 automobili per chiudere

ancio in parita. o 3 :

i ._lfer essere ceni_ di aver trovato proprio il numero cercato conviene eseguire
erifica dell’ equazione:

- i sostituisce 1250 a x nel primo membro e si svolgono i calcoli; si ottiene:

primo membro=8000+4000+12-............ =27 000

8i co
il bi]

a
oL Problema a un'equazione di 1° grado 371
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- si sostituisce 1250 a x nel secondo membro e si svolgono i calcoli; si Olliene.

secondo membro=20 000+2000+0,3-........... 3 +0,7 ... =27 00

I due membri sono uguali e dunque 1250 & proprio la soluzione cercata. In altre Parg
le, sostituendo 1250 a x si ottiene che il primo membro risulta tguale al secondo,

Esaminare un problema senza soluzioni

1l bilancio di una ditta di automobili si pud trovare in una situazione diversa, dovy.
ta, per esempio, ad una crisi economica: le spese sono aumentate, ma il governg ha
bloccato il contributo annuale dato alla ditta ed il prezzo delle autovetture. Ecco u:]
esempio numerico:

Entrate Uscite
Contributo dello Stato 8000 Salari 20000 |
Interesse sul capitale 4000 Costi d’impianto 2000
Ricavo per ogni auto 12 Costo del materiale
e dell’energia per produrre !
B | un’auto o - 9
Costo del collaudo e del '
L trasporto di ogni auto 2.5
Percentuale data al venditore,
per ogni auto 0.5

Nella nuova situazione, il numero x di automobili che darebbe il bilancio in parita
¢ la soluzione della seguente equazione:

PP iyt
12 000+12x=22 000+12x )
da cui:

0x=10000 ossia 0=10000

L'ultima uguaglianza ottenuta non pud mai essere vera; |'equazione in questo caso
non ha soluzione, cioé & impossibile.

Questo vuol dire che il bilancio non potra mai essere in parita ¢ questo & evi-
dente esaminando I’equazione (1): per ogni auto prodotta, si ha parita fra entrate ed
uscite (12), mentre sono diverse le entrate e le uscite fisse (12000 e 22 000).

{
Esaminare un problema con infinite soluzioni

Nel caso precedente per arrivare al bilancio in parita bisognerebbe cambiare qual-
cosa, per esempio aumentare le entrate fisse fino a raggiungere la cifra di 22 00
milioni. In tal caso si avrebbe la seguente uguaglianza:

ossia:
0-x=0 cioe¢ 0=0

che & sempre vera per qualunque valore di x. oo

Questo vuol dire che il bilancio chiuderd sempre in paritd, qualunque sia il
numero x di automobili prodotte.

In questo caso |’equazione non determina una sola soluzione e percid prente
il nome di equazione indeterminata. ‘

Capitolo nono  Equazioni, disequazioni e sistemi di 1° grado

di 1° grado

come si riconosce un’equazione di 1° grado
Un’equazione di 1° grado & un'uguaglianza fra
due egpressioni che presentano le seguenti-ca-
ratteristiche: ' .
_ nelle espressioni compare, oltre ai numeri, 1a
sola lettera x;
_ la lettera x compare solo al 1° grado; .
. I'uguaglianza diventa vera solo quando si
sostituisce alla lettera x un particolare numero.

Ecco qualche esempio:

2x-3=4x+9 3x=6 x=4
Per descrivere un’equazione, si dice che (fig. 1):
- la lettera x & I'incognita;

i

Figura 1 . s
Come si descrive un’equazione di 1 grado

incognita

/™
4 \\
/S N\
/ \
N

) 1‘:,/ \_l_
el ! 21+ o

/ I membro "I membro-
/S
i N

Come si risolve un’equazione

- il coefficiente di un monomio }r} cui compare
la lettera x & il coefficiente dell’ incognita,

- i monomi in cui non compare la lettera x so-
no i termini noti;

- coefficienti dell’incognita e termini noti pren-
dono anche il nome di coefficienti dell’ equa-
zione;

- I’espressione a sinistra del simbolo «=» ¢ il
primo membro dell’equazione;

- I’espressione a destra del simbolo «=» & il
secondo membro dell’equazione.

- il numero che, sostituito a x, rende vera 'u
h k
guaglianza & la soluzione dell’equazione.

2[@ 3 = 4-g\+ 9

\

_/,/ \ soluzione
/
- ¥

coefficienti dell'incognita

1 Come sl risolve un‘equazione di 1° grado

~

termini noti

373




Cosi, per esempio, nell’equazione:
2x-3=—4x+9
si ha che (fig. 1):
- I’incognita & x;
- il primo membro & 2x-3, dove 2 & il coeffi-
ciente dell’incognita e —3 il termine noto;

- il secondo membro & —4x+9, che presenta —4
come coefficiente dell’incognita e 9 come
termine noto;

- la soluzione & 2, dato che risulta:
2:2-3=4.249

Non & necessario indicare 1’incognita con la
lettera x; si pud scegliere anche un’altra lettera
dell’alfabeto; per esempio, le stesse equazioni
indicate prima possono essere scritte nella
forma seguente:

2y-3=-4y+9  3z=6 n=4

Equazioni equivalenti

La pil semplice equazione di 1° grado che si
puo scrivere ¢ indicata per ultima negli esempi
precedenti; &:

x=4

Questa equazione infatti indica direttamente la
soluzione 4, dato che I’'uguaglianza & vera solo
se al posto della lettera x si scrive il numero 4.
Per individuare i coefficienti dell’incognita e i
termini noti di questa equazione, bisogna leg-
gerla nel modo seguente:

1-x+0=0-x+4
Cosi si trova che:

- al primo membro il coefficiente dell’incogni-
ta¢ 1 e il termine noto & O;
- al secondo membro, invece, il coefficiente

dell’incognita & 0 e il termine noto & 4 (la
soluzione).

Da questa equazione si pud passare ad una piu
complicata procedendo in due modi:

1. si aggiunge uno stesso monomio ai due
membri; cosi si ha, per esempio:
x+3=4+3 XH—4)=4+(—4)
X+2x=4+2x X+(=3x)=4+(-3x)

2. si moltiplicano i due membri per uno stesso
numero, ottenendo, per esempio:

3x=3-4 (=2)x=(~2)-4
1 1 3 3
=y = 254 — 2 x=-2.4
4 "7y 2 2
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Tutte le equazioni ottenute con questi gy,
cedimenti presentano la stessa Carattep;.
'uguaglianza diventa vera solo S()g[i(llel i
numero 4 alla lettera x. In altre parole, do g
equazioni hanno la stessa soluzione 4: inte 3
sto caso si dice che le equazioni song fra ug
equivalenti. lop
I ragionamenti seguiti hanno carattere 2N

e conducono alle seguenti conclusioni. -l

- 8i dicono equivalenti due equazi,
grado che hanno la stessa soluzione -

- aggiungendo uno stesso monomip ai
membri di un'equazione si ottiene
zione equivalente;

- moltiplicando per uno stesso numer, s
membri di un’equazione si ottiene N e
zione equivalente. 3

(s
|

" dj e

Unequge

Risolvere un’equazione di 1° grado

Passare da un’equazione ad un’altra equivalep,
te non ha molto senso nei casi precedenti; peg
ché complicare un’equazione che fornigeg
direttamente la soluzione? :
Le equazioni equivalenti sono invece fonda
mentali nel procedimento inverso, ciog p
passare da un’equazione complicata g
un’equazione che indica direttamente la solus
zione.

Ecco due esempi:

x—2=3 &equivalente a x-2+2=3+2 cio¢ x=§
%x =2¢equivalentea 3- % - x=32 ciot x=b

Questi esempi suggeriscono il metodo per
risolvere un'equazione di 1° grado: passaré
dall’ equazione assegnata ad un’ equazione
equivalente che presenta le seguenti caratteri=
stiche:

- al primo membro il coefficiente dell’ incoghi-
ta e 1 e il termine noto é 0,

- al secondo membro il coefficiente dell inco-
gnita é 0 e il termine noto é la soluzione.

Due esempi di equazione da risolvere

Conviene subito meitere in pratica il prOCed"
mento lavorando su due esempi.

L. Per risolvere ’equazione:
1

Z.x+3:5

1 . . . 7at0
S1 puo seguire un procedimento organizza
In pit passi successivi nel modo seguente:

. . 4i 10 grad®
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’equazione ch.e presentz}'ul
un-o () come termine noto. biso-

.iv \

g ; i -3 (che ¢
ne y membro =3 (che
prirm I,iungcre al primo
na & <3, | -
ﬁoPPOSlO Llitl pere un’'equazione tq]uwdlemie(;
i ] anche al seconc

Ma, P¢! qogiungere —- an'c_he al | condo
biso&l ‘[;Fci‘o allora I'equazione equive

1Dh1o.
ucm) <
:C ottenutd:
| o

1 ¢ +3+(3)=5+3)

4

L y=2

a1y =

oe

cio®

e un’equazione che presenta al

RO 2Y  embr | come coefficiente del-
" primo membro

.. bisogna moltiplicare il primo
i eponita, bISOE!
1'incog
membro per 4 ( '
un’equazione equivalente biso-
icare per 4 anche il secondo

PR s D 1
cloe per il reciproco ar - )

ma per avere
gna moltipl
'membI'O.

i i 1’equazi ivalente:
Si ottiene cosi I'equazione equiva

4 L. x=42 cioz x=8
4

La soluzione dell’equazione ¢ dunque:

x=8

M. Risolvere I’equazione:

8x+3=5x-9

1. Per avere un’equazione equivalente che pre-
senta al secondo membro 0 come coefficien-
te dell’incognita, bisogna aggiungere ai due
membri il monomio —5x (che & 1’opposto di
3x); cosi si ha:

8x—5x+3=5x-5x-9 cioe 3x+3=—9

2. Per avere un’equazione equivalente che pre-
senta al primo membro 0 come termine noto
bisogna aggiungere ai due membri il mono-
Mio -3 (che & I'opposto di 3); percio si ha:

3x+3-3=-9-3 cioe 3x=-12
D) ’ » .
3. Per avere un equazione equivalente che ha

al primo membro 1 come coefficiente della

X bisogna moltiplicare i due membri per il

Numerq % (che & il reciproco di 3); cosi si ha:
1, _1 s By
3 X —3-(—12) cio¢ x=-

In defin;
. ity ’ : i
210ne; va 'equazione assegnata ha la solu

X=-4

1. Co
m
® 8l risolve un’equazione di 1° grado

Verificare se la soluzione di un’equazione é corretta

Dopo aver risolto un’equazione ¢ sempre

opportuno verificare se la soluzm\r?e ottenuta €

corretta; per questo si procede cosl:

- si scrive la soluzione trovata al posto della x
nei due membri;

- se il primo membro ri§ulta uguale al secondo
membro, la soluzione ¢ esatta. '

Nell’ultima equazione risolta, che era:
8x+3=5x-9

sostituendo —4 a x, si trova:
primo membro = 8(—4)+3=-29

secondo membro = 5(-4)-9=-29

Percid la soluzione —4 ¢ esatta.

Verifiche
Conoscenze
® Come si riconosce un’equazione di 1°
grado?

@ Spiegare il significato dei se.gugnti ter.ml—
ni, relativi ad un’equazione di 1° grado:
- incognita e soluzione;
- coefficiente dell’incognita e termine
noto;
- primo membro ¢ secondo membro.

® Come si riconoscono due equazioni equi-
valenti?

@ Data un’equazione, come se ne puo otte-
nere un’altra equivalente?

® Quali caratteristiche presenta un’equazio-
ne che fornisce direttamente la sua solu-

zione?

® Qual & il procedimento per risolvere
un’equazione di 1° grado?
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Comprensione

® Spiegare perché ¢ errata le seguente affer-
mazione:

- Per risolvere 1’equazione:
—2x=0

aggiungo ai due membri 2, cosi ottengo la
soluzione:

x=2

@ Spiegare perché ¢ errata le seguente affer-
mazione:

- Per risolvere 1’equazione:

1 x=0
3

moltiplico i due membri per 3, cosi otten-
go la soluzione:

x=3

® Spiegare perché tutte le equazioni seguenti
hanno la soluzione x=0.

2.x=0 —1x= 0 — zx: O
3 3

@ Fra le equazioni seguenti scegliere quelle
che hanno soluzione x=0 e quelle che
hanno soluzione x=1 motivando la scelta.

Bx=0 3r=3 Sx=0 3y;=3
4 4 4
Applicazioni

@ Fra le uguaglianze seguenti scegliere quel-
le che sono equazioni di 1° grado, moti-
vando la scelta.

4-8+6=5-8-2 4-x+6=5-x-2
3x24=2x+3 3x—4=2x+3

@ Fra le equazioni seguenti scegliere le tre
che sono equivalenti, motivando la scelta:

4x=8 x=8.4 x=i _4x=8 —4x=8

@ Scrivere almeno tre equazioni equivalenti
all’equazione:
x=0

@ Scrivere almeno tre equazioni equivalenti
all’equazione:

x=1
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® Scrivere almeno tre equazioni equjy

all’equazione: Aleny
x=-1

® Risolvere le equazioni seguenti, v

- 1
e
do che la soluzione ottenuta & c.\-.;n[\u‘lhcan.
ix=0 -lx:—l ix:i
2 2 2 2 .
3x—4=2x 3x-4=5x+6 )
\
3 5 1
- xt=-"x-1
4 4"

Collegamento con i capitoli precedenti

® Come si valuta il grado di una letterg, §
grado di un monomio e il grado di un pyjj
nomio?
(Vedere il capitolo 6, paragrafo 3)
@ Spiegare perché un numero pud esge

sempre considerato un monomio.
(Vedere il capitolo 6, paragrafo 3)

® Spiegare perché 1’equazione:
x=4
si puo leggere:
1-x+0=0-x+4.
(Vedere il capitolo 6, paragrafo 3)

@ Spiegare che cosa vuol dire la frase: «
monomio —5x & 1’opposto di 5x».
(Vedere il capitolo 6, paragrafo 7)

® Spiegare che cosa vuol dire la frase: «-3¢

I’opposto di 3».

(Vedere il capitolo 1, paragrafo 3)
® Spiegare che cosa vuol dire la frase: «Tj
¢ il reciproco di 4».

(Vedere il capitolo 1, paragrafo 3)

@ Spiegare perché nel paragrafo non si parll}
mai di «dividere i due membri per lo $(e¥
SO nuUmMero».
(Vedere il capitolo 1, paragrafo 3)

Spiegare perché nel paragrafo non st l"'f'd
mai di «sottrarre ai due membri lo S8
monomio.

(Vedere il capitolo 6, paragrafo 7)

- 4o grado
Capitolo nono  Equazioni, disequazioni e sistemi di1°9

Equazioni impossibill

e indeterminate

Forma di un’equazione di 1° grado ‘ |
zione di 1° grado nell‘incognmt‘.\' — 8l
& detto nel paragrafo precedente — & un’ugua-
ljanza fra due espressioni che presentano le
seguenti caratteristiche: )
_nelle espressioni compare la lettera x al 1
grado; ‘
- 'uguaglianza diventa vera solo quando si
sostituisce a x un numero, detto soluzione.

Queste caratteristiche possono essere megli(g
precisate dicendo che un’equazione di 1
grado si presenta nella forma seguente:

Un'equa

px+g=cx+d
dove:
- lalettera x indica I’incognita;
- le lettere p e ¢ indicano dei numeri, che sono
1 coefficienti dell’incognita;
* le Jettere g e d indicano dei numeri, che sono
Liermini noti.
i
Per esempio, si ottiene ’equazione:
2x-3=—4x+9
‘ﬁssando pP=2 g=3 c=4 d=9
“YSI Ottiene invece I’equazione:
*=4 ossia  1-x+0=0-x+4
fi
28a0do p=] g=0 =0 d=4

S .
OWzione di un‘equazione di 1° grado

Cr g . y g
Clerminare la soluzione, si procede nel

do g s » S1 pr
Snaty ,‘\?glle’nle: si passa dall’equazione asse-
lale g:“, Un equazione equivalente che presen-
Cguenti caratteristiche:

2
Qua
Zloni Impossibili e indeterminate

- al primo membro il coefficiente dell’incogni-
ta ¢ 1 e il termine noto & 0;

- al secondo membro il coefficiente dell’inco-
gnita & 0 e il termine noto & la soluzione.

Per ottenere un’equazione equivalente con le
caratteristiche indicate si hanno a disposizione
due procedimenti:

- addizionare ai due membri uno stesso mono-
mio;
- moltiplicare i due membri per uno stesso
numero.
A partire dall’equazione:
px+g=cx+d
si procede allora nel modo seguente:

1. Per avere al secondo membro 0 come coeffi-
ciente dell’incognita, si aggiunge ai due
membri il monomio —cx (che ¢ ’opposto di
¢x); si ha:

px—cx+q=cx—cx+d ciod (p—c)x+q=d
2. Per avere al primo membro O come termine

noto, si aggiunge ai due membri il monomio
—g (che & I’opposto di g); si ha:

(p—C)x+q—q=d—q cioe (p—c)x=d—q

In definitiva, un’equazione di 1° grado puo
sempre ridursi alla forma:

ax=b
dove:

- la lettera a indica il risultato dell’operazione
p—c, cioe si ha a=p—c;

- la lettera b indica il risultato dell’operazione
d—q, cioe si ha b=d—q.
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Si individua infine la soluzione moltiplicando i
due membri per il reciproco di g; si ottiene:
i cax = l_ - b
a a

e quindi la soluzione é:

Le equazioni che, con il procedimento indi-
cato, forniscono una ben determinata soluzio-
ne, sono anche dette equazioni risolubili.

Ma, nella risoluzione di un’equazione di 1°
grado, si possono presentare anche due casi
particolari.

Equazioni impossibili

Una prima situazione & la seguente: si parte da
un’equazione che presenta, nei due membri,
coefficienti dell’incognita uguali e termini noti
diversi. L’equazione ¢ dunque del tipo:

px+q=px+d
che si riduce alla forma:
0-x=b ossia 0=b

Si arriva cosi ad un’uguaglianza che & sempre
falsa; percid non si puo trovare il numero che,
sostituito a x, rende I’uguaglianza vera. In que-
sti casi si dice che 'equazione é impossibile,
cioe non ha soluzione.

Equazioni indeterminate

L’altra situazione da segnalare si trova quando
sono uguali, oltre ai coefficienti dell’incognita,
anche i termini noti.

L’equazione si presenta dunque nella forma:

DX+q=px+q
che pud ridursi alla forma:
0-x=0 ossia 0=0

Si arriva dunque ad un’uguaglianza che rimane
sempre vera, quando si sostituisce a x un nu-
mero qualunque,

In questo caso si dice che I’ equazione ¢ indeter-
minata, perché non determina una soluzione.

Moltiplicando per 0 i due membri di un’equazione
si ottiene sempre un’equazione indeterminata

Ecco un esempio. E data I’equazione:

x=3

Si moltiplicano i due membri per ()
si ottiene:

0-x=0-3 cio¢ 0=0

Cosi, partendo da un’equazione che hy come
zione 3, si ottiene un’equazione indetmmmams
Si conclude dunque che: :

- moltiplicando i due membri dj un'eqy -
per 0, non si ottiene un' equazione Cquivg) e‘-’- )
Chtp.

- si ottiene un' equazione equivalente .o
: == * Molfipy
cando i due membri di una datq eqUazjny
per uno stesso numero, che pero deye esa :

diverso da 0. Ser

0 ta o

Ol

Verifiche

re» monomi da un membro all’altro di un’equazione

Conoscenze ":msporta
® In quale forma si presenta un’equazione g
[e] ) I
1 grado? - ' :;{?ﬁ"l‘a 1
@ Ir_1 quale forma pud ridursi un’equazion Risolvere ’equazione:
di 1° grado? Y Ris R it ]
o ) i _3v-8=06x
® Che cosa significa il termine «equaziong * . N
risolubile»? - | ¢ verificare che la soluzione ottenuta & esatta.
@ Che cosa significa il termine «equaziore m .
impossibile»g? B L'equazione ¢ di 1° grado perché si presenta nella forma:
® Che cosa significa il termine «equaziog px+q=cx+d (1)
indeterminata»? ! b s d=
i | I 000t q=....... C=....... e
gomgrenszonel d L di : 'ﬁ"b'rocedimento per risolvere I equazione si basa sui seguenti passi:
1 equazione ‘ n § y : -
ri(s)(r)tl?lrlfilz meno Que esempt di equazs - Per avere al secondo membro O come coefficiente del_l incognita, st ag
' . . giunge ai due membri il monomio ....... che é I'opposto di .......
@ Portare almeno due esempi di equazione: g . ) ) i due mem-
impossibile. - Per avere al secondo membro O come termine noto, st aggiunge a
@ Portare almeno due esempi di equaziong bri 8, che & I'opposto di ...... . ' .
indeterminata. | - Si ottiene la seguente equazione, equivalente a quella data.
@  Spiegare perché, moltiplicando per 0 ld ; —9x=9
membri di una data equazione, non st 08 N . -
tiene un’equazione equivalente. - Per avere al primo membro 1 come coefficiente dell’incognita, st moltipli-
cano i due membri per ... , che é il reciproco di —9; si ha:
Applicazioni
. . ..o SN (. —9x)=(....... 9
® Esaminare le seguenti equazioni: Bileoss, (e )O)=(.....)O)
PR I Oluzione dell’ equazione ¢ dunque:
=-1
—Sx+2=2 —Sx+2=—5x+2 - . . o
Yerificare se la soluzione ¢ esatta, si sostituisce a X il numero ...... e si verifica

e risolvere i seguenti quesiti:

- indicare 1’equazione impossibile;
- indicare I’equazione indeterminata;
- indicare le equazioni risolubili; .

. s . 1 equér
- determinare la soluzione di ogni ¢4
zione risolubile.

Nel caso assegnato si ottiene:
Primo membro; 3 )—8==5
- Secondo membro: 6(...)+1=—
Qindj | Soluzione ¢

5 Ring)
Risgyye
. 1140 grad® '® equazionj g 10
Capitolo nono  Equazioni, disequazioni e sistem! di1°d Ni di 1° grado
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Il procedimento per risolvere un’equazione ¢ basato dunque su poche re y
applicare, ma risulta in molti casi piuttosto lungo; puo tuttavia diventare
con un’osservazione suggerita dai primi due passi seguiti.

- Quando si aggiunge —6x ai due membri si ha che;
—3x-8=0(x+1 diventa —3x-6.:-8=1
Cosi viene «trasportato» al primo membro il monomio —6x, opposto del Mongy,

6x, che compariva prima al secondo membro.
Si trova dunque ’equazione equivalente:

—Ox—8=1
- Quando si aggiunge 8 ai due membri, si ha che:

P|il ]api {

(1

9x--6=1 diventa -9x=1-+6
Ora si trova «trasportato» al secondo membro il monomio 8, Opposto dj 9
che prima compariva al primo membro. p

L'effetto delle operazioni eseguite pud dunque essere sintetizzato nel modg
guente: si puo trasportare un monomio da un membro all’altro di un’ equaz
dopo averne cambiato il segno.

) 8.
Long

Risolvere rapidamente un’equazione

Attivita 2

Risolvere I’equazione seguente:
Tx+15-3x=124+5x-3-8x+9x

1l procedimento per risolvere I equazione si puoé condurre rapidamente nel modp
seguente:

- Prima di tutto bisogna scrivere I’ equazione nella forma:
px+q=cx+d (1

Per questo occorre addizionare i termini simili al primo ed al secondo
membro, si ottiene I’ equazione:

dx+15=6x+9

- 8i trasporta il monomio 6x al primo membro ed il monomio 15 al secondo
membro, ottenendo I equazione:

....... =T, 08812 —2X=-6
- 8i moltiplicano i due membri per il reciproco di -2, ottenendo:

LT

Si trova cosi la soluzione:

x=3

Attivita 3
Verificare che & impossibile 1’equazione seguente:

3+lx+l:2x—3—x+1—

2 3 2 4
Attivita 4
Verificare che ¢ indeterminata 1’equazione seguente:
3—ix+2x—l=2x+ S
2 4 2 4

Capitolo nono  Equazioni, disequazioni e sistemi di 1° Qrado l

sarigine del segno «=» =S 0 . .

!:o ﬂg ine equazione viene dal latino aequatio e cioe dall“ aggettivo aequalis, che
;All-f'teg;l:ca uguale; il termine ricorda che il primo membro & uguale al secondo.
g Lo sviluppo dell’algebra & tutto basato sulla scrittura di due membri ugua-
E'll*i‘; si scrive per esempio:

542=7 3x+1=1-3x 2x=x+x (1)

‘Ma si scrive anche:
Bx+1=4 2x=x+1 4x=8 (2)

Si osserva subito che fra le uguaglianze (1) e (2) ¢’¢ una differenza sostanziale:

- tutte le uguaglianze (1) sono sempre vere e percio sono scritte per asseri-
re una verita; ' al

- le uguaglianze (2), invece, diventano vere solo quando si sostituisce a x un
particolare numero, che deve essere trovato; n questi (za31 dungue s'1 scrive
un’uguaglianza per ricercare un numero. Per esempio I’'uguaglianza:

4x=8

dovrebbe essere letta nel modo seguente: «Qual € il numero che, molti-
plicato per 4, da come risultato 87».

Il segno «=» viene dunque adoperato in due modi diversi:
I. per asserire un’uguaglianza sempre vera;
II. per ricercare un numero che rende vera un’uguaglianza.

Senza dubbio il secondo modo & meno chiaro, proprio perché nasconde una doman-
da, un problema da risolvere. , _

Ma, ci si chiede, qual & ’origine di questo segno cosi particolare? .

E in un testo inglese di algebra del 1557 che compare per la prima volta il
Segno «=». 1l testo & scritto dal matematico inglese Robert Recorde '(ﬂg. 1), che
COmmenta I’introduzione del segno «=» con queste parplg: «Indico 1 uguag]rc%nza
Con una coppia di parallele, due segmenti “gemelli”, e cio¢ della stessa lunghezza,
Perché due cose non possono essere pill uguali di queste». _

Recorde aveva anche scritto un libro di aritmetica nel 1542, ma in
qQuest’opera non si trova il segno «=», che compare invece nel suo successivo
Wattato dj algebra, proprio a proposito delle equazioni. '

. Recorde sente dunque il bisogno di un simbolismo breve ed espressivo per
Stimolare i] lettore alla ricerca dell’incognita, e cioe per risolvere un pmblema. Il
5€gno «=» nasce dunque strettamente collegato con le equazioni e solo in un
S€Condo tempo lo stesso simbolo verra usato per asserire una verita,

e .
$uazioni e il segno «=»

|
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Figura 1

Il frontespizio del libro
di Robert Recorde dove
viene introdotto per la
prima volta il segno «=»

382

Il concetto di «uguale» nelle lingue primitive

L'utilizzazione dello stesso segno «=» con significati diversi & diventat

ristica del simbolismo matematico; d’altra parte, 'uso dello stesso

«uguale» in situazioni diverse & caratteristico di molte lingue evolute,

trova ovunque. ’
Ecco un esempio che illustra quest’affermazione.

Nella lingua africana haussa si trova che:

a Caragge.
V()Cabol
na n()n.s.i

Equazioni e identita,
predicati e quantificatori

- un detto vocabolo significa «uguale» quando si deve indicare il ri
di un’addizione;

- un altro vocabolo significa «uguale», quando si deve indicare il rigy]
di una sottrazione; tato
i

- un altro vocabolo ancora viene usato per indicare 1’ i
: : e I'uguagli —
triangoli. s ' Buagllanza fralg
Cosi, in questa, come i molte altre lingue cosiddette primitive, che sono ancg |
oggi largamente diffuse, non c’¢ un solo vocabolo che significa «uguale»; sj ¢ %
vano invece tante parole diverse, ciascuna legata ad una particolare‘-situazi,one - |
i _ I¢

The wbetltone
of luitte,

Yobiche is the leconde parte of
A’,‘,‘*‘“}‘;"‘"“"},‘:‘"”"“ thectrac-
oNno 4 Cofii,
kgt s d i
the twookes of Sarde
Nowders.

Though wany fones doe bearegreate pri
‘!}n ;ﬁ?d!c;ne{sﬂ rexenfice e

s neadefull andin woorke as fbrannge:
Dullethinges and barde it will fo ::Evge,
Andmake them [barpe g0 right good v/e:
Al Kkmowe,shei can vot chufe,
St /e bis belpe:yet wsmen fae,

Noe /b efemesh init o bee,

Tbe grounde of artes did brede ¢bix flone:
His vfe is greate andmoare thew one,
Hereifvou liff your wittes to wheste,

Moche [barpeneffe therly fhall you gette.
Dulle wittes bereby Joegrutef; mende,
Sharpe wittes are fined to their fulle cude,
Not proue,and praife,«s you doe finde,
Andto your felf be mos vokinde.

@ Thele WBookes are te bee folde,at
the @ efie dooze of Poules,
by 3bon kyngttone.
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Equazioni @ identita
Nello sviluppo dell’algebra si trovano spesso
delle uguaglianze fra termini letterali; ma que-

ste uguaglianze non hanno sempre lo stesso

significato. Ecco due esempi.
I. Siscrive:
x+2v=15 (1)

per dire: «Ricerca il numero che, aggiunto al
suo doppio, da come risultato 15».

Luguaglianza (1) diventa vera solo quando si

sostituisce a v un particolare numero, in questo
caso 9, altrimenti ¢ falsa.

Un’uguaglianza di questo tipo ¢ detta equazio-
ne ¢ il numero che la rende vera & la soluzione
dell’ equazione.

1I. La formula;
X+2x=3x (2)

§1 potrebbe leggere in modo analogo e cioé:
«Ricerca il numero che, aggiunto al suo dop-
P10, da come risultato il suo triplo».
sfla‘ SI nota subito che questa uguaglianza _é
€ra per qualunque numero, percid prende il
home di identita.
se;;(:f:::l“? (2) si pud allora leggere nel modo
G0 ei '\«‘Qualun_que numero, aggiunto al suo
e (I" come risultato il suo triplo». .
Seml;r; c‘l.lzsllmzmne fra equaziont e [denma
fhte "l L {mra nella sostanza, ma non € allre_.t-
Chiara nella forma, perché la stessa scrit-

Ura ecnr: v S v
. €Sprime due situazioni profondamente
Verse:

" €qQuazj s ' o
Quazione, cioe uguaglianza fra termini let-

terql; N : o
all I’ che ¢ vera solo quando si sostituisce
‘Cltera un particolare numero;

3.E
* BQua; ¢ o
Uizion| e identita, predicati e quantificatori

- identita, cioé uguaglianza fra termini lettera-
li, che é sempre verda.

La logica matematica pud aiutare a chiarire
meglio 1’argomento. Ecco come si puo ragionare. ‘ ;\

Proposizioni e predicati

Le formule possono essere raggruppate in due

categorie: F\ l
A. Formule in cui compaiono solo numeri, per ].
esempio: i
5+2:5=15 442-4=15 i
!

5+2-5=3-5 9+2-9=39

B. Formule in cui compaiono anche delle let-
tere, per esempio: i

x+2x=15
x+2x=3x

Le formule di tipo (A) esprimono con un lin-
guaggio sintetico delle proposizioni, cioe delle
frasi che sono sicuramente vere o false; per
esempio la formula: ;
5+2:5=15

esprime una proposizione vera, che potrebbe
essere espressa con la frase:

«5, addizionato al suo doppio, da come risulta-
to il numero 15».

Analogamente si trova che la formula:
442.4=15

esprime una proposizione falsa.
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Infine esprimono |roposizioni vere le formule
seguenti:

5+2-5=3-5 e 9+2:9=3.9

Le formule di tipo (B) sono diverse: contengo-
no una lettera, che ¢ come una scatola vuota;
per decidere se una di queste ultime formule &
vera o falsa bisogna sostituire al posto della
lettera un numero.

Per esempio, la formula:

x+2x=15

potrebbe essere espressa con la frase: «Un
numero addizionato con il suo doppio da come
risultato 15».

Questa frase diventa:

- una proposizione vera se al posto di x si so-
stituisce 5;

- una proposizione falsa se al posto di x si so-
stituisce 4.

E cosi la formula:
X+2x=3x

potrebbe essere espressa con la frase: «Un
numero addizionato con il suo doppio da come
risultato il suo triplo».

Questa frase diventa sempre una proposizione
vera, quando si sostituisce a x un qualunque
numero.

Le formule del tipo (B) prendono anche il no-
me di predicati. Il nome & collegato alla frase
corrispondente alla formula: si tratta di una
frase in cui ¢ precisato il predicato, mentre
resta generico il soggetto.

Il quantificatore universale

Un predicato diventa dunque una proposizione
quando al posto della lettera si sostituisce un
numero.

In un predicato si possono allora sostituire vari
numeri al posto della lettera ed esaminare le
proposizioni ottenute.

Per esempio, nel caso di:

X+2x=3x

si trova che sono vere tutte le proposizioni
ottenute sostituendo alla lettera un numero; pitl
brevemente si dice che:

- per qualunque numero x & vero che:

x+2x=3x

oppure;
- tutti i numeri rendono vero che:

x+2x=3x

384

Queste frasi vengono sintetizzate in{yq
il simbolo «V», che prende il nome d;
ficatore universale.

d u(:e n
Tany

11 simbolo & una lettera A rovesciata ¢ PR
bilmente ¢ legato alla parola inglese 4y “cba;.

significa «tutti». he
Cosi le due frasi precedenti vengono Sinteg
zate scrivendo: 2.

Vx (x+2x=3x) 3

Questa scrittura (come le due frasi COrTigpgn:
denti) manca pero di un’informazione: ip qlllﬂl"
insieme numerico si scelgono i numer; di
sostituire a x.

Se, per esempio, si pensa di lavorare cond
numeri razionali, bisogna scrivere nella (3):

x€Q
cioe:
«x appartenente all’insieme dei razionali»

Si fa quindi uso del simbolo di appartenep
ad un insieme, che si indica con «€ ».,

Si scrive dunque:
VxeQ (x+2x=3x)

che si legge:
- tutti i numeri razionali rendono vero che:

x+2x=3x

oppure: .
- per qualunque numero x appartenente als
I’'insieme dei razionali € vero che:

x+2x=3x

Il quantificatore esistenziale
Analoghe considerazioni si possono ripetere i
partire dal predicato:

x+2x=15 |

|
In questo caso perd, quando si sostituiscond =
dei numeri al posto della lettera, si trova und
situazione diversa:
- ¢ vera la proposizione ottenuta scrivend
numero 5 al posto della lettera x, cioe:

5+2:5=15

|

o il

L i-
- sono false tutte le proposizioni ottenute _S({St
tuendo a x altri numeri, come per esemp1o-

042:0=15 142:1=15 4,5+2:4,5=13

;g0 qrado
Capitolo nonc  Equazioni, disequazioni e sistemi di 1 gré

one viene allora descritta da una
i -

jtuazion® * -
L3 * ceguenti Ot :
delle un numero razionale che rende vera:
. {rova
_gitro

x+2x=15

€
oppu"
. esiste
4+ 2x=15
vengono sintetizzate introducendo
I». che prende il nome di quantifi-

[ nUMero razionale che rende vera:
u

i lo «
1 simbol0 S, ot
il tore esist nziale. N st
e Jbolo & und lettera E rovesciata, legata alla
{| sin
yarold «
lnlru(luccq(
due frasi §1 5¢

JreQ

[iﬁis[c». = X J
jo il quantificatore esistenziale, le
rivono nella forma seguente:

(x+2x=15)

{1 ruolo dei quantificatori _ .
]quanlil'iculori non portano a scoprire (]ll.’:l}]l
cono i numeri che, sostituiti alla lettera, rendo-
no un’uguaglianza vera; dicono perd quanti
sono questi numeri. Cosi si ha la possibilita di
gerivere le equaziont in modo diverso dalle

identita. '

Ecco altri due esempl.
Vxe Q (Bx—x+2=2x+2)
¢ un’identita
ke Q (Ba—x+2=x-2)

¢ un’equazione

Verifiche

Conoscenze

®  Come si distingue un’identita da un’equa-
Zione?

@ Come si riconosce un predicato?

g
Wazion; ¢ identita, predicati e quantificatori

® Leggere le formule seguenti e spiegarne il
significato.

VxeQ (x+2x=3x) Axe Q (x+2x=15)

VxeQ (2x-2x=0) Jxe Q (2x+4=0)

Comprensione

@ Portare qualche esempio di identita.

® Portare qualche esempio di equazione.

® Spiegare quale ruolo hanno i quantificatori.
@ Scoprire I’errore nelle seguenti formule:

Axe Q (x+4=4+x) VxeQ (x+4=4)

® Modificare le formule precedenti in modo
da renderle corrette.
® Scoprire I’errore nelle seguenti formule:
1
JxeZ (2x=1) VxeZ (4:x:4 ;)

VxeN [4—-x=4+(—x)] dxeN (4+x=0)

@ Modificare le formule precedenti in modo
da renderle corrette.

Applicazioni

® Fra le uguaglianze seguenti scegliere le
equazioni e le identita, motivando la scelta.

x—x=0 x+x=0
S 3,13,
4573 4774

@ Riscrivere le uguaglianze precedenti com-
pletandole con i corretti quantificatori.

Collegamento con i capitoli precedenti

@ Come si riconosce una proposizione?
(Vedere il capitolo 6, paragrafo 2)
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\Scheda informativa

I quantificatori e la negazione

Equazioni impossibili esaminate mediante i quantificatori ]

Nel paragrafo precedente si & visto come i quantificatori permettano di esprimere
con chiarezza il significato di una formula. Ecco gli esempi gia trattati. '

- Quando si scrive:
Jxe Q (x+2x=15)

si ha un’equazione, che ha la soluzione 5; si ha cio& un predicato che diventa up;
proposizione vera solo quando si sostituisce alla lettera il numero 5.

- Quando si scrive:
VxeQ (x+2x=3x)

si ha un'identita; si ha cio¢ un predicato che diventa una proposizione vera quan:
do si sostituisce alla lettera un qualunque numero razionale. In questo ¢aso
I"identita puo anche essere considerata un’equazione indeterminata.

Rimangono da esaminare le equazioni impossibili, per esempio:

x-x=2

Questa uguaglianza puo essere descritta con una delle frasi seguenti:

«non esiste un numero razionale che rende vera x—x=2» @D
oppure:
«per qualunque numero razionale non & vero che x—x=2» (1D

In queste due frasi & presente la negazione, che viene espressa abitualmente cOft
il simbolo «~» (cfr. il capitolo 7, paragrafo 2).

- La frase (I) puo essere allora sintetizzata nel modo seguente:
~3xeQ (x—x=2)

- La frase (II) diventa invece:
VxeQ [~(x—x=2)]

— do
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Guantifcatori enegazione iy feta. det
Qu edenti considerazioni portano a scoprire un'importante proprieta dei
Le P:fg catori: la negazione consente di trasformare una frase che contiene il

quantificatore

one € quantiﬁcatori.
La formula:
IxeQ (x+2x=15)

7

significa che"

«esiste un numero razionale che rende vera x+2x=15»

La stess

«non & vero che per qualunque razionale non & vera x+2x=15»

rettamente 12 situazione e puo essere sintetizzata
~VxeQ [~(x+2x=15)]

o un’altra formula da esaminare:
VxeQ (x+2x=3x)

& O
Ve g 1 e:
‘che s1 legge:

«qualunque razionale rende vera x+2x=3x»

-‘vendo:

~dxeQ [~(x+2x=3x)]

e Q (x+2x=15) equivalea

i VxeQ (x+2x=3x) equivale a

%jf'pub dunque concludere che la negazione permette di sostituire il quantificato-

Irg'universale con quello esistenziale e viceversa.
|
|

lqu
A
ntlﬂcatori e la negazione

esistenziale in una frase che contiene il quantificatore universale.
Feco altre situazioni che conducono a riflettere sul collegamento fra nega-

a situazione potrebbe anche essere descritta dicendo che:

uesta seconda frase ¢ certamente pili complicata della prima, ma descrive cor-

La stessa situazione potrebbe essere descritta dicendo che:

«non esiste un razionale per cui non € vero che x+2x=3x»

_0 schema seguente riassume i risultati raggiunti:

scrivendo:

~VxeQ [~(x+2x=15)]
~Jxe Q [~(x+2x=3x)]
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Equazioni di 1° grado

con coefficienti letterali

Da un problema ad un’equazione con
coefficienti numerici

Nella scheda «Attivita» all’inizio di questo capi-
tolo si € esaminato un problema economico che
conduce a scrivere un’equazione di 1° grado in
un’incognita. Ecco di che cosa si tratta.

Si esamina il bilancio di una ditta di automobi-
li, trovando in un dato anno le seguenti entrate
ed uscite (in milioni di lire) descritte nella
tabella A.

Il problema legato a questo bilancio ¢&: sapere
quante automobili bisogna vendere ogni anno
per chiudere il bilancio in parita, cio¢ per avere
le entrate uguali alle uscite.

Per trovare la risposta si traduce il problema in
simboli, per esempio nel modo seguente:

- si fissa I’attenzione sul numero da determipgs

re, che ¢ il numero di automobili da vendep:

in un anno;

- si indica questo numero incognito, con la g
tera x; |

- si valutano le entrate totali, tenendo presente
che:

a. il contributo annuale dello Stato (8000) ¢
gli interessi (4000) sono dati fissi; '

b. il ricavo totale dipende invece dal numerg
x e si ha che: vendendo x automobili si fis
cavano 12-x milioni.

Si trova in definitiva che le entrate totali E so-

no date da:

E=8000+4000+12x

Tabella A
Entrate Uscite
Contributo dello Stato 8000 Salari 20000
Interesse sul capitale 4000 | Costi d’impianto 2000
Ricavo per ogni auto 12 Costo del materiale
e dell’energia per produrre
un’auto 3
Costo del collaudo e del
o trasporto di ogni auto 0,7
Percentuale data al venditore,
per ogni auto 0,3
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o in modo analogo, si calcolano le
cite totali U, date da:
4 U=20 000+2000+3x+0,7x+0,3x

per poter avere il bilancio in parita, deve
Oréd,
esSere:

E:U
L.i()é:

ere 1'equazione assegnata, si puo pro-

1+120=20 00042000+ 3x+0,7.+0,3

per risolv
cedere COSt: .. = :

gj «(rasportano» tutti i monomi in .x al primo
I membro € tutti i termini noti al secondo

membro, scrivendo:

12x—0,3x—3x—0,7x=20 000+2000-8000-4000

2.5i addizionano i monomi simili, ottenendo:
8x=10 000

3. Si dividono i due membri per 8, che ¢ il co-
efficiente di x, ottenendo il richiesto numero
di automebili, dato da:

x=1250

Svantaggi dei coefficienti numerici

Si osserva subito che il procedimento seguito
per arrivare a scrivere e risolvere I’equazione ¢
abbastanza lungo e viene utilizzato solo per
I’anno esaminato; se 1’anno successivo cambia
qualcuno dei dati numerici, bisogna ripetere
Iintero procedimento.

Un’equazione con i coefficienti letterali

Ecco allora come si pud ragionare per avere un
procedimento piu efficiente: fra le entrate e le
uscite si trovano sempre le stesse voci, che
perd possono assumere ogni anno un diverso
valore numerico; conviene allora indicare cia-
scuna voce con una lettera, per esempio come
¢ mostrato nella tabella B.

Cosi, per determinare il numero x di automobi-
li che porta il bilancio in parita, si arriva a scri-
vere la seguente equazione:

S+HI+Rx=P+C+Mx+Tx+Vx

In questa equazione si trovano delle lettere con
un preciso significato:

- la lettera x indica I’incognita da determinare;

- le altre lettere assumono un valore fisso ogni
anno, ma possono cambiare da un anno
all’altro; queste lettere, che nell’equazione
rappresentano i coefficienti, prendono ora il
nome di coefficienti letterali.

Risolvere un’equazione con i coefficienti letterali

Con queste indicazioni si puo risolvere 1'equa-

zione, riproducendo il procedimento di risolu-

zione seguito nel caso dei coefficienti numeri-

ci; ecco che cosa si ottiene.

1. «Trasportando» al primo membro tutti 1 mo-
nomi in x e al secondo i termini noti, si ha:

Rx—Vx—Mx—Tx=P+C-S-1I

2. Raccogliendo al primo membro il fattore
comune X, si individua il coefficiente della x;
si scrive:

(R-V-M-T)x=P+C-S-1

Tabella B
Entrate Uscite
Contributo dello Stato S Salari (0paghe) P
Interesse sul c;;)i;e I ; Costi d’;mpianto . C
Iiicavo per ogni auto R =1 Costo del materiale

e dell’energia per produrre
un’auto M

Costo del collaudo e del
trasporto di ogni auto T

' SQuazioni 4:
azionj gj 10 grado con coefficienti letterali

Percentuale data al venditore,
per ogni auto A%
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3. Dividendo i due membri per 1’espressione
che rappresenta il coefficiente di x, si ottiene
la soluzione richiesta, data da:

. P+C-S-1
R-V-M-T

Questa soluzione dell’equazione puo essere
utilizzata ogni anno, senza dover pill ripetere il
procedimento; basta sostituire alle lettere i
numeri. Per esempio, per 1’anno esaminato
all’inizio, si ottiene:

= 20000+2000-8000—4 000

=1250
12-0,3-3-0,7

Scoprire problemi indeterminati o impossibili

L’equazione con coefficienti letterali offre
un’altra notevole opportunita: prevedere i pro-
blemi impossibili e quelli indeterminati. Infatti,
osservando 1’equazione:

(R-V-M-T)x=P+C-S-1

si pud subito dire che I’equazione diventa inde-
terminata se entrambi i suoi coefficienti valgo-
no 0 e cioe risulta:

R-V-M-T=0 ¢ P+C-S-I=0
ossia:
R=V+M+T e P+C=S+I

Questo risultato si interpreta facilmente dal
punto di vista economico:

- la condizione
P+C=S+I

significa che le entrate fisse (P+C) sono
uguali alle uscite fisse (S+I);

- la condizione
R=V+M+T

significa che, per ogni automobile venduta, il
ricavo (R) ¢ uguale al costo totale di produ-
zione (V+M+T);

- quando si realizzano entrambe le condizioni,

il bilancio ¢ sempre in parita, indipendente-
mente dal numero di automobili vendute.

L’equazione diventa invece impossibile se vale
0 solo il coefficiente della x e ciog si ha:

R-V-M-T=0 ¢ P+C-S-1#0
ossia:

R=V+M+T e P+C#S+]
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In questo caso infatti si ha che:

- per ogni auto venduta, il ricavo (R) & ,
al costo totale di produzione (V+M+T):
ma:

lgua‘le

- le entrate fisse (P+C) non compengy
uscite fisse (S+1) e percio il bilancio ng

g A 0 Sary
mai in parita. ary

[ vantaggi dei coefficienti letterali

L’esempio trattato mostra alcuni notevolj van
taggi offerti dalle equazioni con coeff; iciem?
letterali: i

- si puo avere una formula che da la soluzione

di tutti i problemi di uno stesso tipo, evitangg
di ripetere pil volte gli stessi calcoli;

- 81 possono scoprire problemi indetermina g

impossibili, conoscendo cosi in modo

iv
approfondito la natura di un problema. Py

Incognita e coefficienti in un’equazione letterale

Nel paragrafo 1 di questo capitolo si era dettg
che, in un’equazione, non si deve necessaria-
mente indicare 1’incognita con la lettera x, ma
si puo anche usare un’altra lettera; cosi, per
esempio, 1’equazione

3x+6=0

pud anche essere scritta in uno dei seguenti
modi:

3y+6=0 3m+6=0 3aq+6=0

In tutti i casi nella formula & presente un’unica
lettera, che abitualmente indica appunto 1’inco-
gnita.

Ma le formule non sono altrettanto chiare
quando anche i coefficienti di un’equazion€
sono rappresentati da lettere; per esempio, scil-
vendo:

am+b=0
non si precisa quale lettera indica I’incognita.

In questi casi si deve precisare la formula,
dicendo, per esempio: |
«Risolvere I’equazione am+b=0 rispetto all’in-
cognita m».

Cosi risulta chiarito che la lettera m rappresefl”
ta I’incognita, mentre a e b indicano i coeffl
cienti e quindi la soluzione ¢ data da:

b

m=-—-"-
a

Capitolo nono  Equazioni, disequazioni e sistemi di 1° Qfado

bbe anche dire: |
I'cquuzione am+b=0 rispetto all'in-

a 81 pore

jsolvere
cognitd @ |
fn tal caso la 8O

b
“m

uzione sarebbe:

a =
|usione, quando si scrive un’equazione
In C'U"Ll't'néicnli letterali, si hanno due alternative:

con
_ indicare

coe X : o -
|’incognita con x € 1 coefficienti con

jtre lettere dell’alfabeto, |
; sente le lettere, ma indicare espli-

qre liberan tere, ma !
g u?[d:l:.cnlc quale lettera indica I'incognita.
cité

Vverifiche

Conoscenze . .
@® Che cosa vuol dire che un’equazione ha 1

coefficienti letterali?

@ Indicare il procedimento da seguire per
risolvere un’equazione di 1° grado con
coefficienti letterali.

® In un’equazione di 1° grado con i coeffi-
cienti letterali come si distingue 1’incogni-
ta dai coefficienti?

Comprensione

® «Inventare» un’equazione di 1° grado con
coefficienti letterali.

@ Risolvere I’equazione scritta prima.

® Esaminare 1’equazione «inventata» e pre-
vedere i casi in cui risulta impossibile o
indeterminata.

®  Esaminare I’equazione:

2x=2x+a

Indicare i casi in cui I’equazione & impos-
sibile,

4 Equasinr:
Quazion; dj 1o grado con coefficienti letterali

]

Indicare il caso in cui I'equazione ¢ inde-

terminata. L’equazione pud essere risolu-

bile per qualche valore del coefficiente a?
® Esaminare 1’equazione:

ax=ax+2

L’equazione pud essere indeterminata?
L’equazione pud essere risolubile?

Applicazioni
® Esaminare la seguente equazione:
ax+a+1=0

in cui x ¢ I'incognita. ‘ .
Indicare il caso in cui I’equazione ¢
impossibile. _
L’equazione pud essere indeterminata?
Risolvere ’equazione rispetto all’incognita x.

® E data la seguente equazione:
am—b=m

Se m indica I’incognita, in quali casi
’equazione & impossibile e in quali ¢
indeterminata? _ )

Risolvere ’equazione rispetto all’incognita .
Se a indica I’incognita, in quali casi
I’equazione & impossibile e in quali ¢
indeterminata? .

Risolvere I’equazione rispetto all’incognita a.

Collegamento con i paragrafi precedenti

® Che cosa si intende con il termine «coeffi-
cienti di un’equazione di 1° grado»?
(Vedere il paragrafo 1)

@ In un’equazione di 1° grado come si
distinguono i termini noti dai coefficienti
dell’incognita?

(Vedere il paragrafo 1)

® Come si riconosce un’equazione di 1°
grado impossibile?
(Vedere il paragrafo 2)

@® Come si riconosce un’equazione di 1°
grado indeterminata?
(Vedere il paragrafo 2)
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Figura 1

Un corpo che si muove
di moto rettilineo
uniforme a partire da A

392

écheda applicativa

Le equazioni di 1° grado
€ 1l moto rettilineo uniforme

Problemi legati alla legge del moto a velocita costante
In fisica si studia il movimento di un corpo che percorre una traiettoria rettilipe

con velocita costante v, allontanandosi dal punto di partenza O; in tal caso, |g
distanza s del corpo dal punto O varia al variare del tempo ¢ secondo la legge:

S=vt

Se, invece, il corpo parte da un punto A, diverso da O, si pud indicare con q lg
distanza AO e si trova la legge (fig. 1): '

S=vi+q

che ¢ anche detta legge del moto uniforme.
In questa legge compaiono quattro lettere che indicano diverse grandezze

fisiche e cioe:

s indica la distanza del corpo dal punto O;

v indica la velocita del corpo;

t indica il tempo che trascorre;

¢ indica la distanza del punto di partenza A da O. :
A partire da questa legge si possono allora creare vari problemi; ecco degli esempi. ' |

s =vt+q

rado
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~ e ista 2 metri da O e si muove con velocita
: %ip;n;:eg?lalp::égnﬁo;cg%\?leqsti trova il corpo dopo 3 secondi?
.--s-ws;a & immediata; sono infatti dati:
Wi |zodistanz.a di A da O, che & di 2 m, ciog ¢=2:
: |a velocita di 5 metri al secondo, ciog  v=5;
_ il tempo trascorso (3 secondi), cioe t=3.

allora sostituire i numeri alle lettere e si trova subito:

Basta
§=5-3+2 eciot¢ s=17m

A che dista 10 metri da O e, dopo 5 secondi, si
e aad (;ﬁ:ggstiﬁzl;n d?g?)‘?netri da O; qual & la velocita del coI:'po?
qo:isposm non & altrettanto immediata e si pud procedere in due modi:
;,aSi risolve solo il problema assegnato, ossgrvando che sono dati:

5. |a distanza di A da O, che & di 10 m, cioe q=10;

g9 Un cOrp:

- il tempo trascorso (5 secondi), cioe 1=5;
~ _jadistanza da O, che & di 50 m, cio¢ s=50.
sb’stituendo i numeri alle lettere si trova la formula:
' 50=5v+10

che & un’equazione di 1° grado nell’incognita v. Risolvendola si trova:
1

5y=50-10 ciod 5v=40 e quindi v =? -8

Si trova in conclusione:

v=8 metri al secondo

I1. Si risolvono tutti i problemi dello stesso tipo, € questo ¢ certamente piu con-
‘veniente; ora si osserva che sono dati i valori di s, f € g e bisogna ricavare v,
percio si deve risolvere 1’equazione:
§=VI+q
rispetto all’incognita g. Si ottiene:
° . S—i
vt=s—q equindi v= t—q

 Si osserva subito che ’equazione & indeterminata nei casi seguenti:
s—q=0 e =0 cioe s=q e =0
Questo risultato si interpreta facilmente dal punto di vista fisico:
=0 indica ’istante in cui si comincia a contare il tempo;
s=q significa che il corpo si trova in A, a distanza g da O.
! Queste due sole condizioni non permettono di determinare la velocita v: quan-

do si comincia a contare il tempo, il corpo si trova sempre nella posizione di
Partenza A, qualunque sia la sua successiva velocita.

 Lequazione & invece impossibile se si assegnano i seguenti dati:
{ s—q20 e =0 cioe s#q e t=0
‘Anche questo & un risultato facilmente comprensibile: non si pud trovare alcun
Valore della velocita che modifichi la posizione del corpo al tempo ¢=0.
SLpud inoltre ritrovare subito il risultato ottenuto prima, dato da:
50-10 _¢
y= 5 —

Lo,
SQUazionj dj 1 grado e il moto rettilineo uniforme

P T e _ _

z':
i
i
3
3

393




394

3. Un corpo parte da un punto A, che dista 20 metri da O e si muove alla
di 10 metri al secondo; dopo quanto tempo si trova a 50 metri da O?
In questo problema I’incognita & il tempo ¢, percid si & condotti » risolye
un’equazione del tipo: o

Clogg

s=vt+q

o

rispetto all’incognita #; si ha:

vt=s-q equindi =39
v

L’equazione risulta indeterminata se sono dati:
s=q=0 e v=0 vcioe¢ s=¢ e v=0
Questo risultato ¢ facile da interpretare:
v=0 significa che il corpo sta fermo;

s=q significa che il corpo si trova in A, a distanza g da O.

Queste due condizioni si verificano sempre: se il corpo sta fermo, rimane sam
pre nel punto A, qualunque sia il tempo trascorso; percid in questo modo
s1 puo determinare il valore del tempo.

L’equazione ¢ invece impossibile se sono dati:

s—q#0 e v=0 ciot¢ s#g e v=0
Infatti, se il corpo sta fermo, non si pud trovare in nessun istante in una POSis

zione diversa da A.
Si puo infine risolvere il problema numerico assegnato, trovando:

.- 50-20
10

4. Un corpo, che si muove alla velocita di 5 metri al secondo, si trova dopo 12
secondi alla distanza di 100 metri da O; qual & la posizione iniziale del corp
In questo caso si deve trovare la posizione iniziale del corpo, ciog la distanza
g; percio si deve risolvere 1'equazione:

cioe =3 secondi

S=Vt+q
rispetto all’incognita g. Si trova subito:
q=s—vt

Si nota inoltre che il coefficiente dell’incognita vale sempre 1 e percid 1'equas
zione ha sempre una soluzione.

Esaminando infine il caso numerico assegnato, si trova:
g=100-12-5 cioe¢ ¢=40 metri

Incognita e coefficienti nei problemi esaminati
I problemi esaminati suggeriscono un’osservazione; nella legge:
s=vt+q
compaiono quattro lettere (s, v, ¢, g) e percid si possono creare quattro tipi di pro-

blemi, scegliendo una delle lettere come incognita e considerando le altre comé
coefficienti fissi. I quattro tipi di problemi sono dunque i seguenti:

1. Fissato il valore di g, ¢ e v, ricavare s;

2. Fissato il valore di s, ¢ e g, ricavare v; 0

3. Fissato il valore di s, v e g, ricavare ¢
4. Fissato il valore di s, ¢ e v, ricavare q.

s o
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Dalla geometria analitica
ai sistemi di 1° grado

Le coordinate del punto d’intersezione di due rette
Attivita 1 o )
Sono date due rette 7 € § che hanno le equazioni seguenti:
() y=x4  (8) y==2x+5
_Determinare le coordinate di alcuni punti di queste due rette completando le
tabelle seguenti:

Tabella A ateliaic
5 y=x—4 x | y=—2x+3
0 | = o | 5
1| & >
2 T
3 ‘ i) 3 | -1

- Qual & I’unica coppia di numeri che compare in entrambe le tabelle? _
Infig. 1 (pagina seguente) sono rappresentate, sullo stesso rlferm}ento cartesiano,
le due rette r e ; le due rette si incontrano in un punto P, che & detto punto di
intersezione delle due rette. .

- Spiegare perché si pud affermare con certezza che il punto d’intersezione Phale
coordinate seguenti:

P(3; -1)

Un sistema di due equazioni in due incognite
al punto dj vista algebrico, un’uguaglianza come la seguente:
y=x—4

CUn’ equazione dj 1° grado nelle due incognite X ey. . .

’ La soluzione di questa equazione non pud essere un unico NUMEro: und

‘(:{“z“”"(’ ¢ una coppia di numeri da sostituire a X e 'y in modo da ottenere
YUguaglianza vera.

a|
la 9eometria analitica ai sistemi di 1° grado
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Figura 1
li-punto

d’intersezione
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di due rette

Pero I’equazione non determina una sola soluzione: le coppie di nume

la risolvono sono molte, alcune delle quali sono proprio quelle elencate nella
la A di fig. 1.

Anche ’uguaglianza:
y=22x+5

¢ un’equazione di 1 grado in due incognite, che ha molte soluzioni; alcune fr

queste sono elencate nella tabella B di fig. 1. 4
Osservando le due tabelle, si nota che ¢’ un’unica coppia di numerj ch

compare in entrambe; & la coppia: S

3;-1

I ¢l
¢
label

Questa coppia & soluzione di entrambe le equazioni: sostituendo a x il primo Nume.
liang
e‘

ro (3) e a y il secondo numero (-1) le due equazioni diventano due uguag
vere.

Piu precisamente si dice anche che la coppia (3; ~1) & la soluzione de] Ses
guente sistema di equazioni:

y=x—4
y==2x+5

In questa scrittura & essenziale la parentesi graffa che collega le due equazionjy
questa parentesi ricorda infatti che, per risolvere il sistema, le due equazioni del.
bono diventare entrambe due uguaglianze vere.

La soluzione del sistema & stata trovata per tentativi; non si tratta certo de| \

procedimento pil rapido e generale.

Ecco allora come si pud ragionare per trovare pill rapidamente la soluzione
del sistema.

Tabella A
x y=x-4 A
o [ = y
1 -3
3 =1
Tabella B
X | y=2x5
0 — 5
1 3
3 -1

-~

~V
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(i0s D
4 ﬂil:(t){;l'da che: . :
1 |e due equazioni rappresentano due rette; ) .
_1a soluzione del sistema indica il loro punt(? d }nterseglone; i
- questo punto d’intersezione deve avere un'unica ordinata y. Dovra dunque
risultare:
x4=—2x+5

osi ottenuta un’equazione di 1° grado, che contiene la sola incognita x € per-

Si t:tg quindi di ricavare ’ascissa x del punto d’intersezione; si ha:
me
da Clli:
x=3
Jordinala del punto si puod ricavare dall’equazione della retta r; si ha:
40 ;
V= i =

Lo stesso valore dell’ordinata si otterrebbe ovviamente a partire dall’equazione
Jella retta s; si ha infatti
Y=2 eI
[n definitiva si ottiene la soluzione:
x=3

y=-1

che si scrive anche: (3; —1).

Esaminare un sistema impossibile

Aftivita 3
Disegnare sullo stesso riferimento cartesiano le due rette s e ¢ che hanno le seguen-
ti equazioni:

(s) y=—2x+5 &) y=—2x

Quale caratteristica presentano le due rette? . . ' .
Ripetere il procedimento seguito prima per risolvere il seguente sistema:

y=2x+5
y=—2x
Sitrova la soluzione del sistema? ‘ _ ' -
Collegare il risultato dei calcoli con il grafico dato dalla geometria analitica,
YOmpletando la seguente tabella:

Dalla geometria analifica 1 Dai gg[coli

Le due rette Sono ... Il sistema nON A cevaneiniores

PEECIO NON ESISIE ..ovvererrererrrnies | ciog il sistema & impossibile

SCrivere qualche altro esempio di sistema impossibile.

397
Da"a 980metria analltica ai sistemi di 1° grado




398

Esaminare un sistema indeterminato
Nel caso delle equazioni di 1° grado, si sono trovate equazioni impossibil;

1equazilom 1n_determ1ngte. Ora_ sié appena trovato un sistema impossibile, ma g f, o
€ anche scrivere un sistema indeterminato; basta scrivere, per esempio: e
y=2x+5
y=2x+5

Attivita 4
Che cosa significa questo sistema dal punto di vista della geometria analitica?
Che cosa si ottiene risolvendo il sistema? .

Scrivere qualche altro esempio di sistema indeterminato.

Esaminare un sistema di tre equazioni in due incognite
Attivita 5

Disegnare, su uno stesso piano cartesi

s siano, le tr Saiina
seguenti: p e rette che hanno le tre equazigp;
(r) y=x—4 (8) y=—2x+5

Le tre rette passano per uno stesso punto?
Esaminare il seguente sistema:

y=x—4
=—2x+5
y=Tx4

C’¢ una coppia di numeri che trasforma le tre equazioni in tre-uguaglianze vere?

® y=Tx+4

Esaminare un sistema compatibile di tre equazioni in due incognite
Attivita 6

l);gssggge, Su uno stesso piano cartesiano, le tre rette che hanno le tre equazioni

(r) y=x—4 (s) y=—2x4

Le tre rette passano per uno stesso punto?
Esaminare il seguente sistema:

y=x—4
y=2x-4
y=7x-4

o o .
C’¢ una coppia di numeri che trasforma le tre equazioni in tre uguaglianze vere?

®) y=Tx—4

La geometria analitica s i i ioni sui si
Lag : uggerisce alcune considerazioni sui sistemi di (re
equazioni in due incognite: bl

- I.rc rette sgelte a caso ‘gcneralmeme non passano per uno stesso punto; ue-
sto fa capire che un sistema di tre equazioni in due incognite generalmente
non ha soluzione, cioe & incompatibile;

- 81 possono scegliere tre rette che passano per uno stesso punto; in questo
caso particolare il sistema ha soluzione, cio¢ & compatibile. '
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Risolvere un sistema

di due equazioni e due incognite
con il metodo di sostituzione

Equazioni di 1° grado in due incognite

Nel paragrafo 1 sono state esaminate delle
equazioni di 1° grado in cui compariva una
sola incognita, abitualmente indicata con la let-
tera x. Ma queste non sono le sole equazioni di
{ grado che si possono scrivere: molti proble-
mi si traducono in equazioni di 1° grado in
due incognite, cio¢ uguaglianze fra due espres-
sioni che presentano le seguenti caratteristiche:
- vi compaiono due lettere (di solito x e y);

- e due lettere compaiono al 1° grado.

Eeco due esempi:

y:Zx y=—3x+5

Le soluzioni di un’equazione in due incognite

La soluzione di una di queste equazioni non
pud essere ovviamente un solo numero: la
soluzione di un’equazione in due incognite ¢
una coppia di numeri da sostituire a X e y in
modo da ottenere un’ uguaglianza vera.

Perd un’equazione non determina un’unica
soluzione; per esempio, le coppie di numeri che

risolvono 1’equazione y=2x sono molte, alcune
delle quali sono elencate nella tabella A.

Anche 'uguaglianza y=-3x+5 & un’equazione
di 1° grado in due incognite che ha molte so-
luzioni; alcune fra queste soluzioni sono elen-
cate nella tabella B.

Un sistema di due equazioni e la sua soluzione

Osservando le due tabelle A e B, si nota che
compare in entrambe la coppia (1; 2).

Questa coppia presenta un’importante caratte-
ristica: & soluzione di entrambe le equazioni,
ciog, sostituendo a x il primo numero (1) e a y
il secondo numero (2) le due equazioni diven-
tano due uguaglianze vere.

Piti precisamente si dice che la coppia (1; 2) é
la soluzione del seguente sistema di equazioni:

y=2x
y==3x+5

Nella precedente formula tutti i simboli sono
importanti; in particolare, la parentesi graffa
ricorda che le due equazioni sono collegate

Tabella A Tabella B
X y=2x * y==3x+5
0 0 0 | s
1 2 S
| |
2 | 4 2 | =1
|
5. Rlsolvere un slstema dl due equazioni e due Incognite con il metodo di sostltuzione 399
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Strettamente e debbono essere risolte insieme.
In conclusione, la soluzione di un sistema di
due equazioni in due incognite é una coppia di
numeri caratterizzata dalla seguente pro-
prieta: sostituendo il primo numero a x ed il
secondo numero a y, le due equazioni diven-
tano due uguaglianze vere.

Risolvere un sistema col metodo di sostituzione

La soluzione del sistema & stata trovata per

tentativi; non si tratta certo del procedimento
pitt rapido. Ecco allora come si pud ragionare
per risolvere rapidamente un sistema.

La prima equazione, e ciog y=2x, afferma che
I"incognita y deve essere il doppio di v, percio,
nella seconda equazione, si puo sostituire 2 al
posto di y; il sistema diventa allora:

{ y=2x
2x=-3x+5
In questo modo la seconda equazione & diven-

tata un’equazione di 1° grado che contiene la
sola incognita x e pud essere risolta: si ha:

{ y=2x e quindi { y=2x
Sx=5

x=1
Infine, sostituendo nella prima equazione 1 a x,
si ottiene la soluzione del sistema, data da:

o
x=1

Questo metodo per risolvere un sistema & detto
metodo di sostituzione: si basa sul ricavare una
delle due incognite da un’equazione e sostitui-
re I'espressione ottenuta nell’altra.

Ecco un altro esempio di sistema risolto con
questo metodo:

{ 4x+3y=-1
x+2y-1=0

che si scrive anche (1;2)

In questo caso conviene ricavare x dalla secon-
da equazione e sostituire I’espressione ottenuta
nella prima; si ha:

{ 4 y+3y=—1

. (4-2v4 Fy=
da cui { (=2y+1p3y=-1
X==2y+1

x==2y+1
Svolgendo i calcoli indicati si ottiene:
{ —8y+4+3y=-1 ossia { —5y=-5
x=—2y+1 x==2y+1

e quindi {y=1
x==2-1+1
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Si ottiene infine la soluzione:
i
x=-1

VA ) (B O

cioe (1;-1)

c h e

Conoscenze

® Come si riconosce un’equazione di o
grado in due incognite?

@ Spiegare il significato del termine «SOli
zione di un’equazione di 1° grado in dug
incognite».

® Spiegare il significato del termine «S0ly.
zione di un sistema di 1° grado in dy
incognite».

Comprensione

@  Portare qualche esempio di equazione
1? grado in due incognite, indicandong
almeno quattro soluzioni.

@ Spiegare perché un’equazione di 1° grady
in due incognite non ha una sola soluzione.

Applicazioni -
® Scrivere alcune soluzioni delle equazioni,
seguenti:
x=3y x=y-6

@ Risolvere con il metodo di sostituzione il
sistema seguente:

x=3y
x=y—6

@ Risolvere con il metodo di sostituzione il
sistema seguente:

2x+3y=-14
3x+y=7

Vocabolario

® Frale frasi seguenti indicare quelle errafe:

) 2x=
«Il sistema {

ha la soluzione v=1»
y=x+3

ha la soluzione (1; 4)*

«Il sistema {
y=x+3

«L’equazione y=x+5 ha la soluzione 5»

«L’equazione y=x+5 ha molte soluzioni:
fra le quali ¢’¢ 1a coppia (0; 5)»
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Dal metodo di sostituzione

alla regola di Cramer

Come i riconosce un sistema di 1° grado

aragrafo precedente si §: lavorato _§olg su
e [L)arlicolur_e sistema di equazioni; pil &n
enerale, s1 pud dire che‘un .sm‘lulm d| 1 gra (;
& costituito da pitl equazioni di 1? grado, in cu
compaiono piu incognite. |
Fra i sistemi di 1° grado i piu semplici da risol-
vere sono quelli in cui compaiono due equazul)-
ni ¢ due incognite, ab_1tu.almer.1te indicate con le
lettere x e y. Questi sistemi possono essere
sempre scritti nella forma seguente:

Nel p
qualch

{ ax+by=h
cx+dy=k
dove le lettere a, b, ¢, d indicano i coefficientt

delle incognite, mentre le lettere A, k indicano i
termini noti.

Ecco un esempio:
{ 6x+9y=19
Ox+3y=11

Tuttavia, un sistema scritto in qqest’ult_lma
forma non mostra una rapida via di soluzione
€on il metodo di sostituzione. Conviene_ allora
Saminare attentamente questo caso, affiancan-

0 i calcoli svolti con i coefficienti numerici
agli analoghi calcoli basati sui coefficienti let-
rali (a, b, c, d, h, k).

Eeco come si procede.

L. Si ricava un'incognita (per esempio x) da
Una delle equazioni (per esempio dalla
Prima) e si scrive I'espressione ottenuta al
Posto di x nell’altra equazione; si ha:

5. Day Metodo di sostituzlone alla regola di Cramer

=19 o | ax+by=h
sistema{ gﬁ :%;;n sistema { cxvdyk
6x=19-9y ax=h-by
9x+3y=11 cx+dy=k
:.!2-2.\1 v\'::.h_.__.y
6 6 1 a a
x-+3y=11 cx+dy=k
19 9 _h_b
% & =4 a’
9 9_9, +3y=11 W ¢ ﬁ—~b—y +dy =k
6l e a

2. Si risolve la seconda equazione, che presen-
ta la sola incognita y, e si ha:

6 6 a a
5 v—_—a—k—_“-h_-:-ﬂ
=3 * ad-ch n

3. Si soslituisce il valore di y nella prima equa-

~ Zione per ricavare anche il valore di x. Nell
calcoli da svolgere con i coel"r!cxcnn‘lgllgm '1
conviene indicare con m e 21 1 termini della
frazione che da il valore di y. Si ottiene
quindi:
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_

1% _9..5 =h_b.m
t=6 6 3 ‘_a a n
y=§ | o ak=ch _m

3 | ad—ecb n

ol o

La regola di Cramer

Alla fine dei calcoli, si osserva che il procedi-
mento non offre difficoltd concettuali, ma
risulta alquanto lungo e pesante.

Converrebbe allora ricordare i risultati ottenuti
nel caso dei coefficienti letterali, in modo da
non dover ripetere ogni volta gli stessi calcoli.,
Per questo Gabriel Cramer, matematico svizze-
ro del Settecento, ha proposto una scrittura che
rende facilmente memorizzabili i risultati otte-
nuti nel caso letterale. Ecco di che si tratta.

Si scrivono i coefficienti delle incognite in una
tabella come la seguente:

Questa tabella prende il nome di matrice g
coefficienti. ¢
A questa matrice si associa un numero, o

mato determinante della matrice. de
modo seguente:

’azi = ad-bc
c |

I determinante si trova dunque nel modo gq
guente (fig. 1): 3

- si calcola il prodotto ad, moltiplicando termj.
ni che si trovano sulla diagonale Principgjes

- si calcola il prodotto bc, moltiplicando termj.
ni che si trovano sulla diagonale secondarig,
’

- si calcola la differenza ad-bc.

Analogamente, si pud scrivere:

|k b
‘ ’ = dh-bk
'k d
& h‘ = ak—ch
c k

In questo modo, la soluzione del sistema:

ab ax+by=h
cd cx+dy=k
Figura 1
Come si calcola il determinante
di una matrice
a_ b h. b a. h
b < =ad - bc N - dh - bk e —ak - ch
R Z7 a
c d k d c k

~------» diagonale principale

diagonale secondaria
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fin i o ngi

:

|

ore nella forma seguente:

. ) SCTV
i pu()

h b ‘(l h
kd e k
2 T -; ab
e d cd
, soluzione si pud ricordare facilmente

Ucis‘tiee-vucnli osservazioni (fig, 2):

o) LI Ut - - \

4 (rambe le espressioni il de_nom!l.?d_mye'e

’ l? ;ﬂ:crminante della matrice dei coefficienti;
il dete

sespressione che fornisce x, il numeratore

g ?e.ll tl‘allcrmimmtc della matrice ottenuta, a

o ll'-: Ja quella dei coefficienti, scrivendo i

tearr,iiliﬁi noti al posto della prima colonna;

nell espressione che fornisce y, il numeratore

"2 il determinante della matrice ott@nutg, a

artire da quella dei coefficienti, scrivendo 1
{ermini noti al posto della seconda colonna.

Questa regola prende- appunto il nome di rego-
la di Cramer.

Un esempio di applicazione della regola

di Cramer . .
Ecco un esempio che conduce ad impadronirsi

della regola di Cramer per risolvere rapida-

Risolvere il sistema:
10x+4y=3
5x-20y=—4
- Si calcola il determinante dei coefficienti, che

vale:

0 4 =10(=20)-5-4=—200-20=-220
5 —204

- Per ottenere il valore di x, si calcola il se-
guente determinante:

< =3(-20)—(—4)-4=—60+16=44
—4 20
Si trova quindi:
= 44 _ 1 _
220 5

- Per calcolare il valore di y, si calcola invece
il seguente determinante:

10 3
=10-(—4)-3-5=-40-15=-55
5 -4

Cosi si trova:

R v T -55 1 _
mente dei sistemi di 1° grado di due equazioni y= 550 . Vi 0,25
in due incognite.
Elgureli 2
a soluzione ; ~
wl.un sistema [ 2 +by =h
!
L cx +dy =k
h b a h
k d c k
X = co— y E]
a b a b
c d c d

6. Daj Metodo dl sostltuzione alla regola di Cramer
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In definitiva la soluzione del sistema &

(%; %) ossia  (0,2; 0,25)

La regola di Cramer e i sistemi indeterminati

Ecco un secondo esempio di sistema da risol-
vere:

2x+3y=4
4x+6y=8

Si osserva subito che la seconda equazione &
ottenuta dalla prima moltiplicandone i due
membri per 2, percio le due equazioni sono fra
loro equivalenti; questo vuol dire che il sistema
¢ in realta costituito dalla sola equazione:

2x+3y=4

riscritta due volte.
Si tratta allora di un sistema indeterminato,

dato che una sola equazione in due incognite
non determina una soluzione.

Che cosa succede ora applicando la regola di
Cramer?

- Calcolando il determinante dei coefficienti, si
trova:

23
46

=2.6-4-3=12-12=0

- Calcolando poi gli altri due determinanti, si
trova:

43 } =4-6-3-8=24-24=0
6]

2 4|
s

Si trova dunque che tutti e tre i determinanti
valgono 0.
Questo stesso risultato caratterizza, pill in
generale, i sistemi formati da due equazioni
equivalenti.

=2-84-4=16-16=0

La regola di Cramer e i sistemi impossibili

Ecco un ultimo esempio di sistema su cui
riflettere:

2x+3y=4
4x+6y=12

Le due equazioni non sono equivalenti, perché

404

la seconda equazione & ottenuta dalla
questo modo:

- il primo membro & stato moltiplicato per 2. A
- il secondo membro ¢ stato moltiplicatg pe; .

Prirna’ i

Tuttavia, calcolando il determinante dei ‘~‘0ef.
cienti, si trova ancora: fi
23 ]
=2-64-3=12-12=0
46 |

Pero, calcolando gli altri due determinang
trova: ’ m'u

‘ 4 3 }
=4.6-3-12=24-36=—12
12 6
] 2 4
| =2-12-4-4=24-16=8
[ 412

In questo caso allora, per calcolare il valore
x ey, si dovrebbero eseguire le operazioy
seguenti:

_—12 _8

0 0

operazioni prive di significato, dato che non g
pud eseguire la divisione per 0.
Non si pud dunque trovare la soluzione del
sistema, cioe i/ sistema é impossibile.

Sistemi risolubili
Le considerazioni precedenti possono esseré
sintetizzate nel modo seguente:

- Un sistema indeterminato non riesce a deter-

da una sola equazione ripetuta due volte; in
questo caso i tre determinanti presenti nella
regola di Cramer valgono tutti 0.

- Se poi il solo determinante dei coefficienti ¢
0, le due espressioni che forniscono x e y per-
dono significato, dato che non si pud eseguire
la divisione per 0; in questo caso non si pud
trovare la soluzione del sistema, ciog il siste:
ma € impossibile.

minare una sola soluzione, perché & formato l

- Se invece il determinante dei coefficienti not
vale 0, si trova una sola soluzione, fornitd
rapidamente dalla regola di Cramer; in questo
caso il sistema si dice risolubile.

Converra allora controllare la risolubilita di U}

sistema prima di iniziare a risolverlo, tenend®

presente che un sistema é risolubile solo 5¢
risulta:

ad-bc#0

- 0
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vel’ifiche

\seente

TNt XY
( , che modo s1 T1C

~
1) 0
grado’

onosce un sistema di 1°

forma si scrive abitualmente un

¢ le N . .
[n qud i 12 grado in due equazioni e due

gistema ¢ i
incognile:

[llustrare la re
un sislcmu_dl
due incognite. - | |
che 5% significa il termine «sistema
@ ]Jkll .rminato»? Quali risultati da la rego-
;E:(Ji LCl"dmcr nel caso dei sistemi indeter-

irS)

gola di Cramer per risolvere
|9 grado in due equazioni €

minati? . ‘
Che cosa si conclude se il determinante
dei coefficienti vale 07

Come si verifica se un sistema ¢ o non €

risolubile?

Comprensione
@ Sipud risolvere un sistema senza ricordare
la regola di Cramer?

@ Come si pud verificare se la soluzione di
un sistema & esatta?

® Esaminare il seguente sistema:

x=y

x+y=4
e trovare I’errore nella seguente afferma-
zione: _ ) _
Il sistema non & risolubile, perché determi-
nante dei coefficienti €:

. 1‘ =1-1=0
1 1]
® Risolvere il sistema precedente in due
modi:
-applicando correttamente la regola di
Cramer;

-con il metodo di sostituzione.
Con quale metodo i calcoli sono pilt rapidi?
E dato il seguente sistema, formato da due
€quazioni equivalenti:
{ ax+by=h

max+mby=mh

Verificare che i tre determinanti presenti
Nella regola di Cramer valgono tutti zero.

6. .
Dal Metodo di sostituzione alla regola di Cramer

Del sistema:

ax+by=h

cx+dy=l$
si sa soltanto che i tre determinanti della
regola di Cramer valgono zero; verificare

che il sistema ¢ indeterminato completan-
do il ragionamento impostato qui sotto.
- Se il determinante dei coefficienti vale O,
si ha:
ad-bc=0 cio¢ ad=bc
Questo vuol dire che risulta:

c _d

—=—=m
a b
ciog:
=ma e d=mb
- Se vale 0 anche un secondo determinante
si ha, per esempio:
dh—bk=0 CiO& ....ccccccrrnnn.
Questo vuol dire che risulta:

cio¢ anche:

k=mh

Perciod le due equazioni del sistema asse-
gNato SONO ......ccoevvves

Applicazioni

®

Risolvere il seguente sistema con il meto-
do che si ritiene pitt opportuno.

{ x—4y=4
x=5y
Verificare che la soluzione ottenuta ¢ esatta.

Risolvere il seguente sistema con il meto-
do che si ritiene pill opportuno.

{ 20x-13y=-11
4x+3y=9
Verificare che la soluzione ottenuta € esatta.

Fra i sistemi seguenti individuare quello
risolubile, motivando la scelta.

12x-8y=4 { 12x-8y=0
{ 3_x_2y= 1 3x—2y= 1

x—2y=0
{ 3x—2y=1
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Sistemi di piu equazioni in piu incognite

Molti problemi di carattere fisico, biologico o
economico si traducono in sistemi di pilt equa-
zioni in piu incognite (vedi anche le schede
alle pp. 414-422). Ecco un primo esempio :

x—6y+z=-1
6x—8y—z=—13
X—3y+5z=22

Applicare il metodo di sostituzione

Per risolvere questo sispem_a, si pud applicare
ancora il metodo di sostituzione; nel caso asse-
gnato conviene procedere nel modo seguente:

- Si ricava z dalla I equazione e si sostituisce

l’espr_essione ottenuta nella IT e nella III
equazione; si ha:

z=—1-8x+6y
J 6x—8y—(—~1-8x+6y)=—13
X=3y+5(-1-8x+6y)=22
da cui:
z=—8x+6y-1 z=—8x+6y-1
J 14x—14y=-14 ossia x—y=-1
—39x+27y=27 —13x+9y=9

- Questa prima sostituzione ha condotto a scri-
vere, all’interno del sistema di 3 equazioni,
un sistema di due equazioni in due incognite,
formato dalla II e III equazione. Questo siste-
ma pud essere risolto per sostituzione, rica-
vando x dalla II equazione e sostituendo
I’espressione ottenuta nella IIT; si ottiene:
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z=—8x+6y-1
J x=y-1
~13(y-1)+9y=9
da cui:

z=-8x+6y—1

{ =y

—4y=-4

- Si & dunque arrivati a scrivere una delle equa
zioni — 1"ultima — in modo che presenti un
sola incognita (y); cosi, risolvendo quest’equas
zione, si puo ricavare il valore di y.

Sostituendo il valore ottenuto nella II equazios

ne si ricava x e, infine, sostituendo i due valori

ottenuti nella I equazione si ricava z; si ha:

=8 0+6:1-1=5
< x=1-1=0
y=1
Svolgendo i calcoli si ottiene:
z=5
x=0 ossia (0; 1;5)
y=1

Il procedimento seguito suggerisce un’osservd®
zione: le successive sostituzioni non posson?
essere eseguite a caso; ma debbono esser?

ordinate con lo scopo di riscrivere il sistema ¢!
tre equazioni in modo che presenti, successiv#”
mente:

L. due equazioni in due incognite;
II. un’equazione in una sola incognita.

ossibile

aimp .
gisterm istema da risolvere:

" o un Alro
3

.\"‘.\;/3
syl

4'\._’.\v,3:=3
jendo per sostituzione, si ricava z dalla 1
'gnc e si sostituisce |’espressione ottenu-
: ¢

t’-‘l“"'l/‘ a 11 e nella [11 equazione; si ha:
el

roC (¢

‘ z=x—y—2

=1 ciog{x+2y=—

2x+y—(A
Ax—y-3 0 =3 x+2y=3
.cessivamente, si ricava x dalla IT equazione
e sz gostituisce nella I11; si ottiene:
z=X-y—2 z=x—y-2
y=—1-2) da cui < x=—1-2y

_1-2y42y=-3 =3

gj osserva subito che I"ultima equazione otte-
quta non ha soluziont, percio a‘_nche il sistema
gssegnato non pud avere soluzione; In questo
caso si ha dunque un sistema inlpossibile.

Un sistema indeterminato

Ecco un ultimo sistema ottenuto, a partire da
quello precedente, modificando solo il termine
noto dell’ultima equazione.

X—y—z=2
{ 2x+y—z=1
4x—y-3z=5

In questo caso, il procedimento di sostituzione
porta ai seguenti risultati:

Z=x—y—2 7=x—y—2
X+2y=1 da cui { x=—1-2y
X+2y=—] —1=—1

In questo caso Iultima equazione & indetermi-
Mata, ciog non riesce a determinare un solo
Valore dj v,

UCsto vuol dire che si pud scegliere il valore
l_i;g’[uc‘qme si vuole e, quindi, completare la
s Zione del sistema; si avranno allora, ad

Mpio, le soluzioni seguenti:

=3 =06 7=
x=-1 x=-73 x=1
}’ =0 y: 1 y:—

) ; T
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Cosi ci si rende conto che il sistema ha infinite
soluzioni, ciog & un sistema indeterminato.

Caratteristiche dei sistemi con piu di due
equazioni

Le considerazioni seguite prima possono esse-
re ripetute a partire da un qualunque sistema
che presenta pill equazioni e pili incognite; si
arriva cosi ad individuare alcune caratteristiche
fondamentali dei sistemi di equazioni:

L. Un sistema pud essere sempre risolto con il
metodo di sostituzione;

IL 1l metodo di sostituzione ha lo scopo di ri-
scrivere il sistema in modo che presenti, alla
fine, un’equazione in una sola incognita;

I11. Si hanno i seguenti casi possibili:

A. I’equazione finale ha una sola soluzione
e quindi anche il sistema ha una sola
soluzione;

B. I’equazione finale & impossibile e anche
il sistema & impossibile, cio¢ non ha
soluzione;

C. I’equazione finale ¢ indeterminata e
anche il sistema & indeterminato, cioe
ha infinite soluzioni.

Verifiche

Conoscenze

® Spiegare il significato dei termini seguenti:
a. sistema risolubile;
b. sistema impossibile;
¢. sistema indeterminato.

Comprensione
® Spiegare come si riconosce un sistema riso-
lubile, impossibile o indeterminato.

Applicazioni
® Esaminare i seguenti sistemi e determinar-
ne la soluzione, se cid & possibile.

x=3y+5z=22 x=3y+52z=22
8x—6y+z=1 Bx—6y+z=—1
6x—8y—z=—13 3x-3y+2z=8

@ Verificare che i seguenti sistemi sono inde-
terminati ed indicarne qualche soluzione.

Jv x=3y+52=22 X-3y+52=22
Bx—6y+z=—1 4x—-6y+72=29
] 3x-3y+2z=T 3x-3y+2:=7
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) Sistemi equivalenti.

I metodo di addizione

Il pin semplice sistema di tre equazioni in tre
incognite ha, per esempio, la forma seguente:

x=1
y=3
z=2

Ques.to sistema infatti indica direttamente la
soluzmne3 che ¢ la terna di numeri (1; 3; 2): le
tre equazioni diventano tre uguaglianze vere
sostituendo 1 ax,3aye2az. ’

Sistemi equivalenti

Da questo sistema semplice & possibile passare

ad utq sistema pilt complicato con tre procedi-
menti.

L. Un procedimento caratteristico dei sistemi

che consiste nei seguenti passi: ,

- 81 addizionano membro a membro alcune

delle equazioni del sistema, per esempio

tutte e tre le equazioni date, ottenendo la
seguente equazione in tre incognite:

X+y+z=1+342 ossia x+y+z=6
- si sostituisce 1’equazione ottenuta al posto

di una delle equazioni del sistema; si ha
per esempio:

X+y+z=6
y=3
z=2
x=1
oppure X+y+z=6
z=2

IL. It proce'di\mento' gia seguito per le equazio-
ni, ¢ cloe sostituire ad ogni equazione
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un‘equazione equivalente; ecco due siste
ottenuti in questo modo:

—2x+1=-2
2=2 et
_.y_—__3 . ? y=
z+3=2+3 —z=1

III. Si applicano pin volte i procedimenti (I)¢
(ID). Ecco, un esempio di sistema ottenufy
con quest’ultimo procedimento: *

2x—y=2-3
2X-y+z+3=2-3+42+3
—y+z+3=-3+2+3

2x—y=-1
2x—y+z=1
z—y=—1

da cui

I sistemi ottenuti con i tre procedimenti ora de-
scritti presentano un’importante caratteristica:
hanno sempre la stessa soluzione (1: 3; 2), ciot
sono equivalenti.

I ragionamenti seguiti hanno carattere generale
e conducono alle seguenti conclusioni:

- si dicono equivalenti due sistemi di 1° grado
che hanno la stessa soluzione;

- quando si sostituisce ad ogni equazione del
1] . . ]
Sistema un’ equazione equivalente, si ottient
un sistema equivalente;

- qy\ando si addizionano membro a membro
piu equazioni si ottiene un’altra equazion®
che puo essere sostituita ad una delle equé-
zioni del sistema, generando un sistemé
equivalente a quello dato.

Il metodo di addizione

Le proprieta precedenti conducono ad un meé-
todo che & molto utile per semplificare ed ab-
breviare i calcoli nella risoluzione di un sistema-
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 6j pud ragionare, a partire dal siste-

Fceo con (ato risolto per sostituzione nel para-
e & sk ;

'“‘:ﬂ ]g,-eccdemc: .

gf 8-\.'()-\"-"::’_ | ( ll)
(.\‘/h'\"'::” 13 (11)
 ay+52=22 (ITT)

. cerva che nella | e Il equazione com-
8i 08° jue monomi opposti nell’incognita
percio che addizionando T e II
i otterra un’equazione senza
_Si ottiene infatti:

paiono €
P i capisce
equazione 5
l‘in(_‘()gnl(ﬂ 2

8.\-__()_\.‘4—:4'6.\"—8)"—::'— -1 3 ( l)+( I )

cioe:
1 4x—1 4dy=— 14
a equazione pud anche essere scritta

uest : . .
a pitt semplice moltiplicando i due

in form
membri perl—4; si ha:

x—y=-1
I equazione ottenuta pud essere scritta, per
gsempio, al posto della Il equazione, otte-
nendo il seguente sistema equivalente a

quello dato:
8x—6y+z=—1 D
smy=—1 (Il
x-3y+5z=22 (11D

B. Non si nota un’altra coppia di equazioni in
cui compaiono monomi Opposti, perd si
pud creare una tale coppia, per esempio
moltiplicando la II equazione per —8; si
ottiene il sistema equivalente:

8x-6y +z=-1 @
—8x+8y=8 {1
X-3y+5z=22 (1I1)

Addizionando la I e la II equazione si ot-
tiene la seguente equazione:

8x—Oy+z—-8x+8y=—1+8
ciog:

(D+I)

2y+z=7

che pud essere sostituita alla prima equa-
Zione, ottenendo il seguente sistema ancora
equivalente a quello dato:

2y+z=7 (I
X=y=—1 (IT)
X=3y4-5z=22 (111)

Orq g : o i
SO“,S' pud risolvere facilmente il sistema per
Stituzione:

- S. . . :
! Ticava 7 dalla prima equazione e x dalla
Seconda;

ia. Y
Sistom; equivalenti

- si sostituiscono le corrispondenti espressioni
nella 11T equazione, che presenta cosi la sola
incognita y e pud essere immediatamente
risolta.

Ecco che cosa si ottiene:

z=7-2y
x=y-1
y—1-3y+5(7-2y)=22
z=7-2y
da cui x=y-1
—12y+34=22
Si ricava infine:
z=7-2-1=5 x=0
x=1-1=0 e quindi y=1
y= 1 7=

Questo metodo, detto metodo di addizione,
diventa indispensabile quando si debbono
risolvere dei sistemi con molte equazioni, ma
richiede una certa «intuizione numerica» per
individuare le addizioni piti adatte da eseguire.

Verifiche
Conoscenze
® Come si riconoscono due sistemi equiva-
lenti?

@ In quali modi si pud ottenere un sistema
equivalente ad un sistema assegnato?

® In che cosa consiste il metodo di addizione?

Comprensione

® Scrivere almeno tre sistemi che hanno la
soluzione (2; 3; 7).

@ Si pud usare il metodo di addizione per
risolvere i sistemi di due equazioni in due
incognite?

Applicazioni
@ Risolvere il seguente sistema con il meto-
do di addizione.

3x+2y+4z=13 q))

3x-2y-4z=5 (ID

—3x2y+4z=13 {n
Verificare che la soluzione ottenuta & cor-
retta.

Addizionare (I) e (I) equazione.
Addizionare (II) e (Ill) equazione.

® Scrivere almeno due sistemi equivalenti a
quello precedente.
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Risolvere sistemi di 1° grado

Nei paragrafi 5, 6 e 8 sono stati presentati tre diversi metodi per risolvere un gjg
ma di 1° grado: '
L. il metodo di sostituzione;
II. la regola di Cramer;
III. il metodo di addizione.

Questa «Attivitd» ¢ destinata appunto ad applicare e confrontare questi tre met
per risolvere dei sistemi.

Il metodo di sostituzione per risolvere un sistema di due equazioni
Attivita 1

Risolvere il sistema assegnato con il metodo di sostituzione e verificare che la §a
luzione ottenuta & esatta.

{ 3x+5y=24
y=5x-4
Completare lo svolgimento seguente:
3x+5 =24 e =24
{ y= —5x4 da cui { y=—5x—4
........... £ e x=
{ y=—5x-4 e quindi {y=— 4

Si ottiene infine:
x==2 s .
{ y=6 cio¢ (-2; 6)
Per verificare che la soluzione ottenuta é esatta, si procede cosi:
- si sostituisce —2 a X e 6 a y nelle due equazioni,
- si controlla che le due uguaglianze ottenute siano vere.
In questo caso si ottiene:

30 J+s[ =24 24=24
=5 4 e 6=6

Si conclude dunque che la soluzione ottenuta é esatta.

i o gradd
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Attivifﬁ 2

o di Cramer

Jo stesso sistema con il metodo di Cramer.

{ 3x+5y=24

Risol\/ere

y=—5x—4

re lo svolgimento impostato qui sotto.

comp e licare la regola di Cramer si deve scrivere il sistema nella forma

Per app
seguente: ax+by=h
cx+dy=k

¢sto €aso, la prima equazione ¢ gia scritta nella forma adatta, mentre la secon-
t zione va riscritta «trasportando» il monomio ...... al primo membro; si ottiene:

3x+5y=24
Sx+y=4

i determinante dei coefficienti é:
e 7

[l sistema é quindi risolubile, dato che ......... et AR A AR At
Per ottenere il valore di x si calcola il determinante:

Per ottenere il valore di'y si calcola invece il determinante:

3 _ ..
5 ‘ =t =132

Si ha quindi:

Si ottiene di nuovo la soluzione:

x=-2 s .
{ e cioe (=2;6)
Wimetodo di addizione per risolvere un sistema di due equazioni
Attivitg 3

RlSOlvere ancora lo stesso sistema con il metodo di addizione.

3x+5y=24
y=5x-4
CO"’PIetare lo svolgimento impostato qui sotto. _
i Per applicare il metodo di addizione, occorre partire ancora una volta dal
Stema scritto nella forma seguente:

3x+5y=24
Sx+y=—4

va
l"'”""‘ﬁ sistemi di 1° grado
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Si puo creare nelle due equazioni una coppia di monomi
Il equazione per -5; si ottiene il sistema equivalente:

{ 3x+5y=24

opposti, nml/i/,;/u,-cmd,, !
¢

3x45y— e X Yy=244...... cioe —22x=44

Si sostituisce I’ equazione ottenuta, per esempio al posto della II equazione, o,
nendo il sistema: 5

Si risolve la Il equazione, ricavando x; il valore ottenuto viene sostituito nellq |
equazione, ottenendo:

{ 3[ J+5y=24 - Y=
x= e quindi {

da cui si ottiene ancora una volta la soluzione (-2; 6).

x=2

Il metodo di sostituzione per svolgere un sistema di tre equazioni
Attivita 4

Risolvere con il metodo di sostituzione il sistema seguente e verificare che la soly.
zione ottenuta & esatta.

2x+y—z=0 9
2x-y+3z=14 an
x+y+z=9 y

Completare lo svolgimento impostato qui sotto.
Si ricava z dalla I equazione e si sostituisce nelle altre due; si ha:

z= 2x+y @ 7=2x+y 4))
2x-y+3 =14 (II) ossia 8x+2y=14 {an
X+y+ =9 1)) 3x+2y=9 (I11)

Le ultime due equazioni costituiscono un sistema di due equazioni in due incogni-

te, che puo essere risolto per sostituzione, ricavando y dalla Il equazione e sosti-
tuendolo nell’ ultima; si ottiene:

z=2x+y 8} z=2x+y @
y="T-4x (I) ossia y=T-4x an
3x+2 =9 (I11) —5x+14=9 (1)

Si risolve I' ultima equazione, che presenta la sola incognita x; si ottiene: . ;
z=2-1+3=5
y=7-4-1=3 cioe (1;3;5)
x=1

Per verificare che la soluzione ottenuta ¢ esatta, si procede cosi:
- si sostituisce 1 ax,3 ay e5 aznelle tre equazioni;
- si controlla che le tre uguaglianze ottenute siano vere.

Capitolo nono  Equazlonl, disequazioni e sistemi di 1° grad?

j ottiene.
sto ¢aso St 0 -
g 2.143-5=0 . (1)19 14
7.1-3+3-5=14 e cioe 9_5
143+5=9 .

jude dunque che la soluzione (1; 3; 5) é esatta.
2 cont

i

todo di addizione per risolvere un sistema di tre equazioni
0

fI mé

Aftivita 3

lyere lo stesso sistema con il metodo di addizione.
. tyere |0 S1esso S
R|5O

2x+y—2=0 (1)
Dy—y+3z= 14 (1D)
xy+z=9 (1)

wvoleimento impostato qui SOto. .. N
s re lo svolgimento 1mpc S ol , osti
Comlﬂg;(:uhli'iummo le prime due equazioni, che presentano i monomi in'y opposti,

i ortiene: N )
= Cl0€ ...oeee X+ Z= vieevens

puo essere scritta in forma pin semplice moltiplicando i due membri
; si ottiene:
2x+z=T7 | )

) "
Si sostituisce I equazione ottenuta, per esempio al posto della Il equazione, o
nendo il seguente sistema equivalente a quello dato:

L'gqua:-imw

2x+y—z=0 @
2x+z=T (ID)
x+y+z=9 (1)

i joni i monomi in
i addizionano ancora le prime due equaziont che ora presentano i due
zopposti; si ottiene " equazione:

da sostituire alla I equazione, in modo da ottenere il sistema.

4x+y=T (H
2x+z=T (11)
X+y+z=9 (1)
In questo modo il sistema si risolve pii rapidamente per sostituzione:
- S ricava ... dalla I equazione,
- SLricava ... dalla I equazione;

- si sostituiscono le due espressioni nella IlI equazione.

Si ottiene ancora una volta la soluzione (1; 3; 5).

Risolvere sistemi di 1° grado

L P —— e T ————
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\Scheda applicativa

[ sistemi di 1° grado nell’econom;j B diventano P
a

it espressivi se riportati su un piano cartesiano; si otten-

ot datl OTES e quelli delle figure 1 e 2. ' _ ,
Q:uﬁo due raflf‘i:ég(:i?‘f’:ig}] fl: sull’asse delle ascisse € riportato il prezzo e sull’asse
80 Nel gra

. dinate 12 domanda; si ottengono cosi 1 punti:
* i

gelle O 15 19) & R(ULZ LD

do questi due punti con una retta si ottiene una legge che regola
r} v(;rcilare del prezzo p; la legge & (fig. 1):

d=—p+2,9 (D . '
ualizza un risultato facile da capire: il numero di calcolatori acqui-
matori diminuisce all’aumenta_lre d\el prezzo.

mente, a partire dalla fig. 2, si puo ottenere la legge:

ngillﬂge
fofferta d 2

1 rafiCO ViS
stati

dai const
Analoga

s=1,5p+0,5 (2

al grafico corrispondente, mostra una chiara situazior,le: il numero di

e le industrie immettono sul mercato aumenta all’aumentare del

insieme
L’economia si vale largamente di metodi matematici e, fra questi, ha sep; latori ¢h
una notevole importanza la risoluzione dei sistemi di 1° grado. Questa |

presenta due esempi di applicazione dei sistemi di equazioni all’economia,

legge della domanda e dell'offerta . ‘

eiando le due rette su uno stesso piano cartesiano (fig. 3), si osserva che. }e
sffe $i inCONtrano in un punto A che individua una particolare situazione: la

: ith s immessa sul mercato coincide con la quantita d acquistata dai consu-

‘matori

A. La legge della domanda e dell’offerta

Le indagini di mercato

Spesso si legge sui quotidiani che le grandi industrie organizzano delle indagin
di mercato per prevedere le vendite di un dato prodotto e pianificare opportun
mente la produzione. La maggior parte delle ricerche in questo settore ha dj
scopi:
L. chiarire le relazioni fra il prezzo di un prodotto e la quantita di g
prodotto che le industrie immettono sul mercato, quantith che vie
chiamata offerta; '

I chiarire le relazioni fra il prezzo di un prodotto e la quantita di qu
prodotto che i consumatori acquistano, quantita che viene chiamil
domanda.

La legge della domanda e dell’offerta afferma che solo in questa situazio-
ne il prezzo della merce si mantiene stabile.

Un esempio di indagine di mercato

Q
Ecco un esempio di indagine di mercato: studiare come varia la domanda e —pin
I'offerta di un personal computer al variare del prezzo. il 02
I dati ricavati dall’indagine sono indicati nella tabella A, dove: '
- la lettera p indica il prezzo, valutato in milioni di lire; i

- la lettera d indica la domanda, ciog il numero di calcolatori venduti #
quel prezzo;

- la lettera s indica I’offerta (dall’inglese supply); in questo caso 1’offerta

il numero di calcolatori che le industrie produttrici immettono sul mercé
to a quel prezzo.

1 (0] 1 p
Tabella A

" ol 0 ] oy . . T 0,3

p (in milioni) d (in migliaia) s (in migliaia) 'atetta ha pendenza me 0:2 1 la retta ha pendenza m= —==-=1,5
= — — — 4 p—— 0,2 '
1 1,9 2 .
= - T — ——— = ] Juazione =—p+29 equazione s =15p+05
1,2 1,7 2,3
|
1o grado slstem; gi 1o
Capitolo nono  Equazioni, disequazioni e sistemi di 1° 9" ®Mi di 1° grado nelr'economia

i

|

r/

Figura 1 (a sinistra)
Grafico

che rappresenta

la domanda d al
variare del prezzo p

Figura 2 (a destra)
Grafico

che rappresenta
I'offerta s al variare
del prezzo p
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Si puo capire meglio il senso di questa legge indicando con @ Iascisgy a8
punto A ed esaminando la fig. 4; si trovano le seguenti situazioni: ¢]

- Il prezzo é minore del valore a

In questo caso la domanda supera |'offerta e il prezzo tendera ad aumenigpe .
la seguente ragione: si trovano dei consumatori disposti a pagare un pre,,
superiore per avere la merce che ¢ presente in quantiti insufficiente sul Mercaty:

- Il prezzo é maggiore del valore a i

In questo caso 'offerta supera la domanda e il prezzo tendera a diminuire
seguente ragione: si trovano dei produttori disposti a vendere ad un prezzg
riore, pur di liberarsi della merce che & stata prodotia in quantita eccessj
ingombra i magazzini.

-1l prezzo é a

In questo caso I’offerta ¢ proprio uguale alla domanda e quindi il prezzo gy

tende né ad aumentare né a diminuire, cio€ rimane stabile e percio prende anghg

il nome di prezzo di equilibrio. 1
Figura 3

In A la domanda &
uguale all’offerta A d,x

Figura 4 1
Il prezzo
di equilibrio

/
i 4 |
S ——— >
d p
prezzo minore di a prezzo maggiore di a

prezzo di equilibrio
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di equilibrio si determina risolvendo un sistema ' :

sce dunque I’importanza di determinare, in base alle ricerche di mercato,
L€ 70 di equilibrio di una data merce. _ ' .

.,j‘pre Nel caso esaminato questo prezzo si ottiene risolvendo il seguente sistema

gi@quazioni‘
¥ d.—,-p+2,9
s=1 ,5]7+0,5
d=s
olvendo il sistema con il metodo di sostituzione, si ha:

s=1,5p+0,5 da cui s=1,5p+0,5
-p+2,9=1,5p+0,5 S aT==0

gj ottien in definitiva:
d=1,94

s=1,94
p=0.96

ase ai dati rilevati, si pud dunque concludere che il prezzo di equilibrio & di
00 lire; a questo prezzo si prevede che i produttori immetteranno sul mer-
040 calcolatori, che saranno tutti acquistati dai consumatori,

Ris

| stabiliti dalla legge della domanda e dell'offerta

Le considerazioni esposte a proposito del prezzo dei calcolatori si possono ripe-
tere a partire da qualsiasi altra merce e indicano un meccanismo di formazione
(dei prezzi chiaro, ma senza dubbio incompleto perché non considera un fatto
rtante: molte merci non solo sono vendute direttamente ai consumatori, ma
no anche per produrre altre merci.

" B. L’analisi delle interdipendenze settoriali

L’economista statunitense di origine russa Wassily Leontief, in una sua opera del
1941, & riuscito ad analizzare con metodo matematico la struttura economica di
una nazione (gli Stati Uniti d’America).

Il metodo punta soprattutto ad analizzare la produzione a livello nazionale
tutte le merci, tenendo conto del fatto che molte merci servono per produrre
merci,

~ E facile capire il metodo proposto da Leontief, basandosi su un modello
olto semplificato di economia nazionale.

Un modello semplificato di economia nazionale

e o Wiy N S n . . . ;
I_%'.eco_rlomla di un paese puo essere divisa, in prima approssimazione, 1n tre
rgl,'andx settori:

| - agricoltura;
- industria;

- servizi (scuole, ospedali, poste, trasporti, efc.).

\C . . . . . .
&6$Urate rilevazioni statistiche rilevano, per ogni settore, le necessita del paese,
“Vando, per esempio, che occorrono:

460 miliardi di prodotti agricoli;
330 miliardi di prodotti industriali;
310 miliardi per i servizi.

|sls‘
omi di 1o
™ di 1° grado nell'economia
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Ma si deve anche analizzare cio che viene consumato per produrre; in Particg
si trova che, per ogni miliardo prodotto, in agricoltura vengono consumag;:

0,2 miliardi di prodotti agricoli (sementi, etc.);
0,3 miliardi di prodotti industriali (trattori, concimi, etc.);
0,1 miliardi di servizi (trasporti, etc.).

E cosi, per ogni miliardo di prodotto industriale, vengono consumati: H
0,1 miliardi di prodotti agricoli (fibre, oli, etc.);
0,35 miliardi di prodotti industriali (macchine, carburanti, etc.);
0,45 miliardi di servizi (trasporti, etc.).

E infine, per ogni miliardo prodotto nei servizi, vengono consumati:
0,2 miliardi di prodotti industriali (macchine, carburanti, etc.);
0,4 miliardi di servizi (trasporti, etc.).

La situazione appare molto complicata e diventa difficile pianificare i livellj e
duttivi nei tre settori, anche se questa pianificazione pud essere basata su up ».
cipio molto semplice: 1

prodotti=consumi

Dal modello ad un sistema di equazioni

La situazione diventa pit chiara ragionando nel modo seguente:
- si indica con x la quantita di prodotti agricoli da produrre (valutata i
miliardi di lire);
- si indica con y la quantita di prodotti industriali da produrre (valutata if
miliardi di lire);
- si indica con z la quantita di servizi da produrre (valutata in miliardi d
lire).
Cosi si analizza la produzione del settore agricolo scrivendo:

consumi=0,2x+0,1y+460  prodotti=x

e quindi:
0,2x+0,1y+460=x

Analogamente, per la produzione del settore industriale, si scrive:
0,3x+0,35y+0,2z+530=y

E, infine, per i servizi si trova:

0,1x+0,45y+0,4z+310=z

Le quantita x, y, z debbono verificare contemporaneamente le tre equazioni Oi'ia ;
scritte; percid, per trovare quanto si deve produrre in ogni settore, si deve risol=
vere il seguente sistema: ’

{ 0,2x+0,1y+460=x

0,3x+0,35y+0,2z+530=y
0,1x+0,45y+0,4z4310=z

Risoluzione del sistema

11 sistema ottenuto & di 1° grado e presenta tre incognite (x, y, z) ed altrettante
equazioni; si risolvera per esempio con il metodo di addizione.
Ecco come conviene procedere.

. 4 40 grado
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gni equazione del sistema, ottenendo:

. Si ordina O

_0.8x+0,1y=—460
0.3x-0,65 y+0,22=—530
0,1x+0,45 y-0,62==310

a che la prima equazione presenta solo le incognite x € y, men-

=ISIoEE i trebbero comparire monomi in z
nda e terza equazione potrebbe parire '

37 r:)es‘l:ia ;::(Sﬁiplicando la seconda equazione per 3; si ha dunque il

gcgme‘me sistema equivalente a quello dato:

8 "
_0,8x+0,1y=—460 (
0.9x-1,95y+0,6z=—1590 ¢10)
0.1x+0,45y-0,62=—310 (110

_ §j addizionano la seconda e terza equazione, ottenendo:
0.9x1,95y+0,62+0,1x+0,45y-0,62=—1590-310 (AD+II)

e ciot: x—1,5y=-1900

Sostituendo 1’equazione ora ottenuta alla seconda equazione, si ottiene il
seguente sistema, equivalente a quello dato:

I ~0,8x+0,1y=—460 @
x-1,5y=—1900 {an
0,1x+0,45y-0,62=310 1)

- Si ripete il procedimento di addizione, sommando la seconda equazione
moltiplicata per 0,8 alla prima equazione; sl ha:

-0,8x+0,1y+0,8x—1,2y=—460-1520 M+I1-0,8)
cioe: —-1,1y=—1980

- Si arriva cosi al seguente sistema, rapidamente risolubile:

-1,1y=1980 y=1800
x—1,§y=—1900 dacui { x=1,5-1800-1900
0,1x+0,45y-0,6z=310 0,1-800+0,45-1800-0,6z=—310

Si trova in definitiva la soluzione seguente:

x=800
y=1800
z=2000 .
E questa soluzione stabilisce i livelli produttivi a livello nazionale:
- prodotti agricoli per 800 miliardi di lire;
- prodotti industriali per 1800 miliardi di lire;
- servizi per 2000 miliardi di lire.

a@!}e Cosa vuol dire analisi delle interdipendenze settoriali
CSempio, anche se molto semplice, permette di intuire la potenza del metodo:
si Stabiliscono i livelli produttivi di un'intera nazione considerando il fatto che
O8N merce pup essere consumata direttamente, ma pud anche essere utilizzata
Nella produzione di tutte le altre merci. -
. Questo spiega il nome di analisi delle interdipendenze settoriali, ciog delle
!ﬂipendgm reciproche fra i vari settori economici. . =
. S tratta di un metodo che conduce facilmente a sistemi con centinaia di
jﬁﬁani in altrettante incognite e, quindi, a calcoli che possono essere svolti
~H0daun potente calcolatore.

tsigy
omj
9i1° grado nelleconomia

419




Figura 1

Quando e dove
si incontrano due
corpi in moto
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\Scheda' applicativa

[ sistemi di 1° grado nella fisica

__asemplo numerico
b cominciare T
1 e 5 en[e: —
"‘510 5,?18 :eno | parte da A ed ha la velocita w=250 km/h;
j ;l ['reno 2, che parte da B, ha la velocita v=100 km/h;
: a distanza fra le due citta & ¢g=300 km.

. Jljora ragionare cos: . "
Si puo a|.l'odecide di misurare tutte le distanze a partire c}a A, percio la lettera s
L ?:,dicheri\ sempre la distanza di un treno dalla citta A;

_il treno 1 si allontana da A secondo la legge:
s=250¢
_i] treno 2, che parte da B, si allontana da A secondo la legge:

=300+100¢ :
_ i due treni si incontrano quando si trovano alla stessa distanza da A.
& dunque condotti a risolvere il seguente sistema:

s=300+100¢
s=250¢t
olvendo il sistema per sostituzione si ottiene:

250¢=300+100t 1506=300
{ =250t {s=250t

isolvere il problema in un particolare caso numerico, come

I problemi di fisica che conducono a risolvere dei sistemi di equazioni
numerosi; in questa scheda sara esaminato uno di questi problemi che si
bene ad essere esaminato da diversi punti di vista.

Stabilire dove e quando si incontrano due corpi in moto

Si osservano due corpi che si muovono su una traiettoria rettilinea con due diy
se velocita, entrambe costanti, dopo essere partiti contemporaneamente da

da cul

diverse posizioni iniziali; si chiede quando e dove si incontreranno i due corpi. Si ottiene in definitiva:

In fig. 1 ¢ visualizzato il problema: i due corpi sono due treni (1 e 2), che —2
partono contemporaneamente da due citta (A e B) e percorrono nello stessg { :500
verso due binari rettilinei; il treno 1 riesce a sorpassare I’altro treno? ] St

onclude che i due treni si sorpassano dopo 2 ore, alla distanza di 500 km
| treni partono contemporaneamente da 2 citta

risoluzione con i coefficienti letterali | i
‘Conviene ora risolvere il problema utilizzando i coefficienti letterali; si ottiene

cosi la soluzione di tutti i problemi dello stesso tipo.
In questo caso il sistema da risolvere ¢:

{ s=q+vt

treno 1

S=wit

“che, risolto con il metodo di sostituzione, fornisce:

wi=q+vt o o (w-v)t=q
’ { s:w? e quindi { p
=4
w—v
da cui si ricava infine: o
w—v

In questo modo si possono risolvere immediatamente tutti i casi particolari; per
£sempio, nel caso numerico precedente, si ottiene:

‘ — 300 _ )
: ‘ 250-100
. & =300 + 1008 _ 250-300 _
Wk | P 3 =250-100 "

< 1o qrad® ls‘s‘emi di 1° grado nella fisica
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Problemi indeterminati e impossibili

La risoluzione effettuata permette anche di individuare i problemi indetermina-ﬁ
sono quelli in cui si assegnano i seguenti coefficienti: 3

w—v=0 e ¢=0 ossia w=v e ¢=0
In questo caso infatti il sistema si riduce alla forma seguente:

s=wt

s=wt

si tratta cio¢ della stessa equazione ripetuta due volte e, percid, non si detennimjb;ifj
una sola soluzione.

L’interpretazione fisica di questo risultato & molto chiara: i due treni parto...
no dalla stessa citta e viaggiano con la stessa velocita, percid procederanno Sel‘ns,%
pre affiancati. =

I problemi sono invece impossibili, se si assegnano i seguenti coefficienti:
e q#0

.=vg"_ﬁ' e

w—y=0 e ¢g#0 ossia w=y
in questi casi il sistema diventa:

{ S=wi+q

S=wt
€ non si pud trovare la soluzione.

Dal punto di vista fisico, i due treni partono da due citta diverse, ma proce-
dono alla stessa velocita: ¢ impossibile dunque che uno sorpassi I’altro.

La visualizzazione con la geometria analitica

I problemi di incontro possono essere ben visualizzati con la geometria analitica
(vedi anche la scheda «Il grafico di una retta nella fisica», p. 353): basta tracciare
sullo stesso piano cartesiano le due rette che rappresentano le leggi:

s=Vi+q  s=wit
Si avranno allora i seguenti casi (fig. 2): I

- . . . . |
- Le due rette si incontrano in un punto P (fig. 2a); in tal caso le coordina-
te di P indicano il tempo ¢ e la distanza s a cui avviene ’incontro.

- Le due rette sono parallele perché risulta w=v e g#0 e percid i due corpi
non si incontrano (fig. 2b).

- Le due rette sono un’unica retta ripetuta due volte perché risulta w=v e
g=0 e perci0 non & determinato un solo punto d’incontro (fig. 2c).

Figura 2
Visualizzare il |
problema di [ =wt ‘
| incontro AS Pl AS A3 '
con la geometria
analitica / s=vt+q
V / — l
------- |
a4— /i g r has=v |
VA s=vt
S 1 s=vit+qg
7 ' ‘ y
! —
:‘ b — > —
¢ ! t o) t o) t
2a . 2b 2c
I due corpi si incontrano | due corpi non si incontrano | due corpi rimangono sempre
affiancati
1
422 Capitolo nono  Equazioni, disequazioni e sistemi di 1° grado

Attivita

Dal grafico di una retta
4l segno di un binomio di 1° grado

Un primo esempio numetrico _ j
In fig. 1 & rappresentata la retta » che ha equazione: I

y=x-3 N
a incontra I’asse delle x nel punto A, che presenta le seguentt caratteristiche:
- ha I’ordinata y=0, dato che si trova sull’asse delle x; ' i
- ha le coordinate x ¢ y legate dall’equazione y=x-3, dato che si trova anche

sulla retta r. ‘
L’ascissa x del punto A si trova allora risolvendo 1’equazione:

La rett

x-3=0 da cui si ottiene x=3 |
C’¢ dunque un unico punto della retta che ha I’ordinata y=0: ¢ il punto: |
A(3;0)

Si nota invece che sono molti i punti della retta che hanno 1’ordinata y positiva: |
sono tutti i punti che si trovano al disopra dell’asse delle x e formano la semiretta

disegnata in nero in fig. 1. |

Flgura 1
Laretta y=x-3
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Questi punti presentano tutti una stessa caratteristica (fig. 2): hanno ’ascissg X
si mantiene «a destra» del valore 3; si ha dunque: e

y>0 per x>3 ossia x=3>0 per x>3

Analogamente si trova che sono molti i punti con I’ordinata y negativa: song tutg;
punti che si trovano al disotto dell’asse delle x e formano la semiretta coloraty il
rosso di fig. 2. !

Questi punti hanno 1’ascissa x «a sinistra» di 3, percio risulta:

y<0 per x<3 ovvero x-3<0 per x<3

Quindi, esaminando il grafico della retta d’equazione:
y=x-3
si puo determinare il segno del binomio scritto al secondo membro; si ottiene:
x-3=0 per x=3 x-3>0 per x>3 x-3<0 per x<3

Un secondo esempio numerico
Suggerisce analoghe considerazioni il grafico della retta s d’equazione:
y=—x+3
Si trova in questo caso che la retta incontra 1’asse delle x ancora nel punto d’ascis.
sa 3, ma ora risulta (fig. 3):

—x+3=0 per x=3 —x+3>0 per x<3 —x+3<0 per x>3

Le figure 2 e 3 evidenziano analogie e differenze fra i due casi esaminati: le due
rette incontrano 1’asse delle x nello stesso punto A, ma hanno pendenza opposta;

- nel primo caso la pendenza & positiva e quindi un punto P che percorre la
semiretta Ar «sale» dalla quota O verso quote positive;

- nel secondo caso la pendenza & negativa e quindi un punto P che percorre
la semiretta As «scende» dalla quota 0 verso quote negative,

Confrontare il segno di due binomi

Attivita 1
Tracciare il grafico delle rette che hanno le seguenti equazioni:
y=2x-8 y=2x+8
y Figura2 | y Figura 3
Segno del binomio y=x-3 | Segno del binomio y=—x+3
\ y>0
y>0 i
0 ! x<3 \V/ A x>3
3 X O 3 I\ 7/ X
x<3 x>3
£ . gl &
| \
/ | y<0 :
v |
y< %/ ; 4
424 Capitolo nono  Equazioni, disequazioni e sistemi di 1° grado

Je coordinate del punto d’intersezione di ciascuna retta ct:)qn 1 asse
T ie dei grafici delle rette per studiare come varia il segno dei binomi:

pete! “Salers

Jelle *- 08 —2x+8
it 2 Pl :

Amvl';ﬁare i1 segno dei seguenti binomi:

Bsa™ 4343 e —4x3

grafico delle rette d’equazione:

dosi sul
paz™ y=4x-3

y=4x+3 €

} . 4o
i un binomio di 1° grado o
1 segn? d ari esaminati suggeriscono delle conclusioni di carattere generale

i particol (i su le
: ({:tsiilgr?lrente ad un binomio di 1° grado del tipo:
re

ax+b

e a e b indicano due coefficienti numerici.

. . - i itui 55 (3
dov 1l risultato y del binomio varia al variare del numero che si sostituisce a

; O T o i la:
la geomctria analitica permette di visualizzare con un grafico la formu

y=ax+b

i ottiene ¢ i he:
i ttiene & sempre una retta € si hac
Il grafico che s10 : . ' .
y - 1a retta incontra I’asse delle x in un solo punto A di ordinata 0;

- 1a retta ha pendenza positiva se il coefficiente a € positivo;

_la retta ha pendenza negativa se il coefficiente a e r.legativo.
11 grafico suggerisce quindi le seguenti conclusioni (fig. 4):

N Ny . :
I C’& un solo numero che, sostituito a x, da y=0; questo numero si trov
risolvendo 1’equazione:

ax+b=0 | |

II. Ci sono molti numeri che, sost_iluili a.x, 'rendono _v'>(_)l'e _130.|t.1' aalu )ld;tl:lec

sostituiti a x, danno y<0. Questi numeri si possono m() nfi ucufo d]‘ s
dal grafico della retta; in generale, indicato con A(I\: (”) il pl:“n’ g
sezione con 1’asse delle x, si ottengono i risultati illustrati in fig. 4.

a<0
a>o0 s}’

y>0
y>0 X<k
x >k
A
0O A
— )
i X o )

/y<0 x >k
X<k

g

Dal grafico di una retta al segno di un binomio di 1° grado

-

Flgura 4
eqano
del binomio

y=ax+b
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Disuguaglianze e disequazioni

di 1° grado in un’incognita

Le disuguaglianze ¢ le loro proprieta

La fig. 1 ricorda una notevole proprieta dei nu-
meri razionali: tutti i razionali «sono disposti
ordinatamente sulla retta» e percio, scelti due
qualunque numeri, si pud sempre dire che uno
precede 1’altro.

Questo permette di scrivere delle proposizioni,
collegando due numeri razionali con i simboli
«<» e «>», detti simboli di disuguaglianza (cfr.
il terzo capitolo, paragrafo 3); ecco un esempio:

2>1

che si legge:
«2 maggiore di 1»

oppure:
«2 segue 1»

La fig. 1 permette di verificare facilmente che
la disuguaglianza & vera.

A partire da questa disuguaglianza vera se pa
possono costruire molte altre vere nei seguenti
due modi:

I. Si aggiunge ai due membri lo stesso numero,
Per esempio dalla disuguaglianza vera:

2>1
si possono ottenere le seguenti disugua-
glianze (fig. 1):

2+3>1+3 ciot 5>4 chee vera

2+(-2)>1+(-2) ciog 0>1 che & vera

1. Si moltiplicano i due membri per lo stesso
NuUMero positivo.
Per esempio dalla disuguaglianza vera:

2>1

si possono ottenere le seguenti disugua-
glianze, illustrate anche in fig. 1:

Figura 1
Alcune disuguaglianze vere
0>-1 2>1 5>4
—t—t———ttt+—+—+p»
-2 -1 0o 1 1 2 3 4 5 6 7
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i
21
i : | |
1covera | - —2'(—2)<0'(—2) 1<0  falsa
2 1 e b
B | [
_g<-2vera |— —;—'(—4)<— —;— (-2) | 2<1 falsa

cioé 6>3 che e vera

2.3>1-3

1_1. 1 ciod 1>l che & vera
2 _é->1 ) 2

are attenzione bisogna invece prestare a
he si ottiene moltiplicando i due mem-
disuguaglianza vera per lo stesso
ativo; ecco qualche esempio su cui

icol

partico

¢ ucllq o

| pri di una
umc-m neg -
lrliﬂcltcrc'. (fig. 2):

vera | 2=1)>1(=1) | —2>-1 falsa

"';sz{ vora | 2-1)>4(-1) | —2>4 falsa

Gli esempi suggeriscono un’osservazione:
dalle disuguaglianze false se ne possono rica-
vare altrettante vere cambiando il segno di

e Overa -—;_--(-2) S02) (150 vera

disuguaglianza; si ha cioe (fig. 2):
' 1 yera 2-D)<1CD) | -2<-1 vera

4 <2 vera | - —]2-(—4) >— %(—2) 2>1  vera

254 vera| 2(-1)<4(-1)  |-2<4 vera

Si pud dunque concludere che, a partire da
una disuguaglianza vera, si pud ottenere
un’ altra disuguaglianza vera in uno dei modi
seguenti:
I. Addizionando ai due membri lo stesso
numero;

II. Moltiplicando i due membri per uno stesso
numero positivo,

III. Moltiplicando i due membri per uno stesso
numero negativo e cambiando il segno di
disuguaglianza.

Disequazioni di primo grado

I segni di disuguaglianza possono essere anche
utilizzati per scrivere delle formule che con-
tengono lettere e numeri; ecco due esempi par-
ticolarmente semplici:

x»>2 x<3

Queste formule diventano delle disuguaglianze
solo quando si sostituiscono alla lettera x dei
numeri.

Ecco qualche disuguaglianza che si pud otte-
nere dalle due precedenti formule:

___xiz__ i x<-3
3>2 vera —4<-3 vera
552 vera —6<-3 vera
0>2 falsa 1<-3 falsa
—3>2 falsa 0<-3 falsa

Flgura 2
Alcune disuguaglianze vere
1>0 2>1
[ TN N o ‘\,\A
i i 1 1 1 i >
1 1 1 1 1 )
-4 -3 -2 -1 1 0 1 2 3 4
2

- Disygy,
Huaglianze o disequazioni dl 1° grado In un’incognita
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La fig. 3 visualizza la caratteristica fondamen-
tale della formula:

x>2

- si trovano infiniti numeri, che, sostituiti a x,
trasformano la formula in una disuguaglianza
vera; sono tutti i numeri che seguono 2 e per-
cio formano la semiretta «a destra» del
numero 2;

- gli altri numeri, sostituiti a x, trasformano la
formula in una disuguaglianza falsa.

Analogamente (fig. 4), si trova che la formula:

x<-3

diventa una disuguaglianza vera solo quando si
sostituiscono a x i numeri che precedono -3 e
percio si trovano sulla semiretta «a sinistra»
del numero —3.

Le due formule:

x>2 x<-3

prendono anche il nome di disequazioni di 1°
grado.
Si dice inoltre che:

- tutti i numeri razionali che seguono 2 sono /le
soluzioni della disequazione x>2;

- tutti i numeri razionali che precedono -3 so-
no le soluzioni della disequazione x<-3.

Disequazioni equivalenti

Da disequazioni semplici come quelle indicate
prima si pud passare ad altre pitt complicate
procedendo nei tre modi suggeriti dalle pro-
prieta delle disuguaglianze:

1. Si aggiunge uno stesso monomio ai due
membri.

Figura 3
Le soluzioni della disequazione x>2

Cosi per esempio da:
x>2

si possono ottenere le disequazioni seguen.

X+3>2+3 cioé  x+3>5
x+H(-4)>2+(—4) cioe  x—4>-22
X+2x>242x cioe 3x>2x42

1. Si moltiplicano i due membri per uno soq.
SO numero positivo.

Cosi per esempio da:
x>2

si possono ottenere le disequazioni seguentj-

3x>3-2 cioe 3x>6
1 x> 1 2 cioe 1 xx>1
2 2 2

1. Si moltiplicano i due membri per uno stes.
s0 numero negativo e si cambia il segno dj
disuguaglianza.

Cosi per esempio da:
x>2

si possono avere le seguenti disequazioni:

—3x<-3-2 cioe  —3x<-6
“Lc—Lla e Lyt
2 2 2

Tutte le disequazioni ottenute con questi tre
procedimenti presentano la stessa caratteristi-
ca: la disequazione diventa una disuguaglianza
vera solo sostituendo al posto della lettera x
tutti i numeri che seguono 2; in altre parole le
disequazioni hanno le stesse soluzioni, ossia
sono fra loro equivalenti.

] | | | i 1 e b PE—— >
| 1 1 1 i } 1 i |
0 1 2 3 4 5 6 7
Figura 4
Le soluzioni della disequazione x<-3
L L ki 1 | 1 | 1 1 L ’
| I I I I I Ll 1 1 I
-6 -5 —4 -3 -2 -1 0
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=3 S—

verifiche

nze
li modi si pud ottenere, a partire da

(’U"(JA'('(.'
In Lllli\

= ina disuguaglianza vera, un’altra disugua-
e h £
a7
plianza vera:
| n quali modi si pud ottencre, 4 partire da
* una disequazione, un'altra disequazione
cquivnlcnlc'?
~ Che cosa si intende con il termine «solu-
(3) 2% ! X :
= ioni di una disequazione»”?
Comprensione
@ Frale seguenti formule distinguere:

- le disuguaglianze vere;
_ le disuguaglianze false;
- le disequazioni.
Motivare la scelta.

o1 -2>-1 2>-1
x<2 0<2 —; <2

® Scrivere almeno due disuguaglianze vere e
due disuguaglianze false.

® Scrivere almeno due disequazioni, indi-
candone sulla retta le corrispondenti solu-
zioni.

Applicazioni

@ Fra le seguenti disuguaglianze scegliere
quelle vere e quelle false, motivando la

scelta.
1>-2 -1>2 —1>-2
-1<2 1>2 1<=2

%.p) .
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-

® Fra le seguenti disequazioni scegliere le
coppie di disequazioni equivalenti, moti-
vando la scelta.

x>—2 —x>2 —x<-2
—x<2 x>2 x<=2

® Rappresentare sulla retta le soluzioni delle
disequazioni precedenti.

Collegamento con i capitoli o con i paragrafi
precedenti

@® Come si distingue un’equazione da una
disequazione di 1° grado?
(Vedere i paragrafi 1 e 2 di questo capitolo)

@ Una disequazione ¢ un predicato o una
proposizione?

(Vedere il paragrafo 3 di questo capitolo)

® Una disuguaglianza & un predicato o una
proposizione?

(Vedere il paragrafo 3 di questo capitolo)

@ Spiegare la differenza fra le due seguenti
formule:

x>3 x>3

(Vedere il capitolo 3, paragrafo 3)

® Spiegare la differenza fra le due seguenti
formule:

x<—1 x<—1

(Vedere il capitolo 3, paragrafo 3)
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Come si risolve una disequaziong

di 1° grado in un’incognita

Risolvere una disequazione di 1° grado

Nel paragrafo precedente si & trovato il modo di
passare da una disequazione ad un’altra dise-
quazione equivalente, ma pidl complicata; ma lo
scopo delle disequazioni equivalenti non &
certo quello di «inventare» disequazioni com-
plicate.

Le disequazioni equivalenti sono invece fonda-
mentali nel procedimento inverso, ciog per
passare da una disequazione complicata ad
un’altra che indica direttamente le sue soluzio-
ni. Ecco due esempi:

x—2>3  ¢equivalente a

X—242>3+2 cioe¢  x>5

- % x<2 & equivalente a
_3.<_ _31} x) >-32 cioe  x>-6

Questi esempi richiamano delle considerazioni
svolte a proposito delle equazioni di 1° grado
(cfr. i paragrafi 1 e 2 di questo capitolo) e con-
ducono alle seguenti conclusioni di carattere
generale:

- una disequazione di 1° grado si presenta
generalmente nella forma:

px+g>cx+d  oppure px+q<cx+d
- per risolvere una disequazione di 1° grado si

passa ad una disequazione equivalente che
presenti le seguenti caratteristiche:

- al primo membro il coefficiente dell’ incogni-
ta é 1 e il termine noto é 0,

- al secondo membro il coefficiente dell’ inco-
gnita e 0.

430

Due esempi di disequazioni da risolvere

Conviene subito mettere in pratica il procedj.
mento indicato prima lavorando sul seguente
esempio. Risolvere la disequazione:

1 44355
4

Si pud applicare il seguente procedimento or-
ganizzato in pill passi successivi:
- Per avere al primo membro 0 come termine

noto, bisogna aggiungere ai due membri —3;
si ha:

%x+3+(—3)>5+(—3) dioe %»2

- Per avere 1 come coefficiente dell’incognita
al primo membro, bisogna moltiplicare per 4
i due membri; si ottiene cosi:

4-%x>4-2 cioé x>8

Le soluzioni della disequazione sono dunque
tutti i numeri che seguono 8.

Ecco un altro esempio. Risolvere la disequa-
zione:

—8x+3<-5x+9
- Per avere al secondo membro 0 come coeffi-
ciente dell’incognita, bisogna aggiungere al
due membri il monomio 5x (che & 1’opposto
di —5x) e si ha:

—8x+5x+3<-5x+5x+9 ciogé —3x+3<9

Capitolo nono  Equazioni, disequazioni e sistemi di 1° grad®

al primo membro 0 come termine

. Per a;)/iesfggna aggiungere ai due membri -3 e
not0
i y
sih 3x43-3<9-3 cio -3x<6

| primo membro 1 come coefficien-

. Perd aﬁzre;cabirs)(’gna moltiplicare i due membri
te de

‘ .0 negativo — — e cambiare il se-
ser i) pumero neg :
y di disuguaglianza; si ottiene CosL:
o suguag
l ‘ (‘l\'))—- 1_ .6 ida =0
3 3
‘nitiva la disequazione assegnata ha

i defoluzioni i numeri che seguono —2.

come S

Verifiche

Conoscenze . '

® In quale forma si presenta una disequazio-
ne di 1° grado?

® Come si risolve una disequazione di 1°
grado?

Comprensione
@ Una disequazione di 1°grado puo avere
una sola soluzione?

® Ladisequazione:
—2x<0

diventa una disuguaglianza vera sostituen-
do a x il numero 2, che precede 4; si ha
infatti che:

—2:2<0 cioe —4<0 & vera

La disequazione assegnata ha come solu-
zioni tutti i numeri che precedono 47

10.Come si risolve una disequazione di 1° grado in un’incognita

!

Applicazioni

® Risolvere le seguenti disequazioni:
4x+3>-2x —4x<4x+12

@ Risolvere le seguenti disequazi;)ni:
Lt Ly Ly
5x+1> 5 2 X 5

® Risolvere le seguenti disequazioni:
>-2  2x>0 2x>2

@ Risolvere le seguenti disequazioni:
—4x<—4 4x<0 —4x<4

Collegamento con i paragrafi precedenti
® Le equazioni:
4x=-8 e —4x=8
sono equivalenti?
(Vedere i paragrafi 1 e 2)
@ Le disequazioni:
4x>-8 e —4x>8
sono equivalenti?
(Vedere il paragrafo 8)

® Quali sono le analogie fra il metodo per
risolvere le equazioni e quello per risolve-
re le disequazioni?

(Vedere i paragrafi 1,2 e 8)

@ Qual & la principale diversita fra il metodo
per risolvere le equazioni e quello per
risolvere le disequazioni?

(Vedere i paragrafi 1,2 e 8)

® Spiegare perché sono impossibili le se-
guenti disequazioni:

3x>3x+1 4x+3<4x
(Vedere il paragrafo 2)

® Spiegare perché sono indeterminate le se-
guenti disequazioni:

3x<3x+1 4x+3>4x
(Vedere il paragrafo 2)
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Risolvere disequazioni di 1° grado
~Inun’incognita

«Trasportare» monomi da un membro all’altro di una disequazione
Attivita 1
Risolvere la disequazione:
—3x—8<bx+1
Indicare le soluzioni ottenute sulla retta.
La disequazione é di 1° grado perché si presenta nella forma:
px+qg<cx+d

con D=, g=....... = d=..
1l procedimento per risolvere la disequazione si basa sui seguenti passi:
- Per avere al secondo membro 0 come coefficiente dell’ incognita, si

aggiunge ai due membri il monomio —6x, Che € ... di o,
- Per avere al primo membro 0 come termine noto, si aggiunge ai due mem-
bri 8, Che € ..o di ...z
- Si ottiene la seguente disequazione, equivalente a quella data:
—9x<9

- Per avere al primo membro 1 come coefficiente dell’ incognita, si moltiplica-
no i due membri per il numero negativo ...... , che é il reciproco di -9, dopo
aver cambiato il segno di disuguaglianza si ha:

[ H=9x)>(......... ¥9) ossia x>-1

Le soluzioni della disequazione sono dunque tutti i numeri che seguono —1 e, dun-
que, occupano la semiretta «a destra» del numero 1.

Il procedimento per risolvere una disequazione & basato dunque su poche regpleé
che sono strettamente legate a quelle da seguire per risolvere un’equazione di
grado. In particolare, si puo ripetere 1’0osservazione esposta nella scheda «Risolvere
equazioni di 1° grado», p. 379, e ciog:

- Quando si aggiunge —6x ai due membri si ha che:
—3x—x—8<6+1 diventa —3x 8«1

Cosl viene «trasportato» al primo membro il monomio —6x, opposto del
monomio 6x, che compariva prima al secondo membro.

Capitolo nono  Equazioni, disequazioni e sistemi di 1° Qfado

A

_ Sj trova dunque la disequazione equivalente:
—9x—8<1

_ Quando si aggiunge 8 ai due membri, si ha che:
ox-8<1 diventa —9x<1

Ora si trova «trasportato» al secondo membro il monomio 8, opposto di -8
che prima compariva al primo membro.

fetto delle operazioni eseguite pud dunque essere sintetizzato nel modo
? . y . 4 N

L efente‘ si puo trasportare un monomio da un membro all’ altro di una disequa-
s(?g;e dopo averne cambiato il segno.

zione,

Risolvere rapidamente una disequazione

Attivita 2 ‘

Risolvere la disequazione:
Tx+15-3x>12+5x-3-8x+9x

1l procedimento per risolvere la disequazione si pud condurre rapidamente nel

modo seguente:
- Prima di tutto bisogna scrivere la disequazione nella forma:

px+q>cx+d

Per questo occorre addizionare i termini simili al primo ed al secondo
membro; si oitiene la disequazione:

Ax+15>6x+9

- Si trasporta il monomio 6x al primo membro ed il monomio 15 al secondo
membro, ottenendo la disequazione:

........ D=t 088la 2x>-6

- 8i moltiplicano i due membri per il reciproco di -2, ottenendo.

(- %)( ............. )< (— %)( ............. ) ciod x<3

Le soluzioni sono dunque tutti i numeri che ... 3 e percio si trovano
SUlla rettq ..........vvovvveveeee del numero 3.
Attivita 3
Ripetere il procedimento seguito prima per risolvere la seguente disequazione:

4 18 8 =2

—Xt———x>2x—x— -

5 2 10 2 5
Verificare che le soluzioni sono:

x>—2

2

Rappl‘esentare le soluzioni sulla retta.

R <
ls°"'el'e disequazioni di 1° grado in un’incognita
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Figura 1 (a sinistra)
| punti che hanno ordinata
maggiore dell’ascissa

Figura 2 (al centro)
La disequazione y>x
caratterizza un semipiano

Figura 3 (a destra)
Il semipiano
caratterizzato da y<x
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Disequazioni e sistemi di disequazioni ip
due incognite. La programmazione lineare

Disequazioni di 1° grado in due incognite

Nei paragrafi 8 e 9 sono state esaminate delle disequazioni di 1° grado in cui com-

pariva una sola incognita, abitualmente indicata con la lettera x. Ma queste non
sono le sole disequazioni di 1° grado che si possono scrivere: molti problemi g
traducono in disequazioni di 1° grado in due incognite. Ecco un primo esempio;

y>x |

Questa disequazione avra come soluzioni tutte le coppie di numeri (x; y) che pre-
sentano la seguente caratteristica: il secondo numero & pili grande del primo.
la geometria analitica che permette di visualizzare queste soluzioni; ecco
come 8i pud ragionare.
Si disegna sul piano cartesiano la retta » d’equazione:

y=x
Si fissa un’ascissa, per esempio 3, e si osservano i punti seguenti (fig. 1):

- il punto P(3; 3), che ha I’ordinata uguale all’ascissa e appartiene a r-

- 1 punti A(3; 4), B(3; 5), etc., che hanno ’ordinata maggiore dell’ascissa e
si trovano nel semipiano al disopra della retta r-
Queste osservazioni si possono ripetere a partire da altre ascisse e portano a con-
cludere (fig. 2) che la disequazione:

y>X
caratterizza il semipiano al disopra della retta d' equazione:
y=x

che ¢ la frontiera del semipiano.
Scrivendo invece la disequazione:

y=x

Capitolo nono  Equazioni, disequazioni e sistemi di 1° grado

piano al disopra di r e anche quelli che

. dicano 1 punti che si trovano nel semt
jin
5. (rovano su 7
17" Analogamen
e ‘
i7za il semipiano al disotto della retta d’ equazione.
"

te si ha che (fig. 3) la disequazione:

cararte
y=x
Mentre 12 disequazione:
y&x
rterizza 1 punti che si trovano su r 0 nel se
a

In fig. 4 si trova la rappresentazione grafica dell

‘one i i nite. .
. zione in due Incog : . . :
dlsequ;articolare attenzione merita una disequazione come (fig. 5)

mipiano al disotto della retta .

4 e soluzioni di qualche altra

x<2

e. in questo contesto, deve essere letta:
b

per qualunque y, x<2
o X )
indica il semipiano «a sinistra» della retta d’equazione:

: ch
€, dunquea
=9
s

A:,V

=
-

f . : i lineare
D'Sequazioni e sistemi di disequazioni in due incognite. La programmazione

Figura 4
Altre disequazioni
in due incognite

Figurad
La disequazione
x<2 nel piano
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Figura 6 (a sinistra)
La disequazione
y>1 nel piano

Figura 7 (a destra)
Il sistema

y<2x
x<5
{ y=0

il 436

Analogamente (fig. 6):
y>1
si legge:
per (iualunque x, y>1

e indica il semipiano «al disopra» della retta d’equazione:

y=1
In fig. 6 la zona ¢ stata individuata non piti col colore, ma con qualche tratting i

disopra della retta, simbologia che agevola la trattazione dei sistemi di disequa«l
zioni. 3
Sistemi di disequazioni in due incognite
Se pit disequazioni devono essere verificate simultaneamente, si ha un sistema
di disequazioni in due incognite. Ecco un primo esempio: j

y<2x

x<5

y=0

Interpretato sul piano cartesiano questo sistema indica una zona di piano delimj-
tata dalle tre rette seguenti (fig. 7): '

(@) y=2x (b)x=5 (c)l’asse delle x

4 y >1
LY
y=1
i i } o
0 1 2 ;3

Capitolo nono  Equazioni, disequazioni e sistemi di 1° grado

- ona si trovano i punti che presentano simultaneamente queste caratteristiche:
iﬂella wsi {rovano sotto la retta (a);
: +i trovano a sinistra della retta (b);
_ i trovano al disopra dell'asse delle x. '
dizioni indicate dal sistema individuano dunque la zona triangolare colo-
< jallo in fig. 7.

rata in Enalogamente’ la zona colorata in giallo di fig. 8 & descritta dal seguente
gistema di disequaziont:
. y<3a+2

y=3x—4

y_<.—.\'+7

'\’Z—-_\'+3

ed hala frontiera costituita dalle seguenti quattro rette:
(@) y=3x+2 (b) y=3x—4 (c) y=—x+T (d) y=—x+3

“Un problema di programmazione economica

La determinazione di una zona di piano che risponde ad un sistema di disequa-
zioni & un valido strumento per risolvere dei problemi di programmazione econo-

‘mica. Ecco un esempio. ' i e
iy Una ditta produce calcolatori tascabili di due tipt:

A. calcolatori elementari;

B. calcolatori scientifici. . . .
Per soddisfare le richieste della clientela I'industria sa che deve produrre ogni

giorno: ey —
- - almeno 200 calcolatori di tipo A, ma non pitt di 1000;

- non pit di 500 calcolatori di tipo B. e ‘
Ma la ditta non ha la possibilita di produrre, in tutto, pit di 1200 calcolatori al

giomno.
A

Dj s . . ]
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Figura 8
Il sistema
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Figura 9

La zona del piano che

visualizza il sistema
x>200

438

Infine si sa che:
- per ogni calcolatore di tipo A si ricavano 4000 lire; B

ni S
- per ogni calcolatore di tipo B si ricavano 10 000 lire. (a) x=200
Qual ¢ il ricavo massimo che 1’industria puo realizzare? 00

. . : R y=1200 ciod y=—x+1200

Come si traduce il problema in formule (g ;*:‘ 36 12 =

Pur non tenendo conto di altri fattori come le paghe degli operai, le tasse, efg ( : ato le rette (fig. 9), si pud facilmente individuare la zona de-
problema ¢ assai complicato perché i dati sono molti e collegati fra lorg, ol so aver dlseg_f:] azioni, zona che & detta anche zona di produzione.

ono i
Ecco allora come si puo tradurre il problema in formule, i gcfﬁta dalle diseq

- Siindica con x il numero di calcolatori di tipo A e con y il numerg dife
colatori di tipo B. ; - Cal.

- Si traducono le condizioni assegnate in formule nel modo seguente: i

‘ 4 paﬂe e

Condizione Formula

- re il ricavo
%@ma mgs‘sm':oz:taf in disequazioni solo una parte del problema; manca ancora la
0" s:):om.ica. basata sul fatto che: n g
cper ogni calcolatore di tipo A si ricavano 4000 lire;

. == i v per‘ogni- calcolatore di tipo B si -ricavanc? 10000 lire. . 1
Si debbono produrre almeno 200 calcolatori di tipo A | x2200 e di queste informazioni si pud solo dire che, _dopo aver venduto x ca
= 7 di tipo A e y di tipo B, si ha un ricavo R dato da:
Si debbono produrre non piti di 1000 calcolatori di tipo A v<1000 ditp =l 000 |
i ! R:'4000x+10 %’1 funzione obiettivo, descrive il ricavo R che si
Si debbono produrre non pid di 500 calcolatori di tipo B ¥<500 espi(egs_xongiocéeg: ;élrz itla r:igliore passibile,
| ii7Zed e S S braficar i obiettivo rica-
Non puo produrre, in tutto, pitt di 1200 calcolatori X+y<1200 i pud rappresentare,graﬁcamente anche questa funzione

ando y dalla formula, che diventa:

; y=-0,4x+0,0001R

Ora si pud ragionare cosl:

~ _ serisulta R=0, si ha:
y=-0,4x

Si tiene inoltre presente che il numero di calcolatori di tipo B & cert
tivo e quindi dovra essere anche:
y=0

arznte posg

Si ottiene dunque il seguente sistema di disequazioni:

i i ta r di fig. 10;
zione che ha come grafico la ret i '
x2200 e?ll;i do il ricavo R assume un valore positivo, la retta sale spostandogi
12500 _ garallelamente a se stessa, entra nella zona di produzione attraverso 1
yssg?zoo punto A e ne esce dal punto D;
;:g_ ~ il ricavo & massimo proprio quando la retta passa per D.

A,

500

situazione in cui il ricavo & massimo
A,

-
-

i ; g ioni i i i rammazione lineare
Capitolo nono  Equazioni, di ioni e sistemi di 1°9rad® Pisequazioni e sistemi i disequazioni in due incognite. La prog
no quazioni, disequazio

Figura 10 .
Come si determina
il ricavo massimo
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Calcolare il ricavo massimo

Per calcolare il ricavo massimo bis i i
il ' ogna prima di tutto calcolare le coord; -
punto D, che ¢ il punto d’intersezione delle seguenti rette: dinates :

(¢) y=500

(d) y=—x+1200

. 9 . ( ) . . . .

500=—x+1200

da cui:
x=700

Avendo ottenuto:

x=700 e y=500
si trova subito

R=4000-700+10 000-500
ciog:

R=T 800 000

Questo ¢ dunque il massimo guadagno i i 0 i
Juesto & che I’industria puo realizzare n i-
zioni indicate. ’ e congl

La programmazione lineare

Questo metodo, basato su equazioni e disequazioni di 1° grado visualizzate con
;,tte del gl?no cartesiano, prende il nome di programmazione lineare ed & legato

nome del matematico americano G.B. Dantzig, che I’h ima
L g, a proposto per la prima
Il metodo parte da un lungo discorso, in cui i dati, le condizioni, i vincoli!‘,

sono tanti da non poter essere ricordati e procede cosi:

- si traducono le condizioni in un sistema di disequazioni;

- s1 visualizza il sistema con una zona di piano cartesiano;

- s1 rappresenta la funzione obiettivo da ottimizzare.
La funzione obiettivo viene rappresentata da una retta che si sposta parallelamente
a se stessa e che, sovrapponendosi alla zona, indica la situazione richiesta, che
viene chiamata soluzione ottima.

X I problemi reali da afffontare: con la programmazione lineare sono molto
piu complicati e richiedono I'uso di potenti calcolatori, perché i dati e le condi-
zioni sono moltissimi. Tuttavia I’analisi e la risoluzione del problema si svolgono
sempre seguendo il procedimento esposto finora.

Capitolo nono  Equazioni, disequazioni e sistemi di 1° grado
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Che cosa hisogna sapere

ome si riconosce un‘equazione di 1° grado in un’incognita

Un’equazione di 1 grado & un’uguaglianza fra due espressioni, che presentano le

geguenti caratteristiche:

- nelle espressioni compare, oltre ai numeri, una sola lettera;

_ la lettera compare solo al 1° grado;

- 'uguaglianza diventa vera solo quando si sostituisce al posto della lettera
un particolare numero, detto soluzione dell’equazione;

- 'uguaglianza si puo scrivere nella forma:

C

px+q=cx+d

Esempio: 2x-3=-x+9, che ha soluzione x=4 perché 2- 4-3=—4+9

| vocaboli che si usano parlando di equazioni
- La lettera che compare nell’equazione & [’incognita.
- 11 coefficiente di un monomio in cui compare la lettera ¢ il coefficiente

dell’ incognita.
- I monomi in cui non compare la lettera sono i termini ROt

- 1 coefficienti dell’incognita e i termini noti sono i coefficienti dell equazione.
- L’espressione a sinistra del simbolo «=» & il primo membro dell’equazione.
- L'espressione a destra del simbolo «=» & il secondo membro dell’ equazione.
- 1l numero che, sostituito alla lettera, rende vera ’'uguaglianza ¢ la soluzio-

ne dell’equazione.
- Le equazioni equivalenti sono equazioni che hanno la stessa soluzione.

Come si ottengono equazioni equivalenti

- Aggiungendo uno stesso monomio ai due membri di un’equazione si ottie-
ne un’equazione equivalente.

- Moltiplicando per uno stesso numero diverso da 0 i due membri di un’e-
quazione si ottiene un’equazione equivalente.

Che cosa bisogna sapere
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Come si risolve un’equazione di 1° grado

Si passa dall’equazione assegnata ad un’equazione equivalente che Preserit
seguenti caratteristiche: 4le

- al primo membro il coefficiente dell’incognita & 1 ¢ il termine noto g (.

- al secondo membro il coefficiente dell’incognita & 0 e il termine noto 3
soluzione. Cla

Esempio: 2x-3=—x+9 diventa:

2x+x—3=—x+9+x cio¢ 3x-3=9
3x—3+3=9+3 cio¢ 3x=12
—;-3x=—;-12 ciod x=4

Come si pud scrivere un’equazione di 1° grado
Un’equazione di 1° grado si pud sempre scrivere nella forma:

ax=b

Equazione impossibile

E un’equazione che non ha soluzione, perché I'uguaglianza & sempre falsa; si pud
scrivere nella forma:

0-x=b

Equazione indeterminata

E un’equazione che non determina una soluzione, perché I"uguaglianza & sempre
vera; si puo scrivere nella forma:

0-x=0

Equazioni a coefficienti letterali

Nel caso di equazioni in cui anche i coefficienti sono lettere, bisogna segnalare
chiaramente quale lettera indica 1’incognita.

Esempio: risolvere am+b=0 rispetto all’incognita m

Equazione in due incognite

E un’uguaglianza fra due espressioni che presentano le seguenti caratteristiche:
- vi compaiono due lettere (spesso x e y);
- le due lettere compaiono al 1° grado;

- 'uguaglianza diventa vera quando si sostituiscono al posto di x e y partico-
lari coppie di numeri.

Esempio: 3x+4y=30

Soluzione di un’equazione in due incognite

E una coppia di numeri da sostituire a x e y in modo da ottenere un’uguaglianza vera.
Un’equazione in due incognite non determina una sola soluzione.

3x+4y=30 ha le soluzioni (0;7,5) (10;0) (6; 3)
x—2y=0 ha le soluzioni (0; 0) ;1 6; 3)

Esempio:
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F .

equazioni in due incognite

i due | | ‘
L dlq 1i in due incognite che debbono essere risolte simultaneamente costi-
, C({Llllll() )
lljl:conn un sistema
X—Zy:o
EsemP'? 3x+4y=30
i un sistema
ione di un siste . | |
i e di un sistema & una coppia di numeri caratterizzata dalla seguente
o w'll:{ll" <ostituendo il primo numero a x ed il secondo numero a y, le due equa-
.'.Ol;irl‘ali\‘wl'lll;ll]l) due uguaglianze vere,
gionlt
2 ‘ £ 6-2-3=0
e { 5—21—030 ha la soluzione (6; 3) perché { 3-6+4-3=30
X+ay=

olvere un sistema per sostituzione N ‘ .
.ava una delle incognite da un’equazione e si sostituisce |'espressione ottenuta
L.’l‘;rr‘q in modo da ottenere un’equazione in una sola incognita, che gia si sa

Ris
Sj 1i
pell’
risolyere.

Esemplo:
x—2y=0 =2y x=2y { x=6
{ 3x+4y=30 3-2y+4y=30 10y=30 y=3

Intersezione fra due rette e sistemi di equazioni in due incognite .
Le coordinate del punto d’intersezione di due rette d’equazione assegnata si trova-
no risolvendo il sistema formato dalle due equazioni (fig. 1).

Figura 1
Intersezione
fra due rette

y=2x , x=1
y=2x ha soluzione
=—Xx+3 y=2

Che togq bisogna sapere
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Segno di un binomio di 1° grado
Studiare il segno di un binomio del tipo:

ax+b
vuol dire determinare per quali valori di x risulta:
ax+b>0

ax+b=0

ax+b<0

Indicando con y il valore che assume il binomio, il problema puo essere risolto o
I’aiuto della geometria analitica, come & mostrato in fig. 2. B

Come si riconosce una disequazione di 1° grado in un’incognita
Una disequazione di 1° grado & costruita collegando con i segni di disuguaglianz,
due espressioni, che presentano le seguenti caratteristiche:

Figura 2 a>0
Segno di A y
un binomio di
primo grado
y=ax+b
O x <k y >0
/\ X >k X>
ax +b=0 x-=k
ax +b>0 x>k
/ ax +b<0 x<k
Yy
a<0
y >0 X >k »
0 x <k k y <0 %
ax +b=0 x=k s
ax +b>0 x<k
ax +b<0 x>k
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le espressioni compare, oltre ai numeri, una sola lettera;

- nel
_ la lettera compare solo al 1° grado;

_ ]a disuguaglianza si pud scrivere nella forma:

px+q>cx+d oppure px+q<cx+d

i —2x+6>0 3x—5<—Tx+15 x>2
Esempt
goluzioni di una disequazione

oluzioni della disequazione sono tutti i numeri che, sostituiti alla lettera, fanno
I&s,:ntare la disequazione una disuguaglianza vera.

1 . .

mpio: x>2 ha come soluzioni tutti i numeri rappresentati sulla semiretta

Ese colorata di fig. 3, perché risulta:
i>2 3>2 4>2 e cosi via

D|sequazioni equivalenti
Le disequazioni che hanno le stesse soluzioni si dicono equivalenti.

Come si ottengono disequazioni equivalenti

§i ottengono disequazioni equivalenti utilizzand'(_) gli stessi cyigeri validi per l.e
equazioni equivalenti; va tenuta perb presente un’importante dnfl'ere_nza: r.nolt}ph-
cando per uno stesso numero negativo i due membri di una dlsequa.zmne si ottiene
una disequazione equivalente solo cambiando il segno di disuguaglianza.

Esempi: x>2  &equivalente a:
—1x>2- L ciog ix> 1
2 2
—3x<2- (-3) cio¢  3x<—6
X+3>2+43 cioe  x+3>5

Risolvere una disequazione di 1° grado

Per risolvere una disequazione di 1° grado si passa ad una disequazione equivalen-
te che presenti le seguenti caratteristiche:

- al primo membro il coefficiente dell’incognita & 1 e il termine noto & 0;
- al secondo membro il coefficiente dell’incognita ¢ 0.

Esempio: —2x+6>0 diventa:  —2x+6-6>0-6 cioe 2x>6
e quindi - %(—2x)< - %(—6) ciot  x<3
Figura 3
Le soluzioni
della disequazione
x>2
U
s + —+—t : —p
0 1 2 5 3 4
2
Che cosa bisogna sapere 445
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_ttivita finali

Che cosa bisogna saper fare

Questo capitolo propone le nozioni fondamentali per risolvere equazioni, disequa-
zioni e sistemi; queste nozioni integrano quelle esposte nel capitolo 6 e presentano
dunque le stesse caratteristiche: non basta conoscere le varie nozioni, bisogna
anche saperle applicare, scegliendo in ogni caso il procedimento adatto.

Gli esercizi si possono dividere in questo caso in tre categorie:

I. esercizi sulle equazioni;
1L. esercizi sui sistemi;
III. esercizi sulle disequazioni.
All’interno di queste categorie si trovano poi esercizi di due tipi:
A. esercizi di calcolo (per esempio risoluzione di un’equazione);
B. risoluzione di problemi che richiedono di applicare i calcoli.

. Esercizi sulle equazioni

A. Esercizi di calcolo

Attivita 1. Risolvere un’equazione con coefficienti numerici
Risolvere la seguente equazione:

Sx-3="2x+4

Verificare che la soluzione & esatta.

- Si aggiunge ai due membri il monomio ......... , ottenendo
- Si aggiunge ai due membri il numero ... , ottenendo ...
- Si moltiplicano i due membri per ......... ,ottenendo ...

La soluzione é:
Xx=
Verifica:
51 1-3=-2 44 ciot waasmsssmsmses

Percio la soluzione e ...
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givita 2- Risolvere un’equazione con coefficienti letterali
Ja seguente equazione a coefficienti letterali:

fx—k=—x+2

oL
Esaminare

gtabilire: . . N
- in quale caso ’equazione ¢ impossibile;

- qual & la soluzione dell’equazione;
- qual & la soluzione per k=1.
i scrive I equazione in modo da individuarne i coefficienti e cioé:

- L equazione é impossibile se ............. =0, cioé per k=—1
La soluzione dell’ equazione é:

La soluzione per K=1 si ottiene sostituendo .......... al posto di ............ nell’ espres-
sione precedente; si ottiene:

B. Problemi che conducono a risolvere equazioni di 1° grado

Attivita 3. Un problema economico

1l prezzo di vendita di una macchina fotografica & 350 000 lire e il negoziante
afferma di aver scontato il prezzo del 30%. Quanto costava la macchina fotografi-
ca prima dello sconto?

- Siindica con x il prezzo prima dello sconto!
- Lo sconto é:

- Si arriva all’ equazione:
............... =350 000

- Risolvendo I’ equazione si trova:
x=500 000

che ¢ il prezzo di vendita cercato.

Attivita 4, p problema di geometria

id"‘lo un segmento AB lungo 7; determinare sul segmento AB un punto C in
ab(;)(_lf) che il quadrato costruito su AC ed il triangolo equilatero costruito su CB
1ano lo stesso perimetro.

(o }
he coga bisogna saper fare
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Il problema si puo affrontare procedendo ordinatamente per passi successiy

modo seguente: ey
1. Si visualizza il problema con dei disegni |
Si comincia con qualche disegno che visualizzi il problema (fig. 1):
- il punto C puo inizialmente essere sovrapposto ad A (fig. 1a); in ¢q; >
si puo costruire solo il triangolo su CB, figura che ha il perimetro P ;12‘5
da: *

- il punto C «scorre» sul segmento (figure 1b, 1c);

- il punto C & andato a sovrapporsi su B (fig. 1d); cosi si puo costrujre sol
il quadrato su AC, figura che ha perimetro: S

2. Si sceglie I’incognita
Le figure fanno capire che si puo «fermare» il punto C mentre scorre sy AR
fissando la distanza AC; percio si sceglie come incognita x la distanza AC,
La fig. 1 mostra inoltre che X puo assumere solo valori positivi e piu piccoli di 7,
sara dunque: 3

0<x<7
e, in particolare:

x=0 quando C coincide con A

x=7 quando C coincide con B

3. Si traduce il problema in un’equazione
Avendo indicato con x la lunghezza di AC, si possono esprimere per mezzo di
X anche i perimetri delle due figure; si ha che:

Flgura 1

A\
Visuallzzare Il problema N
con dei disegnl / \ ,/\\
{ \
/1/ \\ // "\‘\
// \\ /'/ \\
/ \ )
B e e D/ \
c=A 7 B A C B
C & sovrapposto a A C scorre verso B
1a 1b
/\
A cC B AN "R E C

7

C scorre verso B C & sovrapposto a B

ic 1d

do
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uadrato di lato AC ha perimetro 4X;
_ [l segmento CB ¢ lungo 71-x; '
| triangolo equilatero di lato CB ha perimetro 3(7—x).
1‘ :, perim.c‘ll'l. sono uguali, come richiesto dal problema, se risulta:
] due -

-ilq

4x=3(T-x)

[n questo modo il problema é stato tradotto in un’equazione di 1° grado nel-
n

[ incognita X-

4 Si risolve ’equazione 4x=3(T-x)
" giottiene:
AX=vrnees —.X dacui ... Xt
equindi.'
x=3

gj controlla che la soluzi'ope ottenuta §ia esatta .
S§i ¢ cosi trovata la posizione di C {'l.chlesta dal. problema: C deve trovarsi a
distanza 3 da A. E immediato verificare che, in questo caso, le due figure
hanno lo stesso perimetro, lungo 12.

Il procedimento per risolvere un problema di geometria

[ problemi di geometria possono essere risolti con un procedi_mento analogo a
quello precedente; si tratta di percorrere ordinatamente le seguenti tappe:

1. visualizzare il problema con opportuni disegni;

2. scegliere I’incognita x, precisando le limitazioni che deve rispettare;
3. tradurre il problema in un’equazione che leghi i dati all’incognita;
4. risolvere I’equazione;

5. controllare che la soluzione ottenuta sia esatta.

Attivita 5. Un problema di geometria che conduce ad un’equazione letterale
Risolvere il problema precedente indicando con b la lunghezza del segmento AB.

In questo caso si arriva ad un’ equazione con coefficienti letterali, la soluzione é:

x=éb
7

II. Esercizi sui sistemi

A. Esercizi g calcolo

A{g"l‘m 6. Risolvere un sistema
Olvere il seguente sistema:

X+y=5
. x—y=3
erific:
tificare che Ia soluzione oftenuta & esatta.

In quest,

Quelly caso si procede rapidamente sia con il metodo di sostituzione che con
al

addizione.

Cha
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- Col metodo di sostituzione si ottiene:

T Jy=5 S =S =
{'\: ] da cu1{x___ e infine {x: 4

E immediato verificare che la soluzione ottenuta & esatta, dato che risulta:

4+1=5
4-1=3

- Col metodo di addizione si puo calcolare:

I equazione + II equazione: .......................

I equazione + II equazione-(-1): .............

Cosi si ha il seguente sistema equivalente a quello dato:

2x=8
2y=2

da cui si puo ricavare subito la soluzione.

B. Problemi che conducono a risolvere sistemi di 1° grado

Attivita 7. Un problema di geometria analitica
Date le due rette r e s che hanno le seguenti equazioni:

r) y=2x—4 (s5) y=—x+5
determinare:
- il punto P d’intersezione delle due rette;

- il punto d’intersezione di ciascuna retta con 1’asse delle x.
Visualizzare i risultati ottenuti, tracciando il grafico delle due rette.

Attivita 8. Un problema di fisica

In fig. 2 & rappresentato un autocarro che pesa 5000 kg, fermo su un viadotto lungo
100 m, a 20 metri da uno dei pilastri. Quali forze sostengono I’autocarro?
Completare il procedimento seguente.

Per sostenere il peso dell’autocarro, che agisce in direzione verticale verso il
basso, i due pilastri A e B esercitano due forze verticali rivolte verso I’ alto; indi-
cando con X e 'y I'intensitd incognita di queste due forze (misurata in kg), dovrd
dunque risultare:

x+y=5000

Questa equazione non basta per determinare le due incognite x e y; occorre
un’altra equazione, che si puo ricavare esaminando meglio il problema: I’ auto-
carro é piu vicino al pilastro A, che deve dunque sopportare lo sforzo maggiore;
se A crollasse, il viadotto diventerebbe una leva che ruota intorno al fulcro B.

Per mantenere in equilibrio questa leva, che ha i bracci:

AB lungo 100m e CB lungo 80 m

il pilastro A deve esercitare una forza x (la potenza della leva), legata al peso
dell’ autocarro (la resisr!fnza ) dalla legge di equilibrio della leva; si ha dunque:
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s

100x=80-5000 cioe¢ 100x=400 000

tri dovranno dunque esercitare due forze x e 'y che si ottengono risol-

ilas : .
ndo i1 seguente sistema.
ve

y=1000

(Il Esercizi sulle disequazioni

A. Esercizi di calcolo

Attivita 9. Risolvere una disequazione

Risolvere la seguente disequazione:
- —1x+2<ix—6
3 3

- Si aggiunge ai due membri il monomio —.......... , ottenendo:

- Si aggiunge ai due membri —........... , ottenendo:

.................. KO 08812 i S

- Si moltiplicano i due membri per —......... e quindi si cambia il segno di
disuguaglianza, ottenendo infine:

x>4

Figura 2

Le forze che
sostengono
I'autocarro fermo
sul viadotto

=5000 kg

Che cosa bisogna saper fare il
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Attivita 10. Studiare il segno di un binomio
Studiare il segno del binomio:

y=2x+8

- Si traccia il grafico della retta corrispondente.
- Si determina il punto d’intersezione della retta con I’ asse delle x; si ha:

A4 0)

- Si trova quindi:

B. Problemi che conducono a disequazioni di 1° grado

Attivita 11
Di un’auto sono in vendita allo stesso prezzo due modelli:

- a benzina, che ha un costo di utilizzo di circa 300 lire ogni kilometro e
paga il bollo annuale di circa 200 000 lire;

- a gasolio, che ha un costo di utilizzo di circa 140 lire ogni kilometro e
paga il bollo annuale di circa 1 200 000 lire.

Quale dei due modelli conviene comprare?

L’ auto a gasolio ha un costo di consumo minore, ma paga una tassa annuale mag-
giore. Si capisce che conviene solo se si percorrono molti kilometri; ma quanti
kilometri esattamente?

Indicando con x il numero di kilometri cercato si ha:

- costo annuale dell’auto a gasolio:  140x+1 200 000
- costo annuale dell’auto a benzina: 300x+200 000

L’ auto a gasolio é conveniente se risulta:
140x+1 200 000<300x+200 000

- Si addiziona ai due membri il monomio —............. , ottenendo:
......................... Lrreerreresresnesrans

- Si addiziona ai due membri il numero—........... , ottenendo:
<

- 8i moltiplicano i due membri per il numero negativo .......... e quindi si cam-
bia segno di disuguaglianza, ottenendo:

e cioé:
x>6250

In conclusione, nel caso considerato si trova che I'auto a gasolio é conveniente
solo se si percorrono in un anno pii di 6250 kilometri.
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