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Un modo per disegnare poligoni uguali

Per disegnare dei poligoni uguali basta realiz-

zare un poligono P ritagliando un cartoncino

(fig. 1): quindi si procede cosi:

1. si fissa P sul foglio in una prima posizione e
se ne ricalca il contorno; si ottiene un poli-
gono ABCD;

(o)

. si fa scivolare P sul foglio, per esempig

lungo la retta AB, e se ne ricalca il contorng;
si ottiene un secondo poligono A'B'C'D";

. si fa ruotare P sul foglio, per esempio intor-

no ad A', e se ne ricalca il contorno; si ottie-
ne un terzo poligono A"B"C"D" ;

. si ribalta P, per esempio intorno ad A"B", e

Figura 1
Un modo di disegnare tanti poligoni uguali

Figura 2
Riconoscere due poligoni uguali
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A=A AD = AD'
¢ B=B AB = AB'
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C=i& BC = BC'

D=D' DC =D'C'
gonl
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AB=A'B' BC=B'C'

CD=CD' DA=D'A’
Questa osservazione suggerisce di decidere se
due poligoni sono uguali esaminandone i lati e
gli angoli; si ha dunque che: due poligoni sono
uguali se hanno lati ed angoli ordinatamente
uguali.

se ne ricalc;:x l‘l‘ contorno; si ottiene un altro
pollgonoA BrCD".
uesto modo si trovano disegnati sul foglio
qanti poligoni uguali: si potrebbe anche dire
che & sempre lo stesso poligono, pero disegna-
(o in quattro diverse posizioni.

Un criterio per riconoscere poligoni uguali

|| precedente metodo per disegnare tanti poli-
oni uguali & senz’altro semplice, ma sembra
privo di applicazioni. Nelle scienze (cfr. anche
la scheda «I criteri di uguaglianza dei triangoli
pello studio della riflessione della luce»,
190) & invece importante un altro risultato:
gaper decidere se due poligoni sono uguali
senza dover ricorrere ad un movimento che
porta a sovrapporli.
Per questo conviene riprendere due dei poligo-
ni disegnati prima, per esempio il primo ed il
secondo (fig. 2) ed osservare che, ovviamente,
gli elementi corrispondenti sono uguali; risulta

Perché bisogna confrontare sia i lati che gli
angoli per decidere se due poligoni sono uguali

E facile capire che non basta confrontare i soli
angoli per essere certi che due poligoni sono
uguali: i due poligoni di fig. 3 hanno gli angoli
uguali, ma non sono certamente uguali. Sono
invece simili; il poligone piu grande si pud
ottenere proiettando quello pill piccolo con un
proiettore per diapositive (fig. 4).

E cosi non basta confrontare solo i lati per
decidere se due poligoni sono uguali: i due
quadrilateri di fig. 5 hanno i lati uguali, ma
non sono uguali. Si pud costruire una delle due

gloes A, 8B figure con sbarrette (fig. 6); il quadrilatero non
A=f‘ = ¢ rigido, & invece articolato: con una pressione
c=C b= sui lati si pud ottenere 1’altra figura.

Figura 3 Figura 4

Due poligoni che hanno gli angoli Come ottenere due poligoni con gli angoli uguali

uguali ma non sono uguali

D
D
C
.C .
A B A B

Figura 5
Due poligoni che hanno i lati uguali, ma non sono uguali
D (05 proiettore I
0 C' /> =
diapositiva con il | F -
A B A B'
Figura 6 sullo schermo

Come ottenere due quadrilateri con i lati uguali

7

quadrilatero oftenuto
dal precedente con una
pressione sui lati

il poligono piit grande

& sbarrette
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Come si trovano «lati ed angoli ordinatamente
uguali»

La fig. 7 porta a riflettere su un problema:
come organizzare il confronto di lati ed angoli
per decidere se due poligoni sono uguali?
Conviene procedere nel modo seguente:

1. si fissa I’attenzione su una coppia di ele-

menti certamente uguali (per esempio, gli
. N .
angoli A e E nella fig. 7);

2. si percorre ordinatamente il perimetro dei
due poligoni, verificando che gli elementi
corrispondenti risultino uguali.

Cosi, percorrendo il perimetro dei due poligoni

Figura 7
Cercare lati ed angoli ordinatamente uguali

Figura 8
Poligoni inversamente uguali
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di fig. 7 in senso orario, si trova:

1. A= 2. AD=EF 3. D=F
4.DC=FG 5.C=G 6. CB=GH
7.8=A 8. BA=HE

Si trovano dunque nei due poligoni elemeny;
ordinatamente uguali € percio i due poligon;j
sono uguali.

In modo analogo si pud verificare che song
uguali i due poligoni di fig. 8; in questo cagq
perd, per trovare elementi uguali, bisogna per-
correre i perimetri dei due poligoni in sensg
inverso. Per questo si dice che i due poligon;
sono inversamente uguali.

ey

F
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Verifiche

Conoscenze
Come si pud ottenere un disegno di quat-
tro poligoni uguali?

Qual & il criterio per decidere se due poli-
goni sono uguali?

Comprensione
Spiegare perché non basta confrontare i
lati di due poligoni per decidere se le due
figure sono uguali; portare un esempio
diverso da quello indicato nel testo.

@ Spiegare perché non basta confrontare gli
angoli di due poligoni per decidere se le
due figure sono uguali; portare un esem-
pio diverso da quello indicato nel testo.

Applicazioni

® Esaminare i tre poligoni di fig. 9 e verifi-
care che sono uguali fra loro, spiegando il
procedimento seguito.

@ Esaminare i poligoni di fig. 10 e stabilire
quali sono uguali fra loro, spiegando il
procedimento seguito.

Figura 9 g - ;
verificare che i tre poligoni sono uguali

) A D
H
B
! C E
Figura 10
Scegliere poligoni uguali
D C T
1
A B
H G
Q
E F
P N
L M

‘ 1- Poligon uguali

A
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Triangoli uguali.

Due criteri di uguaglianza

Triangoli uguali

I triangoli sono i poligoni pill semplici; si ha
dunque che due triangoli sono uguali se i lati e
gli angoli dell’uno sono ordinatamente uguali
ai lati’ e agli angoli dell’ altro.

Per esempio, sono uguali i due triangoli di fig. 1,
dato che risulta:

Figura 1
pue triangoli uguali

Figura 2
con tre sbarrette si pud costruire un solo triangolo
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A=A AB=A'B'
B=f' BC=B'C'
C=C CA=C'A’

Per scoprire se due triangoli sono uguali biso-
gnerebbe dunque effettuare 12 misure: i 6 ele-
menti — 3 lati e 3 angoli — del primo triangolo,

Capitolo quinto  Uguaglianza ed equivalenza di poligoni

onfrontare con 1 corrispondenti 6 elementi

da € :
el gecondo tr'langplu. ) L

li perd non & necessario effettuare
ste misure: appositi criterl permettono
| riconoscere due triangoli uguali effettuando

solo 6 misure.

per i triango
tutte que

gsta confrontare i lati per decidere se due
mangoli sono uguali
gj scopre facilmente un criterio di uguaglianza
rovando a costruire un triangolo con tre sbar-
rette (fig. 2): si ottiene una struttura rigida, che
non si altera premendo sui lati; le tre sbarrette
realizzano dunque un solo u_'wngolo. che puo
essere ovviamente disposto in tante posizioni
differenti.
Anche il disegno di un triangolo eseguito con
riga € cOmMpasso (fig. 3) conferma questo risul-
tato e conduce al seguente criterio di ugua-
glianza dei triangoli: due triangoli sono ugua-
Ii se hanno i lati uguali.

Questo criterio garantisce che, per decidere se
due triangoli sono uguali, basta confrontare
solo i lati, senza dover misurare anche gli
angoli.

Figura 3
Costruire con riga e compasso
un triangolo che ha tre lati dati

Per decidere se due triangoli sono uguali hon
basta confrontare gli angoli, bisogna
confrontare anche un lato

Il risultato raggiunto conduce a provare
un’altra costruzione: costruire un triangolo
conoscendo solo 1’ampiezza degli angoli
(senza avere alcuna informazione sulla lun-
ghezza dei lati).

Si scopre subito che in questo modo il triango-
lo non & determinato: la fig. 4 mostra dei trian-
goli che hanno gli angoli corrispondenti uguali
e non sono certo uguali; sono invece simili,
cioé hanno la stessa forma, ma dimensioni
diverse.

Si trova inoltre che & stata data un’informazio-
ne inutile: fissata ’ampiezza di due angoli —
per esempio B=60° e y=30° come in fig. 4 — si
conosce anche il terzo angolo o, dato che deve
risultare:

0+60°+30°=180° e quindi 0=90°

Tuttavia, fra tutti i triangoli che hanno gli
angoli uguali, & facile fissare un ben determi-
nato triangolo: basta indicare la lunghezza di
un lato. Per esempio, fra i triangoli di fig. 4,
solo ABC ha il lato BC lungo 4 cm.

A

1. Si disegna il primo lato.

Figura 4
Tanti triangoli che hanno gli
Stessi angoli

2. Si punta it compasso
in A con raggio
il secondo lato.

3. Si punta il compasso
in B con raggio
il terzo lato.

2. Triangoli uguali. Due criteri di uguaglianza

F N

~._ 4cm
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,de allora che per fissare un unico
nc asta assegnare due angoli — per
011, bé g

L0 T, = il 14 " > a1 due
gi o BeC e il lato BC comune ai due
" P!
Vo) i ltro criterio di uguaglianza:
ol o8t un altro criterio di uguaglianza:
v a

|.0\""' jgoli SON0 uguali se hanno uguu/i due
AR { il lato comune ai due angoli.

ol gl

‘ﬂ;[mf’“(

" . v
nisogna fissare la posizione del lato da

o, jtimo criterio di uguaglianza puo far
o8 Lunil domanda: perché bisogna fissare la

e ¥ del lato da confrontare?

07 guggerisce una risposta a questa

07§~ i due triangoli ABC e A'B'C' hanno

PP gt flinﬂ” 4 cm, un angolo ampio 30° e un
a0 o 90°, tuttavia non sono uguali. Ed e

anl

f
3’?[0

i

WO ipercht g
"€ golo ABC il lato lungo 4 ¢cm ¢ comu-
6" 4 it 1i di 30° e 90°%

A i angOT T ..

g%, hgolo A'B'C' il lato lungo 4 c¢cm & in

ﬂcl lrili‘\’,é:"sﬂ posizione rispetto agli angoli

LN . 00°

ohiee 0

;,ml'.]\,ccc uguali i triangoli ABC e AB'C' in
in

.,;(ﬂ]o

!gul‘a 5“ oli d Ii li
fue"lzngo un lato e due angoli uguali
P gV

4 .cm

fig. 6: hanno un angolo ampio 30% e un gy,
ampio 90°, mentre il lato lungo 4 cm &, in tyy;

due i triangoli, opposto all’angolo di 30°; i, l’e
caso infatti il lato lungo 4 cm & sempre cnmuned,
due angoli ordinatamente uguali, ampi 60° ¢ 9
Dunque, per stabilire se due triangoli SOng
wuguali, basta confrontare due angoli e¢d ,“)
lato, ma é indispensabile fissare la posi _,,)”(f
del lato rispetto agli angoli.

Verifiche

Conoscenze

@ Esporre i due criteri di uguaglianza dej
triangoli presentati in questo paragrafo.

Comprensione

@ Spiegare perché, per verificare che due
triangoli sono uguali, basta confroniare i

i che non sono uguali C'

90°
0TS
Al B'
W6 ono uguali
fggngoll e SO 19 .
pue C
0
=
60°
4cm
90°
30° PN
Al g'
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Figu[a 8
Quali triangoli sono uguali?

lati, mentre questo non basta per i quadri-
Jateri. -
Spiegare perché, per verificare che due
@ trFangoli sono uguali, non basta confronta-
re gli angoli.
o 1 due lriang.oli '(ll hg..7,\lmnAn'o m'dlj\}'ataj
mente uguali gli angoli A e A, CeCei
lati ABe AB'. : ,
Cosa si pud dire dei due angoli Be B
[n base a quale criterio i due triangoli sono
uguali?

Applicazioni

® Frai triangoli di fig. 8 scegliere quelli
uguali, spiegando il procedimento seguito.

® Due triangoli isosceli hanno la base ed un
lato ordinatamente uguali; questo basta per
essere certi che sono uguali? Motivare la
risposta.

® Due triangoli isosceli hanno la base ed un
angolo alla base ordinatamente uguali;
questo basta per essere certi che sono
uguali? Motivare la risposta.

Figura 7
Due triangoli da esaminare

Collegamento con il capitolo precedente

®

In questo paragrafo si ¢ detto che, per fis-
sare un triangolo, basta fissare i tre lati;
questi tre lati possono essere scelti libera-
mente?

(Vedere il capitolo 4, paragrafo 4)
Ecco due esempi su cui riflettere:

a. si pud costruire il triangolo con i lati
lunghi 2, 3, 67

b. si pud costruire il triangolo con i lati
lunghi 2, 3, 57

In questo paragrafo si ¢ detto che, per fis-

sare un triangolo, basta fissare due angoli

ed il lato comune; i due angoli possono
essere scelti liberamente?

(Vedere il capitolo 4, paragrafo 3)
Ecco due esempi su cui riflettere:

a. si puo costruire il triangolo con due an-
goli retti ed il lato comune lungo 1 cm?

b. si pud costruire il triangolo con due an-
goli ampi 100° ed il lato comune lungo
2 cm?

90°
B o

4 5

2 Trlangoli uguali. Due criteri di uguaglianza
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dei triangoli

¢ ecidere se due triangoli sono uguali basta
Pgnfronia"e due lati e 'angolo compreso
¢

lpmmgrafo precedente si € trovato che si pud
N:stIUire un solo triangolo con i tre lati fis-
¢

| tre criteri di uguaglianza

sati (fig. 1); che cosa succede, invece, quando sj
fissa solo la lunghezza di due lati? Basta osser-
vare la fig. 2 per rendersi conto che il triangolo
non ¢ determinato: dati due lati, per esempio
AB e BC, si possono costruire tanti triangoli.

Figufg losu-uire un solo triangolo ¢
gi g‘;"e jati fissati
¢0
B A
;i%l:{?riz;ﬂgmi che hanno solo due lati fissi
4
C
o
_—B
)
B A B" A

1; solo del triangoli possibili
I i ;
na 1‘3090’0 B=90

184
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angoli non sono certamente uguuli:
ampiezza dell’angolo B, varia an-
hezza del terzo lato AC, che serve
. chiudere il triangolo. a
.L'r i, fra i triangoli che hanno due lati fissi
1”.“"1.\‘,1:-'5(;eglicrc un determinato triangolo:
e ‘,H,Ll fissare 1’ampiezza dell’angolo B. Per
h:}f:l;pio, fra i triangoli di fig. 2, solo ABC ha
lc."::molo 8 ampio 90°. ) -
Si conclude allora che, per fissare un unico
;;-im\.‘l“l”‘ non basta assegnare dl}_c lati — per
esempio {\B e BC — ma l.nsngna .hssare anche
|'angolo B8, compreso fra i d.uc l;}u. _
Sj trova cosi un altro cn@rw di ugunglmlnza:
;_/m-' (riangoli sono uguali se hanno uguali due
Jati el ‘angolo compreso.

[I(.’Sli “l
.vurinndO I
che 1a Jung

perché bisogna fissare I'angolo compreso fra
due lati uguali

Anche quest’ultimo criterio di uguaglianza
pud far nascere una d(mmnda_:' che cosa succe-
de quando di un triangolo si fissano due lati e
un angolo non compreso fra i due lati?

E 'effettiva costruzione che pud rispondere; in

fig. 3 si organizza la costruzione di un trian-
golo che ha gli elementi seguenti:

AB=12¢cm BC=8cm A=30°

La costruzione procede cosi:

1. si fissano due sbarrette » e s in modo da

delimitare 1’angolo:
A=30°

2. sulla sbarretta r si fissa il punto B, che dista
12 cm da A, e in B si impernia un’altra sbar-
retta ¢ lunga 8 cm;

3. si ruota quest’ultima sbarretta intorno a B
fino ad incontrare 1’altra sbarretta s, in
modo da chiudere il triangolo.

Proprio questo procedimento porta a costruire

due triangoli del tutto diversi, dato che ¢ si pud

appoggiare a s in due modi diversi.

Allo stesso risultato si pud arrivare con una

costruzione con riga e compasso come quella

descritta in fig. 4.

Si arriva dunque alla seguente conclusione:

due triangoli possono avere ordinatamente

uguali due lati e I'angolo non compreso senza
essere uguali.

|

Figura 3

Costruire un triangolo con sbarrette, dati due lati e I'angolo non compreso

1. Due sbarrette con 2. Una terza sbarretta lunga 3. Si formano due
angolo di 30°. 8 imperniata in B. diversi triangoli. -
| S
s
8

| 30° r 30°

A B 12 B

Figura 4

Costruire un triangolo con riga e compasso, dati due lati e I'angolo non compreso

)) 30° :

: A 12 B A 12 B

1. Sifissa A = 30° e
AB = 12, con raggio 8.

3,
Itre criter! di uguaglianza del triangoli

P -

2. Si punta il compasso in B
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I tre criteri di uguaglianza dei triangoli @
I criteri di uguaglianza dei triangoli si presen-
tano di solito nell’ordine seguente (fig. 5):

Disegnare due triangoli che hanno ugual;
due lati e I’angolo non compreso senzy
essere uguali.

® Spiegare perché il secondo criterio dj
uguaglianza dei triangoli chiede di esami.
nare il lato compreso fra i due angolj
uguali.

L Due triangoli sono uguali se hanno uguali
due lati e I'angolo fra essi compreso.

II. Due lrlaizgo[{ sono uguali se hanno uguali
due angoli e il lato fra essi compreso.

1L Due triqngoli sono uguali se hanno uguali @ Disegnare.due triangoli che hanno uguali
. due angoli e il lato non compreso senza

essere uguali.

Applicazioni
Verit i i L

iche @ Fraﬁ'tnanglohf disegnati in fig. 6 indicare
quelli uguali fra loro, spiegando il proce-
Conoscenze . . dimento seguito. = s
0] ’{E'Sporrf,_ 1 tre criteri di uguaglianza dei @ Due triangoli isosceli hanno uguali I’ango-
riangoli. lo al vertice ed un lato obliquo; questo

basta per essere certi che sono uguali?

Due triangoli rettangoli hanno uguali i due
cateti; questo basta per essere certi che
sono uguali?

Comprensione

® Spiegare perché il primo criterio di ugua- ©)
g’lmnza dei triangoli chiede di esaminare
I’angolo compreso fra i due lati uguali.

Figura 5 G,
| criteri di uguaglianza dei triangoli
0) A
/0\ I due triangoli sono uguali dato che:
& == h y AC=AC'" AB=AB' A=A
() A ]
C
/\ | due triangoli sono uguali dato che:
\ . > A A A ~
AB - AIBI = L} = .
A z o 4 A=A B=B
(1 B - A - “
0]
I due triangoli sono uguali dato che:
_ A ———— B c by AB=AB'" AC=AC BC=BC
Figura6 |
Riconoscere trlangoli uguali
6 4
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i

| criteri di uguaglianza

dei triangoli rettangoli

I tre criteri di uguaglianza nel caso dei triangoli

rettangoli

[ criteri di uguaglianza dei triangoli si possono

applicare, in particolare, per decidere se due

triangoli rettangoli sono uguali; ma in questo
caso ci sono sempre due elementi che sono
sicuramente uguali: "angolo retto del primo
triangolo & sempre uguale all’angolo retto del

secondo triangolo. Cosi si trova che (fig. 1):

- in base al primo criterio, per decidere se due
triangoli rettangoli sono uguali, basta verifi-
care se hanno uguali i due cateti (I’angolo
compreso ¢ retto);

- in base al secondo criterio, per decidere se due
triangoli rettangoli sono uguali, basta verifica-
re se hanno ordinatamente uguali un lato ed un
angolo acuto (I’altro angolo & sempre retto).

Figura 1

Un criterio di uguaglianza valido solo

per i triangoli rettangoli

Da quanto visto finora, sembra di dover appli-
care raramente il terzo criterio di uguaglianza
per riconoscere se due triangoli rettangoli sono
uguali: due triangoli che hanno uguali due
cateti sono certamente uguali, senza dover con-
frontare anche il terzo lato.

Che cosa succede se, invece, due triangoli ret-
tangoli hanno ordinatamente uguali un cateto e
I’ipotenusa?

E ancora I’effettiva costruzione che riesce a
rispondere; per esempio, si costruisce un trian-
golo che ha gli elementi seguenti:

AC=8cm BC=12cm A=90°

La costruzione procede cosi (fig. 2):

Il primo e il secondo criterio di uguaglianza nel caso di triangoli rettangoli

a
|
3
A S B

| due triangoli rettangoli sono uguali dato che:

AC=AC CB=CB A=A=00°

(1) ¢
3 ‘
) A 4 B
() c e
“60°
3
I;QOO\
A B A

4, .
| Criter| di uguaglianza dei triangoli rettangoli

D, | due triangoli rettangoli sono uguali dato che:
e AC=AC A=A=90° C=C =60
90°
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1. si fissano due sbarrette 7 € s in modo da deli- triangolo rettangolo, basta assegnare 1’i
mitare 1’angolo: sa ed un cateto.
A=90° Si trova cosi un altro criterio di uguagliay,

2. sulla sbarretta r si fissa il punto C, che dista dei triangoli r ettqngoh: due triangoli reftay,
8 cm da A, e in C si impernia un’altra sbar- goli sono uguali se hanno ordinatame
retta BC, lunga 12 cm; uguali un cateto e l'ipotenusa.

3. si ruota quest’ultima sbarretta intorno a C
fino ad incontrare 1’altra sbarretta s, in modo
da chiudere il triangolo ABC.

Questo procedimento porta a costruire un solo
triangolo, dato che BC si pud appoggiare a s in
un solo modo.

Allo stesso risultato si pud arrivare con una
costruzione con riga e compasso come quella
descritta in fig. 3.

Nte

| criteri di uguaglianza dei triangoli rettangolj
I criteri di uguaglianza dei triangoli assumong

triangoli rettangoli. Si ha che (fig. 4):

L. Due triangoli rettangoli sono uguali g,
hanno ordinatamente uguali due lati.

IL Due triangoli rettangoli sono uguali g,

Si conclude allora che, per fissare un unico angolo.
Figura 2
Costruire un triangolo rettangolo di cui & dato un cateto e I'ipotenusa
B
s
B
L4 .
12
12
90°
A r A 8 Cc A C
1 2 3

Figura 3

Costruire un triangolo rettangolo con riga e compasso, dati un cateto e I'ipotenusa

si punta il compasso in C
con apertura 12
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I)()lenuv

dunque una forma particolare nel caso dej

hanno ordinatamente uguali un lato ed i,

VerifiChO

(onoscenze
Esporte i criteri di uguaglianza dei trian-
goli rettangoli.

» Quali elementi di un triangolo rettangolo
. debbono essere dati per fissare un solo

iriangolo?

@

Compr’eﬂsione
@ Spiegare perché sono uguali due triangoli
rettangoli che hanno uguali i due cateti.

@ Spiegare perché sono uguali due triangoli

rettangoli che hanno ordinatamente uguali
un cateto e 1’ipotenusa.

® Spiegare perché sono uguali due triangoli
rettangoli che hanno ordinatamente uguali
un lato ed un angolo acuto.

Applicazioni

® Nella fig. 5 sono disegnate tre coppie di
triangoli rettangoli, di cui sono indicate le
misure degli angoli. Indicare le coppie for-
mate da due triangoli uguali, motivando la
scelta.

@ Due triangoli rettangoli isosceli hanno le
ipotenuse uguali; questo basta per essere
certi che i due triangoli sono uguali?

3
90°
ugy
ugm
3

Flgura 5
Riconoscere una coppia di triangoli uguall

4

! Criteri di uguagllanza del trlangoli rettangoli

P -

189




Figura 1

Un esperimento per studiare
la riflessione della luce

190

[ criter1 di uguaglianza dei triangoli
nello studio della riflessione della luce

La riflessione della luce e le sue leggi

In fig. 1a & rappresentato un esperimento organizzato per studiare la riflessio
della luce: un raggio di luce emesso da un proiettore colpisce uno specchio
viene riflesso. Per capire meglio la situazione, in fig. 16 un cartoncino bianco,
disposto perpendicolarmente allo specchio e, nel punto P in cui cade la luce,
tracciata la perpendicolare allo specchio; questa perpendicolare viene anche chia-
mata normale.

In questo modo si puo seguire il cammino della luce: il raggio di luce cimes-
so dal proiettore (detto raggio incidente) e il raggio di luce che rimbalza (detto
raggio riflesso) sfiorano sempre il cartoncino, cio¢ sono nello stesso piano della
normale. "

Si esaminano poi due angoli: I’angolo i fra raggio incidente e normale,

Capitolo quinto Uguaglianza ed equivalenza di polig""|

o angolo d’ incidenza, € 1'angolo 7 fra raggio riflesso e normale, chiama-
chiamat angolo di riflessione; si trova che questi due angoli sono sempre uguali.
fO”ﬂﬂd;fa riflessione della luce & dunque regolata dalle seguenti leggi:

[, raggio incidente, raggio riflesso e normale si trovano sempre sullo stesso

iano; o o
11 f’angolo di riflessione & sempre uguale all’angolo di incidenza, cioe risulta
" sempre: " 2
r=1

pimmagine data da uno specchio .
L'esperimento descritto prima & progettato appositameptq per studiare come si
comporta la luce che incontra uno specchio. Nella realta di tutti i giorni, davanti
ad uno specchio vediamo una «copia» di noi stessi, come se «dietro» ci fosse
un’altra persona. Come si spiega quest effetto?
Ecco come si pud ragionare (fig. 2).
si immagina di porre una piccola lampadina in un punto A davanti allo
L@hcchio s la lampadina emette tanti raggi di luce:
| - il raggio n perpendicolare allo specchio, che colpisce lo specchio in
F N e si riflette su se stesso;
- il raggio a, che colpisce lo specchio in P e viene riflesso dallo spec-
chio formando il raggio a*

- il raggio b, che colpisce lo specchio in Q e viene riflesso dallo spec-
chio formando il raggio b’, e cosi via.

Tutti questi raggi riflessi non si incontrano davanti allo specchio, ma i loro pro-
Jungamenti si incontrano «dietro» allo specchio, nel punto A'. Quali caratteristi-
» presenta questo punto A'?

/
Qi
f""/’» b
S ’.-""
/ N
! ¢3s VS e £ o
N\ AN
b / NS
i a
|
Pl
“'s
a'

Loy
Htori i Uguaglianza del triangoli nello studio della riflessione della luce

Figura 2

Una costruzione per

spiegare come funziona

lo specchio
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Figura 3
Caratteristiche
del punto A

Fi urad4[

Perché sembra
vedere un oggetto
«dietro» 10 specchio

192

Per rispondere conviene fissare ’attenzione sulla fig. 3, dove, oltre ally
normale 7, si trova anche la normale n’, tracciata dal punto P: si osservano i due
triangoli rettangoli NAP e NA'P, che hanno un cateto e un angolo acuto ordinata-
mente uguali. I due triangoli sono uguali per il secondo criterio di uguaglianza
dei triangoli e percio risulta sempre che:

- AA' ¢ perpendicolare allo specchio;

- NA=NA".
Questo vuol dire che A' ¢ il simmetrico di A rispetto al piano dello specchio.

In conclusione, i raggi emessi da una lampadina A vengono riflessi dallo
specchio in modo che i loro prolungamenti convergono nel punto A’, simmetrico
di A rispetto al piano dello specchio.

Questi raggi riflessi sono percepiti dall’occhio, che vede la luce come se
provenisse da A'.

Per un oggetto qualunque, che emette luce da tanti suoi punti, I’effetto ¢ 1o
stesso, ripetuto per ogni singolo punto (fig. 4); & per questo che, davanti ad uno
specchio, vediamo gli oggetti come se fossero «dietro» o «dentro» lo specchio.

i =r perlalegge della riflessione

A' & simmetrico di A
rispetto allo specchio

Capitolo quinto  Uguaglianza ed equivalenza di poligoni

[ criteri di uguaglianza dei triangoli conducono
anche a riflettere su alcune costruzioni geome-
triche che spesso ricorrono nelle applicazioni;
in questo paragrafo si trovano, in particolare,
alcuni semplici procedimenti per riconoscere
angoli uguali.

Angoli adiacenti di angoli uguali sono uguali

In fig. 1 sono disegnati due triangoli uguali
ABC e A'B'C'; in particolare i due triangoli
hanno gli angoli interni uguali.

Che cosa si pud dire degli angoli esterni?

Per rispondere, conviene fissare lA’attenZiAone,
per esempio, sugli ung/gli esterni DAC e D/'\A'C‘;
cosi s1 osserva che DAC ¢& adiacente a CAB e,
analogamente, D'A'C' ¢ adiacente a CA'B'.

Figura 1
Angoli esterni di triangoli uguali

N\

Come riconoscere angoli uguali

Ora, basta ricordare che, in un triangolo, un

angolo esterno & sempre uguale alla somma dei

due angoli interni non adiacenti (vedi p. 122),

per arrivare a due conclusioni strettamente

legate fra loro:

I. Due triangoli uguali hanno gli angoli

esterni ordinatamente uguali.

Il. Angoli adiacenti di angoli uguali sono
uguali.

Angoli opposti al vertice sono uguali

Gl angoli aOb e c@d, disegnati in fig. 2, sono
opposti al vertice; essi risultano adiacenti allo
stesso angolo aOc ¢ percid sono certamente
uguali. Si ritrova cosi una nota proprieta: due
angoli opposti al vertice sono uguali.

Figura 2
Angoli opposti al vertice

\, angoli uguali

,—/

4
B D A

Y ) ) .
-~ angoli esterni uguali

5.¢ "
Ome riconoscere angoli uguali

B
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Angoli formati da due rette tagliate da una
trasversale

Nel triangolo ABC di fig. 3 le lettere o, B, ¥
indicano le ampiezze degli angoli interni del
triangolo, B' e ' le ampiezze degli angoli
esterni di vertice B e C.

In fig. 4 sono stati prolungati i lati del triango-
lo ABC, fino ad ottenere una classica costru-
zione geometrica: due rette a e b, tagliate da
una terza retta ¢, chiamata trasversale. Si
ottengono cosi otto angoli, a cui si assegnano
di solito i seguenti nomi (fig. 4):

- angoli alterni interni,

- angoli alterni esterni,

- angoli corrispondenti.

Angoli formati da due rette parallele tagliate da
una trasversale

La fig. 5 conduce a fissare 1’attenzione su una
coppia di angoli alterni interni: gli angoli ampi
yY' e B. Si tratta di un angolo esterno e
dell’angolo interno non adiacente nel triangolo

ABC; percid risulta:
v'=p+o e percid v'>B

Si immagina ora di far scivolare verso sinistry
il vertice A e di osservare la fig. 6 in movi-
mento; si trova che:

- I’angolo o diventa sempre pil piccolo;

- percio 1’angolo B ha un’ampiezza sempre piy
vicina ay'.

Al limite, quando le due rette a e b sono diven-

tate parallele (fig. 7), si trova:

v'=p
Nella fig. 8 la retta a, che in fig. 7 era parallela
alla retta b, si & inclinata in modo da incontrare

di nuovo la retta b, ma a destra della trasversa-
le ¢; cosi ora risulta:

Y'+o=f epercid y'<P

L’uguaglianza dei due angoli alterni interni
caratterizza dunque due rette parallele; si pud
cosi concludere che due rette parallele forma-
no con una trasversale angoli alterni interni
uguali.

Figura 3
Angoli interni ed esterni di un triangolo

Figura 5
Due angoli disuguali

Y=PB+a

Figura 6
Una figura in movimento

Figura 4
Due rette tagliate da una trasversale

! corrispondenti
B alterni interni

alterni esterni
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rocedimenti per ottenere angoli ugugli '
In conclusione, si hanno i seguenti procedi-
menti per ottenere due angoli uguali: '
1. disegnare angoli adiacenti a due angoli

P

uguali; )
[ disegnare angoli opposti al vertice;
1L disegnare due rette parallele tagliate da_
' una trasversale e considerare due angoli
alterni interni.

Verifiche

Conoscenze

@ Elencare i procedimenti per ottenere ango-
li uguali.

@ Disegnare due rette tagliate da una trasver-
sale ed indicare gli angoli alterni interni,
alterni esterni e corrispondenti; quali
angoli risultano uguali?

Comprensione

® Spiegare perché angoli adiacenti di angoli
uguali sono uguali.

@ Spiegare perché I’'uguaglianza degli angoli
alterni interni caratterizza due rette parallele.

Applicazioni

® Applicare le proprieta presentate in questo
paragrafo per completare la fig. 9, indican-
do le misure di tutti gli angoli.

@ Applicare le proprieta presentate in questo
paragrafo per completare le seguenti frasi.
Due rette parallele formano con una tra-
sversale:

- angoli alterni interni
- angoli alterni esterni
- angoli corrispondenti ............cone...

® In fig. 10 ¢ indicata una coppia di angoli
coniugati o, e B formati da due rette paral-
lele tagliate da una trasversale. Valutare la

somma di questi due angoli, ricordando
che ’angolo piatto misura 180°.

Figura 7
Le rette a e b sono parallele

Y=B

Figura 9
Indicare le misure
di tutti gli angoli

60°

/

5. Come riconoscere angoli uguali

T

Figura 8 .
Le rette a e b si incontrano di nuovo

Figura 10
Angoli coniugati
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Dai criteri di uguaglianza

dei triangoli alle proprieta
dei parallelogrammi

I criteri di uguaglianza dei triangoli vengono
applicati in vari campi scientifici. La scheda di
p. 190 presenta un’applicazione di questi criteri
alla fisica, per studiare il comportamento della
luce; in questo paragrafo e nel seguente si rima-
ne invece nel campo della matematica. In parti-
colare questo paragrafo ¢ dedicato a scoprire le
proprieta dei parallelogrammi, basandosi
appunto sui criteri di uguaglianza dei triangoli.

Che cos’é un parallelogramma

Il termine parallelogramma proviene dal
greco: si costruisce un parallelogramma a parti-
re da due coppie di rette parallele (fig. 1).
Percid si chiama parallelogramma un quadri-
latero che ha i lati opposti paralleli.

Fra i parallelogrammi si trovano, in particolare:

- i rettangoli, in cui una coppia di lati & perpen-
dicolare all’altra;

- 1 quadrati, che sono rettangoli con i lati tuttj
uguali fra loro.

Dividere un parallelogramma in due triangoli
uguali

Una prima proprieta dei parallelogrammi si
trova tracciando una diagonale, come in fig. 2.
In un qualunque parallelogramma ABCD una
diagonale AC divide il quadrilatero in due
triangoli ABC e ACD, che presentano sempre
le stesse caratteristiche:

- il lato AC ¢ in comune;

- gli angoli o ed o' sono alterni interni rispetto
alle due parallele DC ed AB, tagliate dalla

Figura 1

Il parallelogramma & un quadrilatero con i lati paralleli due a due

Figura 2

rettangolo

quadrato

Una diagonale divide il parallelogramma in due triangoli uguali

D

.
o~
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ersale AC;

; "
_oli angoli ye Y i{)
alle due pzntzlllele

gversale AL.

.1 SV .o . o° ‘ 1
5 no alterni interni rispetto

D e BC, tagliate dalla tra-

allora ricordare che gli angoli alterni

Basta uguali per concludere che risulta:

interni sono
1
o=0 =Y
ercio i triangoli ABC e ACD hanno due an-
I'f'|i od il lato comune ordinatamente uguali; il
o0 .V(In criterio di uguaglianza garantisce L

el 3 Py
g goli sono sempre uguali in qua-

questi due Lrizul)
arallelogramma.

nque parallelog . .

1Sui g»nclude dunque che una diagonale divide

un parallelogramma in due triangoli uguali.

Prime proprieta di un parallelogramma

Dividere un parallelogramma in due triangoli
uguali porta a scoprire varie proprieta, fra le
quali si segnalano le due seguenti (fig. 3)

1. DC=AB cio¢ DC & uguale al lato
opposto AB

AD=BC cio¢ AD & uguale al lato
opposto BC

In sintesi, si trova che in un parallelogramma
i lati opposti sono uguali.

L. =0 cio2 ADC & uguale
all’angolo opposto ABC
o'+y=04y'  cio DAB ¢ uguale

all’angolo opposto DCB

In sintesi, si trova che in un parallelogramma
gli angoli opposti sono uguali.

Una proprieta del punto di incontro delle due
diagonali

Un’altra proprieta dei parallelogrammi si sco-
pre tracciando le due diagonali, che si incon-
trano in un punto O (fig. 4); si ottengono quat-
tro triangoli, che hanno un vertice in O e sono
uguali a coppie.

E sempre il secondo principio di uguaglianza
dei triangoli che garantisce questo risultato;
infatti, esaminando i triangoli AOB e DOC si
trova:

- DC=AB perché lati opposti del parallelo-
gramma;

- gli angoli o e o uguali perché alterni interni
rispetto alle due parallele DC ed AB, tagliate
dalla trasversale AC;

- gli angoli B e B' uguali perché alterni interni
rispetto alle due parallele DC ed AB, tagliate
dalla trasversale DB.

I triangoli AOB e DOC hanno dunque due
angoli ed il lato comune ordinatamente uguali
e percid sono sempre uguali in qualunque
parallelogramma.

In modo analogo, il secondo criterio di ugua-
glianza dei triangoli garantisce che sono uguali
fra loro anche i triangoli AOD e BOC.
Un’immediata conseguenza di questi risultati &
che si ha:

DO=0OB e AO=0C

ciod le diagonali di un parallelogramma si
tagliano a meta.

Figura 3
Una proprieta del parallelogramma
D &) DI __—_C angol
/ & < 9 /opposti uguali
Ne f 5 o /
| N ) T ati o;l)posti J 1
y el Uguali / J
_’_/J/ ¥ [ o / B
A A
” lati opposti L [J angoli opposti

) uguali uguali

Figura 4 N i

Il punto d’incontro delle diagonali
C

I T
~ DO = O
%0 P
o le diagonali si tagliano a meta ~
=1 & B I g 9
A B
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Il punto d’incontro delle diagonali
e Il centro di simmetria del parallelogramma

‘ [1 punto di incontro delle due diagonali & carat-

‘ terizzato da un’altra proprietd, che si pud sco-

' prire nel modo seguente (fig. 5): si immagina
di «sganciare» la diagonale DB dai vertici e di
ruotarla intorno ad O, appoggiandola sempre a
due lati del parallelogramma.
Si ottiene un segmento PP', che non & pill una
diagonale, ma forma due triangoli POC e AOP'
con due angoli ed il lato comune ordinatamen-
te uguali, dato che risulta sempre:

- AO=0C perché O divide la diagonale a met3;

- gli angoli & ed o' uguali perché alterni interni
rispetto alle due parallele DC ed AB, tagliate
dalla trasversale AC;

- gli angoli POC e POA uguali perché opposti
al vertice.

Ancora una volta il secondo criterio di ugua-
glianza dei triangoli garantisce che i triangoli
POC e AOP' sono sempre uguali.
Dall’uguaglianza dei due triangoli POC e
AOP' segue che risulta sempre:

OP=0OP"

Questo vuol dire che, nel parallelogramma, ad
ogni punto P corrisponde un punto P’', caratte-
rizzato dalle seguenti proprieta:

- P e P’ sono allineati con O;

- risulta OP=0OP"’.

Questo vuol dire (cfr. anche pp. 136-139) che
il punto O é il centro di simmetria del paralle-
logramma.

Si ha dunque che il parallelogramma ha come
centro di simmetria il punto d'incontro delle dia-

Fra tutte le proprieta scoperte finora quest’ultj.
ma ¢ forse la meno immediata: il parallelg.
gramma, pur essendo una figura molto diversy
dal cerchio, &, come il cerchio, una figura con
un centro di simmetria.

yzerifi:c/he

Conoscenze

® Elencare le proprieta dei parallelogrammi
presentate in questo paragrafo.

@ Qual ¢ il centro di simmetria di un paralle-
logramma?

Comprensione

Spiegare come si verifica che in un paral-
lelogramma i lati opposti sono uguali.

@ Spiegare come si verifica che in un paralle-
logramma gli angoli opposti sono uguali.
@ Spiegare come si verifica che in un paralle-
logramma le diagonali si tagliano a met3.
@ Spiegare che cosa vuol dire che un paral-
lelogramma ha un centro di simmetria.
Applicazioni

® In un rettangolo e in un quadrato le diago-
nali si tagliano a meta?

@ Nei quadrilateri di fig. 6 le diagonali si ta-
gliano a meta?

® Verificare che un rettangolo ha le diagona-
li uguali, indicando il procedimento segui-
to ed il criterio di uguaglianza dei triangoli

gonali. applicato,
ﬁlg:rraallilogramma ha P ' c Ad ogni P del parallelogramma
un centro di simmetria o corrisponde un P' tale che:
\ .
?O - P e P' sono allineati con O;
ALY O = 0P
\"\
A P\
Figura 6
Il punto d’incontro delle diagonali
in alcuni quadrilateri
P. N
b \\» ///’_
- -
ey
/_/ (0] ‘\\\
L M
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Dai criteri di uguaglianza dei

triangoli alle proprieta delle
tangenti ad una circonferenza

Tangenti ad una circonferenza condotte
da un punto

In fig. la & disegnato un cerchio di centro 0,
un punto P esterno al cerchio e \lu retta s che
congiunge P con O. La retta, che ¢ una secante,
incontra la circonferenza in due punti distinti A
e B (cfr. anche cap. 4, par. 6, pp. 140-143).

Si immagina ora di ruotare la retta s intorno a P
in senso orario; i due punti di intersezione — A
¢ B — si avvicinano sempre di piu, fino a che la
retta diventa tangente alla circonferenza.

Figura 1 .
Per un punto esterno ad un cerchio
passano rette secanti, tangenti o esterne

1b

7. Daj criteri di uguaglianza dei triangoli alle proprieta delle tangenti ad una circonferenza

| 7Y

Se poi la retta continua a ruotare non incontra
pill la circonferenza, cio¢ diventa esterna.

La tangente ¢ & caratterizzata da due proprieta

(fig. 1b):

- incontra la circonferenza in due punti coinci-
denti nel punto di contatto T;

- & perpendicolare al raggio nel punto T. _
A partire dalla fig. 1a, si pud ovviamente esegui-
re la rotazione in verso antiorario; si trova cosl
un’altra tangente #’, che tocca la circonferenza in
un punto T', e tante altre rette esterne (fig. 1¢).

§
|_secante

R retta
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Si trova dunque che (fig. 2) da un punto ester-
no si possono condurre due tangenti ad una
clrconferenza.

Irr}maginiamo ora di avvicinare il punto P ad O
(fig. 3): I’angolo TPT' diventa sempre piil
grande, fino a che P si viene a trovare sulla cir-
conferenza, 1’angolo diventa piatto e le due
tangenti coincidono in un’unica tangente.

Si trova dunque che si puo condurre una sola
tangente ad una circonferenza in un suo punto.
Se poi il punto P continua ad avvicinarsi a O,
diventa un punto interno e tutte le rette che
passano per P sono secanti (fig. 4). Si ha dun-
que che da un punto interno non si possono
condurre tangenti ad una circonferenza.

Proprieta delle tangenti ad una circonferenza
Nella fig, 2 immaginiamo ora di allontanare P da
O (fig. Sa): i segmenti di tangenti PT e PT' varia-
no al variare della posizione di P. La figura man-
tiene perd sempre due caratteristiche (fig. 5b):

- I'angolo PTO & retto perché formato dalla
tangente ¢ e dal raggio OT e, analogamente, &
retto I’angolo PT'O;

- segmenti OT e OT' sono sempre uguali per-
ché raggi della stessa circonferenza.

Si trovano cosi due triangoli PTO ¢ PT'O che
hanno:

- ipotenusa PO in comune;

- i cateti OT e OT' uguali.

I due triangoli sono dunque sempre uguali per

il criterio di uguaglianza dei triangoli rettango-

li (cfr. p. 188).

Questa uguaglianza fra i triangoli PTO e PT'O

ha due conseguenze:

L sono sempre uguali i segmenti PT e PT,
08s1a una circonferenza determina sulle
tangenti condotte da un punto esterno due
segmenti uguali.

IL. sono sempre uguali gli angoli OPT e OPT,
cioe OP divide I'angolo TPT' in due parti
uguali e quindi OP ¢ la bisettrice del-
I'angolo TPT'.

Quest’ultima proprieta porta a concludere che

il C?ntro del cerchio si trova sulla bisettrice
dell’angolo formato da due tangenti.

200

Verifiche l

Conoscenze

® Quante tangenti ad una circonfereny, .
possono condurre da un punto esterng?

@ Quali proprieta caratterizzano una tap
te ad una circonferenza?

® Disegnare una circonferenza di cenrg 0
un punto P ad essa esterno ¢ condurpe pe.
P le due tangenti ¢ e ¢’ alla Cil‘cunl'crenml:
esporre le proprieta che presenta la figyyg |

gen-

Comprensione
@ Spiegare perché sono sempre uguali i seg.
menti di tangenti condotte ad una circop.

Figura 2
Da un punto esterno
si possono condurre
due tangenti

0
.|

Figura 3
Si pud condurre una sola vp
tangente in un punto t

Figura 4

Da un punto interno
noen si possono
condurre tangenti

) ] . iqoni
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® Spiega

(ﬁ In “g

srenza da un punto esterno ad essa.

ereile 23 . s %
re perché il centro di un cerchio si
empre sulla bisettrice dell’angolo
da due tangenti.

f

frova s
f() rm ato

6 & schematizzato il procedimento
Jer disegnare esattamente le tangenti ad
a circonferenza, a partire da un
o P. Ripetere il procedimento per
le tangenti a partire da un altro

una dat
dato punt
disegnare
l)lllllO. N .
@ Disegnare due rette che si incontrano in
< un punto P; descnv‘erc un procedimento
Jer disegnare una circonferenza tangente

alle due rette.

Collegamento con il capitolo precedente

@® Disegnare un cerchio di centro O e le due
tangenti ¢ e ¢’ condotte da un punto esterno
P, indicando con T e T' i punti di contatto.
Considerare il triangolo isoscele OTT' ed
indicare con o I’ampiezza degli angoli alla
base; calcolare 1’ampiezza dell’angolo
TPT".
(Vedere il capitolo 4, paragrafo 3)

@ Disegnare un cerchio di centro O e le due
tangenti ¢ e ¢’ condotte da un punto esterno
P, indicando con T e T" i punti di contatto;
quali caratteristiche e quali assi di simme-
tria presenta il quadrilatero TOT'P?

(Vedere il capitolo 4, paragrafo 5)

Figura 5
Proprieta delle tangenti
ad una circonferenza p

circonferenza data

Flgura g

Ieﬂtggstruz_ione per disegnare
genti ad una circonferenza

retto perché...

retto perché...

. circonferenza di diametro OP

" punto P dato

7. Dﬁl Clitari di
iteri di uguaglianza dej triangoli alle proprieta delle tangenti ad una circonferenza 201
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Attivita

Poligoni circoscritti
ad un cerchio

Che cosa vuol dire poligono circoscritto ad un cerchio

In fig. 1 & rappresentato un poligono con una caratteristica particolare: ha tutti i lati
tangenti ad un cerchio. In questo caso si dice che il poligono é circoscritto al cer-
chio o anche che il cerchio ¢ inscritto nel poligono. Si ha dunque che:

L. Un poligono circoscritto ad un cerchio ha tutti i lati tangenti al cerchio.
L. Un cerchio inscritto in un poligono é tangente a tutti i lati del poligono.

Attivita 1
Esaminare la fig. 2 e indicare i poligoni che sono circoscritti ad un cerchio e quelli
che non sono circoscritti ad un cerchio, motivando la scelta.

Figura 1
Poligono circoscritto ad un cerchio

D c
+—— poligono circoscritto: ha i lati tangenti al cerchio

cerchio inscritto: & tangente a tutti i lati del poligono
R P

S S

A B

Figura 2
Quali poligoni sono circoscritti al cerchio?

si pud sempre inscrivere un cerchio in un triangolo
Nel capitolo 4 (p. 148) si & trovata una proprieta del triangolo: si pud sempre (ro-
yare la circonferenza circoscritta ad un triangolo (fig. 3). Questa proprieta & evi-
dente, dato che per tre punti non allineati passa sempre una circonferenza.

Non & invece altrettanto evidente che si possa inscrivere un cerchio in un
triangolo. Si puo allora disegnare un qualunque triangolo ABC e provare a costrui-
re la circonferenza inscritta, ragionando nel modo seguente (fig. 4):

- la circonferenza deve essere tangente alle due rette AB e AC, percio il
suo centro O si deve trovare sulla bisettrice b dell’angolo BAC;

-la circonferenza deve essere tangente anche alle due rette AB e BC,
percio il suo centro O si deve trovare sulla bisettrice b’ dell’angolo
ABC;

-il centro O della circonferenza inscritta sara dunque il punto di incon-
tro delle due bisettrici b e b”;

-il raggio della circonferenza sara la distanza di O da uno dei lati del
triangolo.

Attivita 2
Dal punto O di fig. 4 tracciare le tre perpendicolari OH, OK, OL ai tre lati del
triangolo e verificare che risulta sempre:

OH=0K=0L

Risulta cosi verificato che si puo scegliere come raggio della circonferenza inscrit-
ta la distanza di O da uno qualunque dei lati del triangolo.

Attivita 3
Riprendere la fig. 4 e disegnare il segmento CO; verificare che CO & sempre la

bisettrice dell’angolo BCA.
Risulta cosi verificato che si pud scegliere come centro della circonferenza

Figura 3
Si pud sempre inscrivere

. A . la circonferenza circoscritta
un triangolo in un cerchio L~ passa per i tre vertici

il triangolo inscritto
ha i tre vertici sulla circonferenza

Figur_a 4 2
Inscrivere un cerchio
In un triangolo

A B

[
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inscritta il punto O di incontro di due qualunque bisettrici visto che tutte e tre
bisettrici si incontrano nello stesso punto O.
In conclusione: dato un triangolo ABC, si pué sempre inscrivere nel trian.

golo un cerchio che ha:

- il punto di incontro di due bisettrici come centro O;

- la distanza di O da un qualunque lato come raggio.
Attivita 4
Disegnare un triangolo rettangolo isoscele e inscrivervi una circonferenza.

Non sempre si pud insctivere un cerchio in un quadrilatero

Passando dai triangoli ai quadrilateri, si trovano delle figure in cui & possibile
inscrivere un cerchio (fig. 5), ma anche figure in cui non & possibile inscrivere un
cerchio (fig. 6). :

Quali caratteristiche presenta un quadrilatero circoscritto ad un cerchio?
Attivita 5
In fig. 7 ¢ disegnato un quadrilatero circoscritto ad una circonferenza; nella figura

sono anche indicati i segmenti uguali fra loro. Calcolare la somma dei lati opposti
del quadrilatero; che cosa si ottiene?

Si arriva alla seguente conclusione: in un quadrilatero circoscritto ad un
cerchio sono uguali le somme dei lati opposti.

N
\_/

Figura 5
Quadrilateri circoscritti
ad un cerchio

Figura 6
Quaderilateri in cui non si
pud inscrivere un cerchio

Figura 7
Proprieta

di un quadrilatero
circoscritto ad un

cerchio AD+CB=....

DC+AB=.....
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Un modo per realizzare tanti poligoni equivalenti

Due poligoni uguali occupano ovviamente
arti di piano di ugqale area (flg. 1); si dice
allora che i due poligoni uguali sono anche
ivalenti. .
g(ilu;;‘ossono perd realizzare dei poligoni che
sono equivalenti senza essere ugqall; basta rita-
gliare un poligono da un cartoncino e procede-
re cosi (fig. 2): si suddivide il poligono in parti
¢ si accostano le parti in vari modi.
Si ottengono cosi dei poligoni costruiti con la

Poligoni equivalenti

stessa quantita di cartoncino, disposta pero
secondo forme diverse: non sono uguali a quel-
lo dato, ma hanno uguale area, cio¢ sono equi-
valenti.

Un criterio per riconoscere poligoni equivalenti

Ottenere dei poligoni equivalenti ritagliando un
cartoncino pud anche suggerire un criterio per
riconoscere dei poligoni equivalenti senza piu
ricorrere al cartoncino e alle forbici.

Figura 1 . .
Poligoni uguali sano equivalenti

Figura 2

Poligoni che sono
equivalenti senza
essere uguali

8. Poligoni equivalenti

| "

zone di piano che hanno la stessa estensione
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Per questo conviene riprendere i due poligoni
equivalenti realizzati prima ed osservare che
essi sono somma di poligoni uguali, cio¢ sono
ottenuti disponendo gli stessi poligoni secondo
forme diverse. .

D’altra parte, togliendo da questi due poligoni
delle parti uguali, rimangono due poligoni
ancora equivalenti.

Le precedenti osservazioni suggeriscono il
seguente criterio per stabilire se due poligoni
sono equivalenti (fig. 3):

- due poligoni sono equivalenti se sono somma
o differenza di poligoni uguali.

I poligoni che sono somma o differenza di
poligoni uguali vengono chiamati equiscompo-
nibili (cio¢ che si possono scomporre in parti
uguali); cosi si dice che due poligoni sono
equivalenti se sono equiscomponibili.

Questo criterio per riconoscere due poligoni
equivalenti ¢ alla base di un procedimento per
calcolare 1’area di molti poligoni. Di questo
procedimento si occupa il paragrafo seguente.

Altri procedimenti per calcolare 1’area di figure
piane sono invece esposti nella scheda infor-
mativa di p. 220.

Verifiche

Conoscenze
@® Come si possono ottenere due poligon;
equivalenti?

@ Qual ¢ il criterio per riconoscere due poli-
goni equivalenti?

Comprensione

® Che cosa vuol dire che due poligoni Song
equiscomponibili?

@  Due poligoni uguali sono anche equiscom.-
ponibili?

® Due poligoni possono essere equiscompo-

nibili senza essere uguali? Portare qualche
esempio.

@ Due poligoni possono essere equiscompo-
nibili senza essere equivalenti?

Applicazioni

@ Fra i poligoni di fig. 4 indicare quelli che
sono equivalenti e quelli che non lo sono,
spiegando il procedimento seguito.

@ Disegnare almeno tre poligoni equiscom-
ponibili.

Figura 3
Poligoni che sono somma o differenza di
poligoni uguali

Ao

SAA
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Figura 4
Quali poligoni sono equivalenti?

bt
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Dall’area del rettangolo

allarea del parallelogramma,
del triangolo e del trapezio

Larea di un rettangolo

1 procedimento per calcolare I'area di un rettan-
olo & ben noto. Alla scuolfl elementare e alla

scuola media, per calcolare Iarea di un rettango-

lo ABCD, per esempio con AB Iungo\3 cm e

AD lungo 2 cm (fig. 1a), si procede cosi:

- si divide il lato AB in tre parti uguali, ciascu-
na lunga 1 ¢m, e dai punti di divisione si trac-
ciano le parallele all’altro lato;

- si divide anche il lato AD in due parti uguali,
ciascuna lunga 1 cm, e dai punti di divisione
si tracciano le parallele all’altro lato.

In questo modo il rettangolo viene riempito
con 2 strati formati da 3 quadratini, cio¢ con 6
quadratini, che hanno il lato lungo 1 cm ¢
I'area di 1 cm?2.

Si dice allora che I’area S del rettangolo, misu-
rata in cm2, vale:

$=3-2=6

Lo stesso procedimento si pud ripetere quando
sono date le misure b e ¢ dei due lati del rettan-
golo (fig. 1b): si troveranno nel rettangolo ¢
strati formati da b quadratini, ciog in tutto b-c
quadratini di lato unitario.

In conclusione si trova che:

- larea S di un rettangolo indica il numero di
quadrati di lato unitario contenuti nel rettan-
golo;

- un rettangolo con i lati lunghi b e c ha I'area
S data da:

S=b-c

Flgura 1
L'area di un rettangolo

1a

1b

9. Day
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Il metodo per determinare I'area degli altri
poligoni

Per determinare |'area degli altri poligoni non si
pud seguire lo stesso procedimento: per esem-
pio, non si riesce a ricoprire completamente con
quadratini unitari il poligono di fig. 2.
Questa difficolta pud essere superata con vari
metodi, fra i quali si segnala il seguente:
-invece di calcolare I'area del poligono, si
calcola I"area di un rettangolo equivalente.
In questo modo si segue per tutti i poligoni lo
stesso procedimento, basato sull’equiscompo-
nibilita.
Ecco qualche applicazione di questo procedi-
mento.

L'area del parallelogramma

In fig. 3 & disegnato un parallelogramma
ABCD; dai vertici D e C sono tracciate le per-
pendicolari ad AB, ottenendo il rettangolo
DHKC.

Cosi si osserva subito che:

- il rettangolo ¢ somma del trapezio DHBC o
del triangolo BCK;

- il parallelogramma ¢ somma dello stesso try.
pezio e del triangolo DAH;

- i triangoli rettangoli BCK e DAH sono ugualj
per avere ordinatamente uguali un cateto ¢
I’ipotenusa.

Il parallelogramma assegnato ¢ dunque equiva-
lente al rettangolo DHKC che ha:

- il lato HK uguale al lato AB del parallelo-
gramma;

- I"altro lato DH, che & "altezza del parallelo-
gramma relativa al lato AB.

Con questo procedimento, invece di calcolare

'area del parallelogramma, si pud calcolare

I"area di un rettangolo: basta scegliere come

lati del rettangolo un lato del parallelogramma

e I'altezza relativa a quel lato.

Si arriva dunque alle seguenti conclusioni (figure

3ed):

Figura 2
Un poligono che non si ricopre
con quadratini unitari

Figura 3
L'area di un parallelogramma

Figura 4
Parallelogrammi
equivalenti
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L. larea S di un parallelogramma che ha un
" Jato lungo b e I'altezza relativa a quel lato

Junga h é:
S=b-h
11 due parallelogrammi che hanno uguali un

Jato ¢ I'altezza relativa a quel lato hanno
Ja stessa area, percio sono equivalenti.

'area del triangolo
fjg. 5 si & disegnato un qualunque triangolo
BC; dal punto medio M del lato AB si & con-
dotta la parallela al lato CA, che incontra CB in
0, e dal vertice C si & tracciata la parallela al
B.
Isailgttl?cne cosi il parallelogramma AMPC, che ha:
_ un lato coincidente col lato AC del triangolo;
_1altro lato AM che & meta del lato AB del
triangolo dato.
Ora si osserva che:
- il triangolo & somma del quadrilatero AMOC
e del triangolo OMB;

- il parallelogramma ¢ somma dello stesso qua-
drilatero e del triangolo OCP.

- 1 triangoli OMB e OCP sono uguali per avere
ordinatamente uguali due angoli ed il lato
comune.

Il parallelogramma AMPC & dunque equiva-
lente al triangolo ABC; percio, invece di calco-
lare 1’area del triangolo, si pud calcolare I’area
di un parallelogramma: basta scegliere per lati
del parallelogramma un lato del triangolo e
meta di un altro lato.

Riconducendo poi il parallelogramma ad un
rettangolo, si arriva alle seguenti conclusioni:

1. ’area S di un triangolo che ha un lato
lungo b e I’altezza relativa a quel lato
lungah ¢ (fig. 6):

1
S==-bh
2

II. due triangoli che hanno uguali un lato e
I altezza relativa a quel lato hanno la stes-
sa area, percio sono equivalenti (fig. 7).

Figura 5 .
Un triangolo & equivalente ad un parallelogramma
Y 1\ P \C

(\ angoli uguali perché

alterni interni

\P

angoli uguali
erché alterni
interni

A M B
Flgura 6
L'area del triangolo
P

c

Fi?ura i
Triangoli equivalenti

b

9. Dall'area del rettangolo all’area del parallelogramma, del triangolo e del trapezio
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L’area del trapezio

In fig. 8 si & disegnato un trapezio ABCD, che

ha la base maggiore AB e la base minore CD.

Sul prolungamento di AB si & riportato un seg-

mento BM uguale a DC, si & quindi unito M

con D, intersecando CB in O.

Si € cosi ottenuto il triangolo ADM, che ha:

- il lato AM, che & la somma delle basi del tra-
pezio;

-’altezza relativa ad AM che & uguale
all’altezza del trapezio.

Ora si osserva che:

- il trapezio & somma del quadrilatero ADOB e
del triangolo DOC;

- il triangolo & somma dello stesso quadrilatero
¢ del triangolo OBM,;

- 1 triangoli DOC e OBM sono uguali per avere
ordinatamente uguali due angoli ed il lato
comune.

1 triangolo ADM ¢ dunque equivalente al tra.
pezio dato e percid, invece di calcolare I’arey
del trapezio ABCD, si pud calcolare 1’area de]
triangolo equivalente ADM.

Risalendo poi dal triangolo al parallelogrammg
equivalente e infine al rettangolo equivalente
(fig. 9), si conclude che:

- 'area S di un trapezio con le basi lunghe b,

b' e 'altezza lunga h é data da:

s=1. by
2
Verifiche 1
Conoscenze

® Come si calcola I’area di un rettangolo?

@ Come si calcola I’area di un parallelo-
gramma?

Figura 8
Il trapezio & equivalente ad un triangolo

N\

C D
- < angoli uguali perché
alterni interni
) !
B

Q

N\

== angoli uguali perché

alterni interni

Figura 9
L’area del trapezio

S=

)=
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me si calcola I’area di un triangolo?

@ Co ’ i o
@ Come si calcola 1’area di un trapezio?
C()n-z[n'ensi(me

gerivere la formula data nel testo a propo-
sito dell’area del parallelogramma e spie-
sare il significato delle lettere. .
Basarsi anche sulla fig. 10 per spiegare
perché 1'area di un parallelogramma pud
essere calcolata in due modi diversi.
@ Scrivere la formula data nel testo a propo-
“ sito dell’area del triangolo e spiegare il
significato delle lettere. )
Basarsi anche sulla fig. 11 per spiegare
erché I'area di un triangolo pud essere
calcolata in tre modi diversi.

® Larea di un trapezio puo essere calcolata
in pid modi diversi?

@

@ In fig. 12 ¢ disegnato un parallelogramma
ABCD; dai vertici D e A sono state trac-
ciate le perpendicolari alla retta BC, otte-
nendo il rettangolo ADFE.

Basarsi sulla figura per spiegare perché il
parallelogramma ed il rettangolo sono
equivalenti.

Applicazioni

® Calcolare 1’area dei poligoni disegnati in
fig. 13; calcolare le lunghezze delle altezze
(indicate con la lettera h).

@ Calcolare I’area del parallelogramma di
fig. 10 in due modi diversi; disegnare
almeno tre parallelogrammi equivalenti a
quello dato.

@ Calcolare I’area del triangolo di fig. 11 in
tre modi diversi; disegnare almeno due
triangoli equivalenti a quello dato.

Figura 10 .
Calcolare I'area di un X
parallelogramma in due modi

{

Figura 11
Calcolare I'area di un
triangolo in tre modi

NG 6
4
A < B
4 a3
Figura 12
Perché parallelogramma e
rettangolo sono equivalenti?
Figura 13
Poligoni con area da calcolare
Cc 3
» 6
h @

8. Dallarea dej rettangolo all’area del parallelogramma, del trlangolo e del trapezio 211




Si sa calcolare I'area di un qualunque triangolo

Nel paragrafo precedente si & trovato il proce-
dimento per calcolare ’area di alcuni poligoni.
Si ¢ ottenuto, in particolare, che 1’area S di un
qualunque triangolo ¢ data da:
1
S=='bh
2

dove b e h sono le misure di un lato e dell’al-
tezza relativa a quel lato (fig. 1).

Figura 1
Si riesce sempre a calcolare I'area di un triangolo

L"area dei poligoni

Si sa calcolare I'area solo di particolari
quadrilateri

Dei quadrilateri, invece, si riesce a calcolare
I’area solo in alcuni casi particolari e ciog (fig. 2):

- nel caso dei parallelogrammi;
- nel caso dei trapezi.

Ma, per risolvere vari problemi geometrici o
scientifici, si ha spesso bisogno di valutare

Figura 2

Si rlesce sempre a calcolare I'area di parallelogrammi e trapezi
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§=—(b'+b)+h
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che ’area S di quadrilateri che non sono né
allelogrammi né trapezi (fig. 3); come si

I . . .
pa procedere in questi casi?

puo

pue metodi per calcolare I'area di un quadrilatero

or calcolare 1'area di un quadrilatero, convie-
e calcolare [’area di opportuni triangoli. Ecco
come si pud procedere.,

primo metodo. Si divide il quadrilatero in due
(riangoli per mezzo di una diagonale.

[ questo modo (fig. 4) ci si riduce a calcolare
e aree S’ € 8" di due triangoli; si ottiene cosi
ea § del quadrilatero data da:

| ared

§=8+S"
Secondo metodo. Si disegna un triangolo
equivalente al quadrilatero dato.

Per ottenere un triangolo equivalente ad un
quadrilatero, per esempio ABCD di fig. 5, si
procede cosi: .

- si traccia una diagonale (per esempio AC);

- si fa scorrere il vertice D sulla retta r paralle-
la ad AC, fino ad incontrare la retta BC in E.

In questo modo si hanno due figure - ABCD e

Figura 3

Un quadrilatero
che non & né un
parallelogramma
né un trapezio

Figura 5
Disegnare un triangolo equivalente ad un quadrilatero

D c

Figura 6
area di un poligono
Iviso in triangoli

0. L'area del poligoni

Jy

ABE — che sono composte da:
- una parte comune (ABC);

- due triangoli (ACD e ACE) che sono diversi,
ma equivalenti per avere la stessa base e la
stessa altezza.

Si conclude che il triangolo ABE ¢ equivalente
al quadrilatero assegnato; percio, invece di cal-
colare 1’area del quadrilatero ABCD, si puo
calcolare 1’area del triangolo ABE.

Due metodi per calcolare I'area di un poligono
qualunque

I due metodi indicati prima si possono facil-
mente estendere per calcolare 1’area di poligoni
qualunque.

Primo metodo. Si divide il poligono in tanti
triangoli per mezzo di un adeguato numero di
diagonali.

In questo modo (fig. 6) I’area del poligono ¢
data dalla somma delle aree dei vari triangoli
ottenuti.

Secondo metodo. Si disegna un triangolo
equivalente al poligono dato.

In questo caso si deve procedere in pill passi

Figura 4

L’area di

un quadrilatero
diviso

in triangoli

Il triangolo ABE
& equivalente
al quadrilatero
ABCD.

S =S1 +SZ+SG+ 34
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successivi; per esempio, nel caso di un esago-

no, si procede cosi (fig. 7):

. si disegna un pentagono equivalente all’esa-
gono dato;

2. si disegna un quadrilatero equivalente al
pentagono precedente;

3. si disegna un triangolo equivalente al qua-
drilatero precedente.

L’area dei poligoni regolati

Nel caso dei poligoni regolari si pud organizza-

re un metodo basato sulla simmetria di queste

figure (fig. 8):

. si traccia un adeguato numero di assi di sim-
metria per dividere il poligono in tanti trian-
goli quanti sono i lati;

2. si osserva che i triangoli cosi ottenuti pre-
sentano le seguenti caratteristiche:

- sono isosceli e tutti uguali fra loro;
- hanno come base il lato b del poligone:
- hanno tutti la stessa altezza a, che prengq
nome di apotema,
3. si osserva che gli stessi triangoli, dispost; ;
altro modo, generano la figura I’apprcscntall
in fig. 9; 4
4. si trova che la figura & equivalente al g,
golo isoscele di fig. 10 che ha: "3
-la base lunga quanto il perimetro 2p de]
poligono;
- per altezza I’apotema a.

il

Si conclude che I’ area S di un poligono regoly.
re é data da:

S=p-a

dove p & la lunghezza del semiperimetro e g §
la lunghezza dell’apotema.

Figura 7
Un triangolo equivalente ad un esagono

— T

Figura 8
L’area di un poligono regolare

Figura 9
Una figura equivalente al poligono
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| %

verltiche

C(m().s'r‘t.’il-l"’

o Disegnare un parullelogramma. un trape-
zip e un quadrilatero qualunque; come si

irova |’area di queste tre figure?

@ Disegnare un pentagono regolare e un pen-
{agono qualunque; come si trova I'area di
queste figure?

Comprensione

@ Elencare i quadrilateri di cui si puo calco-
Jare 1’area con la formula:

S=b-h
Che cosa significano le lettere b e h?

® Descrivere i poligoni di cui si pud calcola-
re ’area con la formula:

S=p-a
Che cosa significano le lettere p € a?

® Quale fra i quadrilateri rappresentati in
fig. 11 ha I’area che vale 67

Applicazioni

® Determinare 1’area dei quadrilateri dise-
gnati in fig. 12.

@ Determinare 1’area dei poligoni disegnati
in fig. 13.

$ 1
A b b b
| CE— e 2p IS—
Figura 11 . -
i | gura 12
Quale quadrilatero i L S,
|
|
|
|
i 3
]
| 3
2 0 3 2
| 4
3 3 : -
5 >
Flgura 13
Calcolare l'area
2
3
4
3
10, L'Brea
del poli
poligonl "




Confrontare aree
e perimetri dei poligoni

Un dispositivo per studiare il perimetro di triangoli equivalenti

In fig. 1 sono disegnati dei triangoli equivalenti: hanno uno stesso lato AB e i ver-
tici C, C', C" su una parallela ad AB; le altezze relative al lato AB sono dunque
uguali e percid tutti i triangoli hanno la stessa area.

Gli stessi triangoli equivalenti si possono ottenere con un semplice dispositi-
vo come quello di fig. 2: i lati del triangolo ABC sono realizzati con un elastico,
mentre il vertice C & un anello che pud scorrere lungo un fil di ferro che ¢ fissato
parallelamente a AB.

L’apparecchio suggerisce un’osservazione: per spostare C dalla posizione di
vertice di un triangolo isoscele bisogna tendere 1’elastico; cosi i lati del triangolo si
allungano. Percid il triangolo che ha i lati pii corti ¢ il triangolo isoscele.

Area e perimetro dei triangoli cosi realizzati sono dunque caratterizzati dalle
seguenti proprieta:

! Figura 2

Figura 1 _
Un dispositivo per realizzare triangoli di uguale area

Triangoli di uguale area

I triangoli che hanno uguali un lato e I'altezza relativa a quel lato sono

i equivalenti, cioé hanno la stessa area, ma non hanno lo stesso perime-
tro; . . e . . .

va i triangoli equivalenti di uguale base, il triangolo isoscele e quello

1. > i
I '};hg ha perimetro minimo.

rimetro di poligoni equivalenti con lo stesso numero di lati

e . . .
I Pﬁ g, 3 500 rappresentati due pentagoni sovrapposti:
= - ABCDE & regolare, percio i lati ED e DC sono uguali fra loro;
- ABCD'E ¢ ottenuto spostando D lungo la parallela a AB.
jvita 1 . . : N
ééﬁlﬁinare la fig. 3 e risolvere i seguenti quesiti:
a. spiegare perché i due pentagoni hanno la stessa area;
b. spiegare perché i due poligoni non hanno lo stesso perimetro;
c. stabilire qual ¢ il poligono che ha perimetro minimo.
Attivita 2

Ripetere il procedimento seguito prima a partire da un quadrato e da un esagono
regolare.

Si arriva alla seguente conclusione: fra tutti i poligoni equivalenti con lo
slesso nwmero di lati, il poligono regolare é quello che ha perimetro minimo.

Un‘disposl'tivo per studiare I'area di triangoli di uguale perimetro

Dei triangoli che mantengono lo stesso perimetro possono essere realizzati con il
dispositivo di fig. 4. Gli estremi di uno spago sono fissati a due chiodi A, B ¢ si fa
scorrere una matita che tiene ben teso lo spago; la punta della matita realizza il
terzo vertice C del triangolo.

Figura 3
Due poligoni
equivalenti con

lo stesso numero di lati

Figura 4

'l’ln dispositivo per

e‘allzzare triangoli
Uguale perimetro

c
Onfrontare aree e perimetri dei poligoni
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L apparecchio suggerisce un’osservazione: quando si sposta C dalla posizjq.
ne di vertice di un triangolo isoscele, |"altezza del triangolo diminuisce; cosi Iareq
del triangolo diminuisce. Percid il triangolo che ha I’area pit grande ¢ il triangg]
isoscele.

Area e perimetro dei triangoli cosi realizzati sono dunque caratterizzati dalle

seguenti proprieta:
L triangoli di ugual base che hanno lo stesso perimetro non hanno la stes.
sa area;
IL. fra i triangoli di uguale base e uguale perimetro, il triangolo isoscele ¢
quello che ha area massima.

L’area di poligoni che hanno lo stesso numero di lati e lo stesso perimetro

In fig. 5 sono rappresentati due pentagoni sovrapposti con lo stesso perimetro; mga
solo ABCDE & regolare, cio¢ ha tutti i lati uguali.

Attivita 3
Esaminare la fig. 5 e risolvere i seguenti quesiti:
a. spiegare perché i due poligoni non hanno la stessa area;

b. stabilire qual & il poligono che ha I’area piu grande.

Attivita 4
Ripetere il procedimento seguito prima a partire da un quadrato e da un esagono

regolare.
Si arriva alla seguente conclusione: fra tutti i poligoni che hanno lo stesso

perimetro e lo stesso numero di lati, il poligono regolare é quello che ha area mas-
sima.

Figura 5
Due poligoni
di uguale perimetro

7,5
Figura 6
Poligoni regolari ’
con lo stesso perimetro 10 10
75 75
10 75
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rea di poligoni regolari con lo stesso perimetro, ma diverso numero di lati
6 sono realizzati alcuni poligoni regolari con lo stesso perimetro, ma diverso
di lati.

L'a
In fig-

Attivita 5 o '

E,§11|11ix1z||'e ’area dei poligoni di fig. 6, completando il ragionamento seguente:

il triangolo equilatero ABC puo essere considerato un quadrilatero irrego-
jare ABCH (fig. 7);

-il quadrilatero irregolare ABCH ha I'area .....c..c.c....... del quadrato DEFG
che ha uguale perimetro.

si conclude che il quadrato ha I'area maggiore del triangolo equilatero di ugual
perimetro.

Attivita 6
Ripetere il ragionamento precedente, a partire dal quadrato DEFG, considerato un
pentagono irregolare DEFGK (fig. 8).

Si arriva cosi alla conclusione seguente: poligoni regolari con lo stesso
perimetro hanno I'area che aumenta al crescere del numero dei lati.

Se poi si considera il cerchio come un poligono regolare con infiniti lati (cfr.
il capitolo 4, par. 6), si pud concludere che, fra le figure di uguale perimetro, il
cerchio é quella che racchiude I area massima.

Figura 7
Confrontare I'area
del triangolo equilatero C
e del quadrato G o) F
con lo stesso perimetro
8
H 10
7,5 7.5
5
A B
10 D 70 E
quadrilatero irregolare quadrato

con il perimetro lungo 30 con perimetro lungo 30

Flgura 8
Confrontare l'area
el quadrato
?ecé% | pentagono ; L3 i
are ¢
perlmetroon lo stesso
K
7.5
g 7 4 L 6 M

pentagono irregolare
con il perimetro lungo 30

pentagono regolare
con perimetro lungo 30

Conf
frontare aree e perimetri dei poligoni

L ——-)
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écheda informativa

Area di zone con contorno curvilineo ‘

Valutare I'area di una zona curvilinea con un reticolato quadrettato |

Determinare 1’area di zone a contorno curvilineo & un problema che si presenta
nella realta: i terreni da misurare, per esempio, hanno spesso un contorno curvilj-
neo. Ecco allora come si pud procedere:

- si esamina una pianta della zona;
- si sovrappone alla pianta un foglio di carta trasparente quadrettata (fig. 1);
- si conta il numero di quadretti interamente contenuti nella figura. !

Cosi, all’interno della zona da misurare, si contano 7 quadretti con il lato lungo
1 cm (fig. 2); si trova allora che I’area S della figura vale, approssimativamente,
7 cm? e si scrive:

S=7 cm?

Si osserva subito che in questo modo si ottiene un’approssimazione per difetto:
all’interno della zona si trovano altri quadratini contenuti solo in parte; percid
I'area effettiva della zona vale pit di 7 cm?2.

Se allora si contano anche i quadratini contenuti solo in parte nella zona se
ne.trovano in tutto 22 (fig. 3); si pud quindi dire che 1’area S vale approssimati-
vamente 22 cm?, cioé:

=22 cm?2 !

Si trova cosi un’approssimazione per eccesso dell’area S, perché 1’area effettiva
¢ certamente pil piccola di 22 cm?.

In definitiva, si trova che I’area S, valutata in cm2, & sicuramente compresa
fra 7 e 22, cioe:

7<85<22

Per avere una migliore approssimazione si pud utilizzare un reticolato con qua-
dratini piu piccoli, per esempio con il lato di 0,5 cm (fig. 4). In tal caso ogni qua-
dratino ha |’area g data da:

4=0,5-0,5=0,25 cm?2

e si trovano (fig. 4):
- contenuti all’interno della zona 42 quadratini, con un’area complessiva
di 10,5 cm?;
- contengono la zona 72 quadratini, con un’area complessiva di 18 cm2.
Risulta dunque:

10,5<8<18
Scegliendo un reticolato pil fitto si ha dunque che:

- il valore approssimato per difetto passa da 7 a 10,5, cioé aumenta;
- il valore approssimato per eccesso passa da 22 a 18, cio¢ diminuisce;

Capitole quinto  Uguaglianza ed equivalenza di poli§1°"'i

y

_ |'area effettiva risulta compresa fra due valori pill vicini; si ha percid una
migliore approssimazione dell’area richiesta.
con un reticolato a quadretti ancora pill piccoli, per esempio con il lato
e

lEu :gg | mm, si avra un’approssimazione ancora migliore.

il metodo dei trapezi
elle scienze si deve spesso valutare |*area di zone come quella di fig. 5; la zona

& delimitata da:
_ due rette parallele;
- una terza retta perpendicolare alle prime due;

- una linea curva.
Figura 1 Figura 2

UneiCo e S adlle guadrate Area approssimata per difetto
per valutare I'area

Figura 3 . Figura 4
Area approssimata per eccesso Un’approssimazione migliore

7 q
0,25cm?® 0.5cm

Al‘ea H
di zone con contorno curvilineo

} — .
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Si tratta dunque di una figura che ricorda un trapezio, percio ¢ detta trapezoide.

Una prima approssimazione dell’area di questa figura si puo dunque otte-
nere congiungendo i punti A e B con un segmento (fig. 6); si ottiene, appunto, up
trapezio, che ha:

- I’altezza lunga #;

- la lunghezza delle basi indicata dalle lettere bg e by;

- I’area S data da:
1
= — (bothy)-h
S=- (bothi)

Si ottiene cosi una prima approssimazione dell’area richiesta; si tratta dj |
un’approssimazione piuttosto grossolana, dato che nel trapezio ¢ contenuta una.i

notevole parte in pid (in giallo in fig. 6). .
Ecco come migliorare 1’approssimazione (fig. 7): |1
1. sidivide I’altezza HK in parti uguali;

2. dai punti di divisione si tracciano le perpendicolari a HK, fino ad
incontrare la curva in altrettanti punti;

3. sicongiungono i punti ottenuti fino ad ottenere tanti trapezi;
4. sicalcola |’area complessiva di tutti questi trapezi. |
|

In fig. 7, per esempio, HK & stata divisa in 2 parti tutte lunghe 1 cm; si sono cosi |

ottenuti 2 trapezi, che hanno un’area cornplessiva data da: |
1 |
=— (bo+ b))+ — (b1+b
s= (bo+ b1) > (bi+b2)

Proprio dalla fig. 7 si evidenzia che ]’approssimazione & migliorata, perché &
diminuita la parte calcolata in piti (sempre in giallo).

Figura 5 Figura 6
Un trapezoide Una prima approssimazione
dell’area di un trapezoide

5 !
by

e v ]

b,
Figura 7 |
Un’approssimazione
migliore |
K
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cheda storica

Il calcolo delle aree
nella storia

in Egitto la geometria nasce per misurare la terra

«Geometria» significa misura della terra: € la traduzione in greco di una parola
che, nella lingua dell’antico Egitto, aveva lo stesso significato,

- Lo storico greco Erodoto (V secolo a.C.) attribuisce proprio agli egizi il
merito di aver dato origine agli studi di geometria; ecco cosa scrive Erodoto: «Il
re Sesostris (XTV secolo a.C.) aveva diviso la terra d’Egitto fra i suoi abitanti;
ma il Nilo, con le sue piene, cancellava spesso i limiti fra campo e campo. Il re,
allora, mandava degli esperti per misurare di nuovo i terreni. E da qui che nacqué
la geometriar.

~La geometria dell’antico Egitto &€ dunque una geometria pratica, quella che
utilizzano ancora oggi 1 geometri, esperti nella rilevazione di terreni.

Euclide e lo studio delle figure

.I:I'\'G‘recia, a partire dal VII secolo a.C., la geometria acquista un diverso signifi-
cato: la figura geometrica si idealizza e si studiano le proprieta delle figure, stac-
candosi dai casi particolari e dai problemi pratici. '
: E cosi si arriva, nel HI secolo a.C,, agli Elementi di Euclide, dove 1’area
delle figure piane compare in problemi di questo tipo: ‘
- dividere un triangolo in due parti di uguale area, tracciando una retta
parallela ad un lato;
- dividere un trapezio in due parti di uguale area, tracci
: and
parallela alle basi. . P L

dDe%h(Elluesti problemi, trattati con eleganza e rigore, emerge una particolare visione
"t l{;’gometna, considerata un’attivita intellettuale lontana dalle applicazioni
. Questo modo di considerare la geometria & sintetizzato in un famoso rac-
i e0 lche ha come protagonista proprio Euclide: un allievo chiese a che cosa ser-
0;'10 as;tglighé) tdella geometria; Eucgde allora allontand 1’allievo dalla scuola,
rgli dato una moneta, visto che il giovane aveva bisogno di -

€10 da ¢id che imparava. : s GRSl

A_:‘:himede el «peso» delle figure

4 mentalita completamente diversa sembra i i
roks v I emergere invece dalle opere di
,{.ml;lmede (III secolo a.C.) e specialmente da uno dei trattati pid impgrtanti,

o i : :
Circa zg&’) zrl:":i’f'm a noi solo nel 1906, dopo che se ne erano perdute le tracce per

e
ale
©lo delle aree nella storia
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Figura 1

In questo trattato, infatti, Archimede racconta di aver pensato di confpamnis
re 1’area di un triangolo e I’area di una figura dal contorno curvilineo con llno de
cedimento «meccanico» (fig. 1): si ricoprono le due figure con tanti segmem-prz-
tilinei e si «pesano» i segmenti ottenuti, sospendendoli ai due bracci di ung |el -

Questa intuizione & alla base di molti procedimenti che sono poi svijy Vd.-;.
da Archimede con un rigore ed una precisione tali da rimanere ancory I:p
sostanzialmente validi. 8gi

Il calcolo dell’area nella letteratura classica

I problema di calcolare 1'area di un terreno si trova anche nella letteratura ¢jaggt
ca: il poeta latino Virgilio (I secolo a.C.) racconta nell’Eneide che Didone,
costruire la citta di Cartagine, aveva avuto una pelle di bove e, utilizzande sp)e

questa, aveva il diritto di limitare il recinto della futura citta; Didone allora tagol‘

la pelle in striscioline sottilissime e le dispose a cerchio.
1l racconto testimonia dunque che gia si conosceva un’importante pyg,

prieta relativa alle aree: & il cerchio che, fra le varie figure di uguale perimetrg

racchiude 1’area maggiore.

Galileo confronta aree e perimetri

Un salto di secoli e si trovano, ancora una volta, delle considerazioni sull’area d

figure che hanno lo stesso perimetro in un trattato classico: Discorsi e dimostrg

zioni matematiche intorno a

1638.
Riferendosi alla maggior parte delle persone, Galileo dice: «...ignor

che pud essere un recinto uguale ad un altro e la piazza contenuta da questo assaf

maggiore della piazza di quello».

due nuove scienze, scritto da Galileo Galilei ,

pu
gecon

2

e figure equivalenti

do Archimede

24

ileo riprendono le idee di Archimede

i Galileo si ritrovano poi, a distanza di tanti secoli, le idee di
a'ruc.ol'atje.l Bonaver}lura Cavalieri pensa ad un’area composta di
indivisibili, proprio perché non possono essere ulteriormente

gialieV @ Ga:
Negli alievT
Nc.himede‘. I P
- ohe chiamd
"igliﬂ“' ‘5. 1'area del rett: X e g TRPVE .
Per esemplo, area de rettangolo pud essere riempita di fili paralleli alla
. (fig. 2); 5 questi fili vengono spostati in modo da rimanere sempre paralleli
base L= formano altre figure che sono tutte equivalenti al rettangolo perché
5 come $€ fossero costituite con la stessa quantita di materiales.
€l Gli indivisibili conducono dunque a considerare una figura piana come se
fosse costituita da fili che si possono spostare in modo da ricondursi ad una figu-
L area notd.
5 Cavalieri certamente non conosceva I'opera in cui Archimede esponeva il

odo, poteva conoscere solo alcuni risultati del grande matematico greco.
o tuttavia a ritrovare un analogo spirito di ricerca: le figure geometriche
jealizzate e immobili, ma sono concrete, i muovono € pesano.

rad

suo met
[ riusc1io.
non sono 1¢

| metodi per calcolare le aree dal '600 fino ad oggi

5‘ partire dal XVII secolo, il problqrpu di determinare 1'area di una figura a con-
{omo curvilineo compare sempre pil Spesso in matematica e nelle scienze speri-
mentali. Le brillanti intuizioni di Cavalieri danno cosi origine ad un gran numero
di ricerche matematiche: da un lato si sviluppava il calcolo integrale, che arriva-
va a calcolare alcune aree come somma di infiniti rettangoli sottilissimi;
dall*altro si sviluppavano dei metodi per calcolare le aree in modo approssiﬁwto ‘

In p;n'llC«)l;lre. questi metodi approssimati, di cui viene data un'idea nell.'l
scheda di p. 220, sono ancora di grande attualita perché sono particolarment‘e
adatti per valutare le aree con I’aiuto di un calcolatore elettronico.

lxll
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Figura 2
Due figure equivalenti
secondo Bonaventura
Cavalieri
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‘ i di uguaglianza dei triangoli rettangoli

Che cosa bisogna sapere i i

un cateto uguali

uguale ‘

Poligoni uguali

A B'
A B
D D! A c
A=A AD = A'D!
. . ug% ()

c c B=8B' AB = AB' un lato e i
= e un angolo uguali
cC=C BC =B'C'

D=D' DC = D'C!
A B Al B' L
A B'
| Criteridiuguaglianzadeitriangoli B e e e e e e e e e e e
Angoli uguali
A' B' 0]
AB = A'B'
AC = AC
A & Sono uguali angoli Sono uguali angoli
A=A adiacenti di / opposti al vertice.
i angoli uguali. 5
ugty
1
> , . BC=BC
uguale C B 77
TS c=C
el a e b sono parallele
Al Sono uguali le coppie di:
ugual
(n A
; angoli alterni interni
A AB = AB' 9
| g Tl
' BCl=iBC . N angoli alterni esterni
CA=CA' i
| £ B . N % i\\\ angoli corrispondenti

5 . . A onl ch
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Proprieta di un parallelogramma

D
lati opposti uguali
A B
D o]
angoli opposti uguali
A B
3} C
(@]
O centro di simmetria
A B

Proprieta delle tangenti ad un cerchio

angoli retti

N i segmentl
_-angoli uguali uguall

Poligoni equivalenti

poligoni somma di
poligoni uguali

poligoni differenza di
poligoni uguali

il ch@ co .
: 5a
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S=p-a

(p = semiperimetro )




Che cosa bisogna saper fare

Attivita 1
Un triangolo ABC (fig. 1) ha gli angoli AeB uguali fra loro; verificare che jj
triangolo & isoscele sulla base AB.

-Rileggere attentamente il quesito, esaminando la figura: bisogna verificare
che sono uguali fra loro i lati ............ .

- Per verificare I'uguaglianza di questi lati si cerca di applicare i criteri di
uguaglianza dei triangoli; per questo bisogna cercare due triangoli su cui
lavorare.

-Si puo ricordare che i criteri di uguaglianza dei triangoli rettangoli sono
particolarmente semplici e percio conviene costruire due triangoli rettan-
goli all’interno di ABC, tracciando I'altezza CH, relativa al lato AB.

-1 triangoli CHA e CHB sono uguali perché hanno uguali .......... ; sono dun-
que uguali i lati ............... e percio il triangolo é sicuramente isoscele.

Figura 1
Un triangolo con
due angoli uguali

Figura 2

Un trapezio isoscele
circoscritto ad una D c
semicirconferenza

A 0 B
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Atm’tf‘;m,e il trapezio isoscele ABCD di fig. 2: ha i lati obliqui (AD e CB) e la
psam minore DC che sono tangenti alla semicirconferenza di centro O; si dice che

ba o710 & circoscritto alla semicirconferenza.
il trap vVerificare che il lato obliquo & uguale alla meta della base maggiore e cioe
risulta:
OB=CB
_Rileggere attentamente il quesito, esaminando la figura:
OB e CB sono i due lati del triangolo ......... H
pisogna allora verificare che il triangolo ........ é isoscele sulla base ........ .
- Basgndosi sul risultato dell’ attivita 1, basta verificare che gli angoli BOC
¢ OCB sono ... .

- Per concludere seguire le indicazioni di fig. 3 per utilizzare le informazio-
ni seguenti.

- ABCD é un trapezio, cioé CD é parallelo ad AB e OC ¢ una trasversale;

- ABCD é circoscritto al semicerchio, cioé DC e CB sono tangenti alla circon-
ferenza.

Attivita 3
Esaminare il trapezio isoscele ABCD di fig. 4: ha tutti i lati tangenti alla circonfe-
renza di centro O; si dice che il trapezio € circoscritto alla circonferenza.
Verificare che il trapezio presenta le seguenti proprieta:
I. la somma delle due basi ¢ uguale al doppio del lato obliquo, e cioe:

AB+DC=2.BC
II. I’angolo BOC ¢ retto.

Flgura 3
Proprieta delle tangenti
ad una circonferenza

Figura 4

N trapezio isoscele
circoscritto ad
Una circonferenza

o0

A B

C| N
he cosa bisogna saper fare
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L Basta ricordare una proprieta delle tangenti ad una circonfey,

richiamata in fig. 5; si trova cosi che: "za,

o]
O
1l

Y

L

AB+DC=2-........ A2 i =2, Forveein )

II. Le proprieta delle tangenti ad una circonferenza portano ad indivjg,
due coppie di triangoli uguali (fig. 6); si trova cosi che: are

BOC=0+B
180°=2-042-B=2-CcovevecoFrrrccrr) € peICio 90°=uoooicie.

=

Attivita 4

Disegnare un parallelogramma ABCD e la sua diagonale DB; sulla diagonale fjg

sare un qualunque punto P. Verificare che i triangoli APB e BPC sono equivaleng ’ ¢
!

-1 due triangoli hanno il lato PB in comune; percio per verificare che | dyg
triangoli hanno la stessa area, basta verificare che sonouguali ............

- Tracciare nel triangolo APB I altezza AH relativa al lato PB.
-Tracciare nel triangolo PBC I’ altezza CK relativa al lato PB. ;‘

-1 triangoli rettangoli AHD e CKD sono uguali perché hanno uguali ...,
percio risultano sicuramente uguali ....... . §

Figura 5
Proprieta delle tangenti
ad una circonferenza

Figura 6
Triangoli uguali
nel trapezio circoscritto

pollq°
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