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-0,1
-0,01

0
0,01
0,1

0,95
0,9s5
non esisle
1,005
1,05

Fig. 32

3) Un caso particolare della forma ihdeteminata
Si vuole calcolare il seguente limiter

ot-1lim:---:.
Esaminiamo prima di tutto la situazione da un punto di vista grafico-intui-
tivo: si osserva che le due funzioni y=e'-1 e ,=r, rappresentate in
fig. 32,'decrescono in modo analogo intomo all'origine O(0,0)"; d'altra
parte la tabella presentata nella stessa figura suggerisce che risulta:

5r19!-L:1.
Vediamo ora come si può dimostrare in modo più goroso che il dsultato
del limite assegnato vale proprio 1.

Occorre innanzitutlo ricordare le seguenti nozioni:
l) la defrnizione del numero , e cioè2

/ r\,
lim i1+:l,_* \ nt

2) la definizione di logaritmo naturaler, che conduce a scnvere

Per arrivare al risuhato, si dcorre quindi ad un artificio: si scrive la variabile r
nella forma seguente

,:ln /r+1ì\ n,
occorre allora tener presente che risulta

perciò, per ottenere r+0, si deve considerare 1+0, ossia n+Ò.

I n .islliaro di querro limil. viene udlialo nel ..P. 4. Pa.agrafo 5., Vedi Complemcnd del ..p. l.
3 V.di cap, I, parasrali 6 B . c.

0aet ipo i.

Forme indeterminate I. Approfondimento 2

Un caso particolare di forma indeterminata del tipo 0/0
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3. Cont nlilà 6 calcolo dei imii 103
Con l artificio indicato. il quoziente diventa:

e r-e''.Ìl-r- t

' rn lr+1J ,.rn /r+-LJ\ nl \ ,rr
Basta ora ricordare una proprierà dei logaritmi per arrivare a scrivere il quozienre
nella forma piir opportuna; la proprietà è la seguente:

P'ln a=ln (aP)
Così, invece di calcolare il limite assegnato, si arriva a caicolare:

.ll_ltm 

- 

=-=l' ln ll +-LJ" In e

\x/
In questo modo abbiamo dimostrato rigorosamente che risulta:

1-4J=1.
È immediaro o.servare chc i mcrodi presentati \algono 5olo in pochi casr
particolari.
Nel prossimo paragrafo parleremo di un teoiema che indica un procedi-
mento di piil ampia poItata: tuttavia anche questo ieorema si esce ad
applicare solo in particolarì condizioni.
Il metodo più generale per ffattare le forme indeterminate richiede l'uso
delÌe derivate e perciò è presentato nel cap. 4, paragrafo 6.

7. Teorema del confronto. Qualche applicazione
Presentiamo in questo paragrafo un teorema che vìene spesso utilizzato
nel calcolo di limiti; il teorema può essere enunciato nel modo seguente:

Teorema del confronto
Se tre funzioni J=ft), t=g(x\, J=h(x) §oddisfano le seguenti condizioni:
I) per qualunque.I variabile in un intorno 1(a) risulta

flr)<g(x)<à(r),
II) lim /(x)=lim À(Ì)=/,
si ha allora

l'19 rt'l=r.
OsseÌviamo subito che il teorema. chiamato
anche "dei due carabinieri , ha un immediato
significato intuitivo: la funzione y=8(,r) nelle
vicinanze tlell a.crs:a x-a rimane imprigrona.
ta" fta due funzioni che tendono allo stesso
limite l, e perciò dovrà tendere anch'essa allo
stesso limite I (fig. 33).

Vediamo ora come si svolge la dimo'
strazìone di questo teorema.

Fig.33

Teorema del confronto
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104 3, Conllnu a e calcolo d€i limlt

Cominciamo col fissare l'attenzione su ciò che è noto (ipotesi) e ciò che si vuole
dimostrare (tesi).

Ipolesi.

I) per qrlalunque r variabile ir un intorno (d) risulta ,(r)<g(-r)=ft(r),n) ùm /(r)=lim l,(r)=/;

Tesl..

l4 e(r)=r'

Dimostrszione.

Per dimostrare il teorema ci si basa sulla definizione di limite. verificando che
dalle rpotesi deriva la seguenLe condizione: scello un intorno 1(l), si può trovare
un inlomo (a) in modo che 8(Ì) appa eÌga a I(l). scxvaria in I(r-). Si sce8lie
dunque un inrorno 1(/) di raggio € e si rrovano. basandosi sulla parte ll) dell'iio-
tesi. i seguenti inlomi (figg. 34 e 35):

l'inromo lr(a) tale che. se .r varia in tla).lx) appaniene a 1(1). cioè risulta
l-e<f(x)<l+É, (1)

- l'intorno 7,(a) tale che, se x varia in 1,(a), t (x) appartiene a (/), ossia si ha
l-€<h(t)4+É. (2)

Fig. 34 Fig. 35

Si indica poi con I(a) il più piccolo fta i due intorni precedentemente detetminati;
è chiaro che, quando, varia in (a), risultano conremporaneamenle verificatc Ie
disuguaglianze (1) e (2), insieme alla parte I) dell'ipotesi; si ha dunque:

I r<IG)=E@)sh(,)<t +é, ossia l-r<g(x)<l+e
La dimoslra/ione è cosi completara. dato che. in base alla definizione di limhe, la
disuguaglianz, ollenura garantisce proprio che risulta

Y\q?)=t
Il teoÌema del conftonto risulta molto utile nel calcolo di limiti; spesso
infatti non si riesce a calcolare direttame[te il limite di una funzioney=g(r), ma è possibile trovare due funzioni di conhonto, y:flr) e
t=h(x\, di cui è facile calcolare il limite.
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1053. ConlinuiÈ s calcolo dei lihiti

Un esempio è fomito dal limite seguente:

Cominciamo con l'esaminare la situazione da un punto di vista grafico-
intuitivo: si osserva che Ìe due funzioni y=sen x e y=r, rappresentate in
fig. 36, "decrescono in modo analogo intorno all'origine O(0,0); d'altra
parte la tabella presentata nella figura suggerisce che sulta:

-0,1
-0,01

0
0,01
0,1

0,9s8
0,99998

0,99998
0,998

Fig. 36

Valutiamo ora qu€sto limite in modo più dgoroso, ralendoci del teorema del
confronto; per duesto occorre trovare due funzioni che soddisfino le seguenti
condizioni:

lr 'imnripionrno la tunzione v- "_ =. ouando.r varid in un inlorno di 0.

II) tendono allo stesso limite per r+0.
Una prima idea viene suggerita dalla fig. 37: l'arco,4P rimane "stretto" fra la
semic_orda P.Il e il segmenio di tangente,4f, mentre il punto P percote l'arco
.48. Se poi si ricordà la delinizione delle funzioni circolari )=senx e ]=tgx
(fis. 38), si ha che:

Ì indica la lunghezza dell'arco AP,
sen .r indica I'ordinata del punto P,
tg Ì indica I'ordinata del puùto f.

/_\
Perciò. quando.{ varia nell intervallo lO. 'r]. risutta: sen.r<r<lgx.

Fig.37

Applicare  il teorema del confronto
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A partire da queste disuguaglianze si procede nel modo segrente.

- Si riene presente la relaTione tondamentale ig .:t- q e si scrive:

cos ,
- Si dividono tutti i membd per sen r, ottenendor:

l< r <---L.se[ r cos -r
Si ricavano le disuguaglianze che legano i reciproci di ogni membm:; così si ha

.or."<!"n'<1, nell intervallo 0<.r<+..xl
- Si liene presente che le stesse disuguaglianze sono valide anche nell inlervallo

l-*,01, dato che nsuha (fig. .19)\z I
sen (-r) - sen r sen,rco§(-,Ì)=co(I . * = , = ,

Si arriva così a rìconoscere si hanno Ie seguenti condizioni (fig. 40):

lt co.r<'en{<I nell inrorno /lO) dr raggio ir=.

3. Conlinuirà è calcolo dei limiti

III lim cos Ì=lim 1=1.

G ( x)=ascissa di P'

sen ( x)=oldinala di P'

, Te.ere presenle che sen r è Positivo quando r varia nell'ii1e*,11. (0, l)
2 Tetrere preÉnli le note propletà delle disu8uagliaue: da a<r si r;cna 1>j: aa a>a

.11

Fig.39 Fig. zlo

Il teorema del conftonto garantisce dunque che sulta:
_- sen .r -

A Dartire da ouesro risultalo. ci può calcolare iL limite di altre forme
indàterminate, ìn cui intervengono le funzioni circolari: ecco un esempio.
che prenderemo nel capitolo successivo:

.. I -cos rlrm 

-
Ìr0 x
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3. Conlinuità e calcolo dei rrmili

Si trarta di una lorma indererminara del tipo fi. che si ricscc a risolvere
basandosi sui sultati precedenti e su una nota formula di trigonometda:

sen2 -t+cosz,r=1,
da cui si ricava

,e1: ,= | -s652 1=( I _cos .t)( I +cos r).
Si procede così: si riscrive la funzione assegnata io altra forma moltipli-
candone il numeratore ed il denominatore per (l+cos.r). Si ottiener:

107

l-cos:y (1+cos 'r) sen-.t

Così, invece

lim

E, dato che

r (l+cos x) -t.(l+cos,r)
di calcolare il limite assegnato, si calcola il limite:

sen2.r
r.(1+cos -t)
risulta

-- / \/cenv\llm {sen Il[-/',., \_./ \!<
si ha anche t0 ì.

lim l-cos x _0
.t

1
2

L Teoremi sulle funzioni continue
In questo paragrafo sono prescntati alcuni leoremi sullc funzioni continue.
Si tratta di teoremi che richiedono talvolta sottili dimostrazioni, anche se
sono facili da scoprire quando ci si basa su considerazioni geometriche.
Il paragrafo è diviso in due parti. Nella parte A sono presentati dei teore,
mi che permettono di scoprire se una funzione è continua: nella parte B
sono esposte delle proprietà valide per tutte le funzioni continue.

A) Teoremi per verificare la co[tinuità di ùna funzione
All'inizio di questo capitolo (paragrafo 2) è stata indicata la condizione
per riconoscere se una funzione è continua:
una funzione r=/(.r) è continùa in un punto d'ascissa Ì=4 se si verifica che

I'I! "(r)=J(d).
Si è anche visto come questa condizione permetta di riconoscere che sono
continue su tutto I'asse reale le segucnti funzioni elementari:

Y=k, Y=x. Y=sen x. Y=è.
Ora, componendo oppo unamente queste funzioni, se ne possono co-
struire molte altrc. tcco qualche esempio:

/=x+*. ,=sen x+t, ... (somme di funzioni continue)
)=f.I , y=.r sen n , ... (prodotti di funzioni continue)

k .._ I

| È cniaro chc l op€ra2ionc ora eseAuna perde signilic.to se risuh.
l+cosr=o, Gsia cost= I- cioù r,..

Ma- dato ch. dobhiamo .alcol,re il limne dell-esprcssione per r-{r. posi,oo lrascurare il c.so che

Pagine tratte dal testo fuori catalogo
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