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Le lunzionr considerale nelle figule hanno come campo.di e\lslenza un
inrervallo limitalo dell ar<e delle .r (indicato in colore). E chiaro che in
casi come questi non ha senso studiare il comportamento di y, quando si
assegnano ad .x valori positivi semPre Più grandi.
Queiti esempi suggerisèono la seguente conclusione: occorre verificare che
il campo di eìiste;;a di una funzione non sia limitato, prima di valutarne il
lirnite per x- + Òo .

3. Limite per x che tendè all'infinito: def inizioni

Considerazioni grafiche ed intuitive del tipo di quelle esposte nel paragra-
fo precedenb h;nno caratterizzato gli studi di analisi fino al 1800, condù-
cendo i matemclici c scoperle laholla prodigio.e

Ma. a parlire dal 1800. acquista.empre piùr importanza rn mate_
matica I'esigenzà di definizioni precise che impediscano eto e confusio-
ni. Si arrivà così. alla fine del 1800, a "stringere" in definizioni rigorose
molti dei concelti piu ricchi e qugge.tivi: quello che eIa chiamalo il -calco-
lo rublime" di\enla _analisi malematica" e acquisla chlarezza e slstemall_
cilà; ma perde forse un po del suo tascino.
È proprid di tali delinizioni rigoro.e che ci occuperemo rn que\lo paragra-
fo, divìso in tre parti:
A) i limiti infiniti,
B) j ljmiti finiti,
CJ alcune rifles<ioni sui simboli inlroLlolri.

A) Limiti infiniti
Nel Darasrafo precedenle siamo arrivati a parlare dl lrmiti. ba)andocl
quasi escùsivamente su labelle e grdfici. ma le une e gli altri sono per loro
natura finiti.

ii e d",to, per esempio, a partire dalla funzione )'=,3 (fig 13),
che quantlo r assume vJlori po:itivi sempre plu grcndi anche y as\ume
ralori positiri \empre piu grandi. Ma la (abella e la ligura bastcno per
a<sicrrràrci chc veràmenle v cre\ca indefini(amentel

Non potrebbe invéce presenta$iuna situazione come queÌla di fig'
14, in cui la cuiva ha un asintoò orizzontale d'equazione )=1000 e quindi )
non supera il valore 1000?

Fig. 13 Fig. 14

Finora abbiamo parlato di limiti basandoci quasi esclusivamente su tabelle e 
grafici, che sono per loro natura finiti.
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t iacrle flspondere a quesra domanda ragionando nel modo seguenle.
Data [a funzione y=JJ, risulta

cioè ,rr=1000.
cioè r>1000,
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):1000,
y>1000,

per x=10,
per Ì>10.

Dunque y supera il valore 1000 non appena.r supera il \alore l0 (fig. l5).
Siriesce cosi a capire che non si può avère un asintoto orizzontale -àncora
più lontano", per esempio d'equazione ,= 106i infatti, petendo il ragio-
namento precedente, si trova che sulta:

.y>106, cioè .13>106, per .t>102.
È chiaro che un tale procedimento si può petere quanto si vuole, in
modo da ve ficare che la I cresca propiio indifinitaniente.

Rivediamo attentamente il ragionamento seguito:
- si è ipotizzata l'e-sistenza di un valore massimo M, che la, non riesce a

superare (M:1d, M:106, ...):
- fissato il valore M, si è trovato il valore di , che permette ad / di

superare M; per esempio
fissato M:103,
fissato M=106,

ha 1,>103 per r>10,
ha y>106 per i>10'z.

s1

È chiaro che il valore di r "al di 1à del quale 1, supera M" dipende dalla
scelta di M; per questa ragione viene convenzionalmente indicato con.rM.

Si arriva così ad una piu rigorosa delinizione di limite, che pos-
siamo esprimere nel modo seguente ([ig. l6):
data una funzione y=j(.r), si ha

lim y=1o, ossia lim flr)=1o,
se si verilica la seguente condizionei
scelto un numero M, positivo € grande a piacere, si può sempre trovare un
valore di ,, detto .ÈM, tal€ che risùlti

f(x)>M pq qualunque .r>.rff.

Fig. 15 Fig. 16
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Basta ora valelsi di una simmetria spetto al-
l'asse delle r (fig. 17) per trovare che sulta:

lim y- r, ossia lim 
^.r)--,,

se si verifica la seguente condizionei
\celto un numero M. positi\o e grande a piace-
re, si può sempre trovare ùn valore di Ì, detto
,.u, tale che risùlti

f(x)< M per qualunque Ì>.rv.

Fig. 17

B) Limiti finiti
Vediamo comc si può precisare con una definizione rigorosa il comporta-
mento di una funzione come

1^
rapprcsentata in lig. l[3, dove ] tendc ad Ìrn numero finito per Ì+ + @ e la
curva si awicina ad un asintoto o zzontale.
Si tratta ora di escludere che si verifichino le seguentì situazioni:
I) in corri.pondenTà r vatori Jix rnolto SranLlt. che.luggono al gralico o

alla labella, lc curvx risale". allonlanando\i ddll asintolo flig. lg):
II) in corrispondenza ad un valore di r molto grande, la curva taglia

l'asintoto e poi se ne allontana sempre più (fig. 20).

Fg. 18 Flg. 19 Fig. 20

Si dovrà insomma verificare che, quando si assegnano ad, valori positivi
sempre piir grandi, si ottiene una cul.va che si awicina sempre di piir ad un
asintoto orirzontale.

Viene allora spontaneo di fissare l'attenzione sulla dìstanza PI1
di un punto P della curva dall asintoto (fig. 21). Ci si chiede: Può accadere

che la dislirnza 7F non.cenda al di.ollo del ,atore minimt' fr1
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2. Limin diiunzionÌ

Per rispondere alla domanda bisogna valutare la disranza 7H al variare di
x; nel no§tro caso si ha:

ltPH=ly-2 . ossia PH 'l!+Zl-Z-\.(/
da cui

Om è chiaro che risulta
11:<:: Der Ì>10x !{)

e, dunque la distanza PF risutta infe ore ad
1

m non appena.t supeIa lU.
Ci si chiede allora: pouebbe il valore minimo
della distanza P-Il essere usuale a -i-?- 10,
Certamente no, dato che risulta

11 !> llr.r 10r

Fig.2l

ot

Anche in questo caso si capisce che il procedimento può essere ripetuto
quanto si vuole; si verifica così che Ia curva si awicina sempre di più
all'asintoto orizzontale senza mai arrivare a sovrapporsi alla retta.

Rivediamo ora il ragionamento seguilo.
- Si è ipotizzata l'esistenza di un valore minimo per Ìa distanza

PH: y-21, valorc minimo che, in generale, viene indicato con la lette-
ra greca a (si legge "epsilon"); nel caso precedente si è scelto

11- 10' " ror'
- Fissato e, si è trovato il valore di -r! che permette alla distanzap4=ly-2 di scendere al disotto del valore E; per esempio

1fissato .=ft. sj ha

-. IIssato sr ha
l0z

ly-z).h per *>10,

y-2 <4 per x>10:.- t{r
È chiaro che il valore di x "al di là del quale PI{ diventa più

piccola di É" dipende dalla scelta di É; per questa ragione tale valore viene
indicato coflvenzionalmente con x,.
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Il ragionamento seguito si può sempre ripetere quando il grafico

di una funzione presenta un ramo che sembra ayvicinarsi sempre di più ad
una retta d'equazione y=l (fig.22).

Si arriva così ad una più rigorosa definizione di limite (fig. 23):
dala una ftrmione ,=l(r), §l ha

,llT. y=z ossia Jim l(.r)=/,
s€ si verifica la seguente co[dizione:
scelto utr numero s, positivo e piccolo a piacere, si può sempre trovare un
vrlore di l, detto .r., tale che ri§ultl

lnr)-/l<d per qua[mque ,>]..

Fig. 2.

C) I simboli +o, -@, @i cotrfrontl e riflessioni

Fig. B

È facile ripetere le considerazioni svolte flelle parti,4 e 8, fissando I'atten-
zione sul òompoltamento di una funzione y=/(l) quando r assume valori
oegativi sempre più grandi in valore assoluto.
Ecco i casi possibili.
1) Quando si sostituiscono ad, numeri nega-

tivi sempre più grandi in valore assoluto, si
ottengono valori di y positivi sempre piìr
grandi (fig. 24).
Si scrlve

lim y=4o, o§§ia lim J(r)-+o'
pùchè si verillchi la seguente condizione:
scelto un nùmcro M, po§tivo e grande a
piacere, si plrò sempre amvare url valore di
.r, detto ,M, tale che risulti

nr)>M Del qùalunque ,<.rrr.

Fig. 24
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2. Linili di funzioni

2) Quando si sostituiscono ad .r numeri negativi sempre piir grandi in
valore assoluto, si ottengono vaÌo di y negativi sempre piÌl grandi in
valore assoluto (fig. 25).
Si scrive

o.,

lim y= - co, ossia lim flr1=--,
purché si verifichi la segu€nte condizione:
scelto un numero M, positiyo e grande a piacere, si può sempre trovare
un valore di r, detlo.r,u, lsle che risulli

J(.r)<-M per qualunque .t<ly,

Fis- 25

3) Quando si sostituiscono alla 'I valori negativi sempre piÌr grandi in
valore assoluto, si ottengono valorì di y sempre più yicini ad un nume-
to I (fil. 26).
Si scrive

purché si verifichi la seguente condizion€:
scelto un numero E, positivo e piccolo a piacere, si può sempre trovare
ùn valor€ di ,, detto .r., tale che risulti

lfir)-t <" per qualunque i<x..

ossia ,lim /(Ì) =l

Fig. 26
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Si osserva che molte delle funzioni esaminate finora si comportano in
modo analogo per r-+o e per,+ -.
Un semplice esempio è costituito da una funzione del tipo

I

rappresentata in fig. 27; si ha:
lim v=1 e lim v=l

In casi come questi (fig.28) si introduce il simbolo -, senza premettere
alcun segno.

Si scrive:
lim Y=7

purché si \erifìchino le seguenti (ondizioni:
scelto un numero positivo €, piccolo a piacer€, risulta

frx\-l <e
per qualunque Ì che soddisfa le segu€nti disuguaglianze:

.r1>.r]" o x< x", cioè l, >r,.

2. Limit dilunzioni

F9.27 Fig.28

Altri esempi sono fomiti da funzioni del tipo y=a', come quelle Éppre
sentate nelle {igg. 29 e 30.
Le situazioni descritte nelle figg.29 e 30 possono essere raccolte in un'uni_
ca frase: quando si sostituiscono ad, numeri semPre piùt grandi in valore
assoluto, anche y assume valori sempre piir grandi in modulo.

Si scrive
lim.Y=t,

purché si veri{ichino le seguenti condizionil

(1)

scelto un num€ro positivo M, grande a piacere, si può sempre trovare ùn
valore xr, in modo che risulti

'f(x)i>M
per qualunque i che soddi§fa la disuguaglianza

l, >,,.
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2. Limili ditun2ioni

Fig. 29 Fig. 30

Quando ci si vale della notazione (l). bisogna però prestare parùcolare
artenzione ad alcune funzioni che non ci.comportano in modo analogo perÌ-+Ò e per 'I+-o. Ecco due esempt.
1) Per la tunzione y=e' sulta (fig. 31):

,I1Ly:+-, ma ,lim )=0.
2) Per la funzione /=ln, si ha soltanto:

,I* v=*-,
dato che il campo di esistenza della funzione è l'insieme dei nume
reali positivi (fig. 32).

Fig. 31 F9.32
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